Studentska vedecka konferencia
FMFI UK, Bratislava, 2019
Zbornik prispevkov

Fakulta matematiky, fyziky a informatiky
Univerzita Komenského, Bratislava
26. april 2019

Proceedings of the

Student Science Conference 2019

Faculty of Mathematics, Physics and Informatics
Comenius University, Bratislava
April 26, 2019

‘U

s

S
FM

Fl UK



Studentska vedecka konferencia FMFI UK, Bratislava, 2019: Zbornik prispevkov
Proceedings of the Student Science Conference 2019

Editori: Brona Brejova, Jaroslav Guri¢an, Tomas Vinar

Autor loga: Matej Novotny

Vydavatel: Knizni¢né a edicné centrum FMFI UK, Bratislava

Vydanie: prvé

Rok vydania: 2019

ISBN 978-8081470936

Zbornik obsahuje prispevky G&astnikov Studentskej vedeckej konferencie, ktora sa konala
26. aprila 2019 na Fakulte matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského v Brati-
slave. Prispevky oznacené v obsahu ako “recenzované” boli pred publikovanim recenzované
najmenej dvoma anonymnymi recenzentami. VSetky prispevky boli posudzované aspon troj-
¢lennou odbornou komisiou.

http://svk.fmph.uniba.sk/

Zbornik © 2019 Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita Komenskeého, Bratislava
Clanky © 2019 autori jednotlivych ¢lankov



Predhovor

Tento zbornik obsahuje prispevky zo Studentskej vedeckej konferencie, ktora sa konala
26. aprila 2019 na Fakulte matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského v Bra-
tislave. Studentska vedecka konferencia ma na fakulte dlhoroénu tradiciu a je prileZitostou
pre Studentov bakalarskeho, magisterského a doktorandského $tudia prezentovat vlastné
vedecké a odborné prace z rozlicnych odborov matematiky, fyziky, informatiky a didaktiky
tychto disciplin.

V roku 2019 bolo na konferenciu prihlasenych 48 prispevkov v Siestich tematickych sek-
ciach. Kazdy ¢lanok bol recenzovany najmenej dvoma recenzentami a d'alej posudzovany
odbornou komisiou. Na zaklade tohto procesu boli do zbornika vybrané recenzované Clanky,
zvy8né prispevky su v zborniku zastupené formou jednostranového abstraktu. Prispevky
boli prezentované 26. aprila 2019 na celodennej konferencii v priestoroch fakulty a odborné
komisie udelili v ramci jednotlivych sekcii ocenenia 18 vitazom, najlepSim doktorandskym
pracam v oblastiach matematiky a informatiky, fyziky a didaktiky, ako aj 10 laureatom SVK.
Komisie navrhli udelit tri ceny Literarneho fondu, tri ceny prof. Tillmana Marka za prispevky v
oblasti fyziky plazmy, cenu prof. Petra LukaCa za vynikajucu pracu v oblasti experimentalnej
fyziky, cenu Slovenskej informatickej spoloCnosti za vynikajucu pracu v oblasti informatiky a
cenu FINAMIS za najlepS$iu pracu v oblasti aplikovanej matematiky.

Chceme podakovat predovSetkym zucCastnenym Studentom a ich Skolitelom, predse-
dom a ¢&lenom jednotlivych odbornych komisii, organizatorom a sponzorom. Dakujeme za
Uspesny priebeh konferencie a te§ime sa na Studentskud vedecku konferenciu 2020.

Brona Brejova, Jaroslav Guri¢an, Tomas Vinar
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky
Univerzity Komenského v Bratislave

Sponzori: Literarny fond, Slovenska informaticka spolo¢nost, prof. Tillman D. Mark,
prof. Peter Lukac, FINAMIS, Slovenska nuklearna spolocnost, Photoneo
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Vplyv vladnych vydavkov na dynamiku 2D modelu ekonomiky

Andrej Badik*

Skolitel': Michal Demetrian

Katedra matematickej analyzy a numerickej matematiky, FMFI UK, Mlynsk4 dolina, 842 48 Bratislava

Abstrakt: Ciel'om price je sformulovat’ vlastni
variantu dvojrozmernej monetarnej politiky ako dy-
namicky systém a preskimat’ v niom jav Hopfovej-
Andronovovej bifurkdcie. Vyznam prace spociva
v tvorbe a ndslednom skiimani tohto modelu a su-
Casne jeho modifik4cii a uvddza konkrétny priklad
vyuZivajic redlne hodnoty ekonomickych ukazova-
tel'ov na Slovensku. Prica obsahuje modifikdciu
sformulovaného modelu, ktord spociva v zavede-
nim variabilnych vladnych vydavkov, inak v modeli
uvazovanych ako konStantnych, ¢o dovol'uje sku-
mat’ zmeny vlastnosti daného modelu v zavislosti
od zmeny ich vysky.

Klicové slovd: Hopfova-Andronovova bifurkécia,
monetarna politika, vladne vydavky

1 Dynamicky model

1.1 Phillipsova krivka

Phillipsova krivka sa stala nevyhnutnou pre transfor-
maéciu vzt ahu zmeny miezd na zmenu cien, aby bola
uzitocnejSia pre tvorcov politiky.

Povodna Phillipsova krivka viedla k formulacii
verzie rozSirenej o oCakavania. Vyuzitie Okunovho
zdkona [Okun, 1963] a zavedenie cenovych ocaka-
vani do analyzy Phillipsovej krivky predstavuje ino-
vaciu, ktora ma za nasledok rovnicu rozsirend o oca-
kdvania

t=¢e(Y-Y)+n° >0, (1)
kde 7¢ = p/p predstavuje ofakdvand mieru infldcie,
kde p oznacuje cenovu hladinu, Y redlny hruby na-
rodny produkt, ¥ potencidlny hruby ndrodny produkt
a € reprezentuje reakciu inflicie na zmenu rozdielu
redlneho a potencidlneho hrubého doméceho pro-
duktu. Premenna oCakavanej inflacie vstupuje do rov-
nice s jednotkovym koeficientom, ¢o odrdZa pred-
poklad, Ze cenové oCakdvania su uplne zaclenené
do skuto¢nych cenovych zmien.

*badik2@uniba.sk
TMichal. Demetrian@fmph.uniba.sk

Rovnica

¢ =y[0(m—n°)+ (1-6)(m—7°)],

2
y>0,0<0<1, @

kde " oznacuje derivaciu podl'a Casu #, T predsta-
vuje ciel’ovd mieru inflacie, ktord stanovuje centrdlna
banka a Y predstavuje koeficient rychlosti prispdso-
benia sa inflacnym ocakavaniam, je zmieSany typ hy-
potézy ocakavanej inflacie. Je tvoreny z predpoved-
nych (,,forward looking*) a spétnych (,,backward lo-
oking*) adaptivnych inflacnych ocakédvani. Pre 6 =0
je (2) zredukovand na 7¢ = y(w — n°), o je Cisto
predpovedna adaptivna hypotéza o¢akdvania. Na dru-
hej strane pre 0 = 1 je (2) zredukovand na 7#° =
Y(7T — =€), o znamend, Ze oCakdvand miera inflacie
verejnosti sa pribliZzuje k ciel’ovej infldcii, ktord sta-
novila a oznamila centrdlna banka. M6Zeme usudit’,
Ze hodnota parametra 6 je akousi mierou déveryhod-
nosti inflacného cielenia centralnej banky a budeme
ho nazyvat’ parameter doveryhodnosti

1.2 Monetarna politika

Vel'mi doleZitym ndstrojom hospodarskej politiky
Statu je monetdrna, Cize peniaznd politika. Prostred-
nictvom nej hospoddrske centrum (vlada, centrdlna
banka) riadi pefiazné a iverové zabezpecCenie ekono-
miky a snazi sa o splnenie zdkladnych ciel’ov hospo-
dérskej politiky, ktorymi si ekonomicky rast, stabilita
cien, rast nezamestnanosti a rovnovaha vonkajsich fi-
nanénych tokov. Peniaze, ako hlavny néstroj meno-
vej politiky, mozno aktivne vyuZivat' len vtedy, ak
existuje dobre fungujici systém bank a financny trh
[Vincur, 1997].

John B. Taylor [Taylor, 1993] ukdzal, Ze sku-
to¢nd menovd politika by mohla byt uZitone opi-
sand z hl'adiska jednoduchého pravidla, ktoré sa uka-
zalo sI'ubnym na zdklade experimentov hodnotenia
politiky. NajdoleZitejSie je, Ze opisal proces meno-
vej politiky z hl'adiska kritkodobej nomindlnej tro-
kovej miery a opisoval politiku priamo z hl'adiska
dvoch hlavnych opera¢nych ciel'ov menovej poli-
tiky, inflicie a hospoddrskeho rastu. Jeden z varian-
tov Taylorovho pravidla, ktory uvddza A. Orphanides
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[Orphanides, 2003], opisuje rovnica
F=Bi(r =)+ -Y), B, f>0, (3

kde " oznacuje derivaciu podl’a Casu ¢, r nominalnu
tirokovd mieru a koeficienty f; a 3, hovoria, ako by
mala menova politika reagovat’ na zmenu miery in-
flacie od ciel' ovej inflacie a produkénii medzeru.

Cerpajiic z [Lipsey, 2015], produk&nou medzerou
mame na mysli rozdiel medzi aktudlnym (redlnym)
hrubym ndrodnym produktom a potencidlnym hru-
bym n4rodnym produktom (Y —Y).

1.3 Model

Dosadenim (1) do (3) a (2) dostdvame autonémny
systém diferencidlnych rovnic

o= ﬁl{e[y(#(”—”e)) ~¥]+

_ 4)
n@—ﬁ}+ﬁﬂygur—nﬂ)—y]zf@nﬂ,

¢ = y{e(ﬁ— )+
©)

(1-0)e[y (u(r—n°)) fY]} = g(r, 7).

1.3.1 Normalne ekvilibrium

Normélne ekvilibrium (r*,7°*) systému (4)-(5) je
dané vztahmi 7 =0, #° = 0. Zo Struktiry funkcii
f(r,m¢) a g(r,m°) dostdvame

Y=Y, (6)
n=n*=17. 7

Teda v ekvilibriu je redlny hruby narodny produkt
rovny potencidlnemu a o¢akdvand miera inflacie sa
rovna tak skutocnej miere inflacie ako aj ciel’ovej
miere inflicie stanovenej centrdlnou bankou.

Hodnota nomindlnej trokovej miery v normdlnom
ekvilibriu r* je dand rovnost’ ou (6). Funkcia Y zavisla
od redlnej urokovej miery p = r — ¢ je ohraniend
a klesajiica, ktord vSak mdze byt aj nelinearna. Pre
r* < 0 vSak neexistuje normalne ekuilibrium, ktoré
by malo ekonomicky vyznam. Normélne ekvilibrium
je hodnoverné za podmienky r* > 0.

Jednou z otdzok je, ¢i normadle ekvilibrium je je-
diné ekvilibrium v naSom systéme. Pre ekvilibrium
mus{ platit’ ekvivalent podmienky g(r,7¢) =0 a to

60—-1 _

T— 1= Y -7).
T—m 6.9()

Tato rovnica je ekvivalentnd s

1-6

1) (e pre' 5 +:) =0,

¢o znamend, Ze Y = Y. Av3ak to je normalne ekvilib-
rium a tak mo6zeme usudit’, Ze normalne ekvilibrium
je jediné ekvilibrium v naSom modeli.

1.3.2 Stabilita normalneho ekvilibria

Vysetrovanim  stability normdlneho ekvilibria
chceme zistit’, aky dopad md zmena parametra
doveryhodnosti 6 na spravanie rieSeni systému
(4)-(5) v okoli bodu (r*, ¢*).

Z podmienok TrJ = 0 a detJ > O pre rydzo ima-

gindrne vlastné ¢isla Jacobiho matice systému (4)-(5)
v ekvilibriu dostadvame vzt ah

1
b=y (i —¢) O e ®

kde Ey = pu(r* — n°*). Tento vyraz je rovnicou
priamky vzhI’adom na premenné f3; a 6.

B2
B>

stabilné normdlne
ekvilibrium

nestabilné normélne
ekvilibrium

0

0

Obr. 1: Cast’ priamky (8) v (6, :)-rovine (kladny
kvadrant) pre y > ;.

1.4 Volba investi¢nej funkcie

Hruby nédrodny produkt sa v makroekonémii pouziva
na odhad celkovej ekonomickej aktivity danej kra-
jiny. Typicky rozklad hrubého narodného produktu
vyjadruje rovnica

Y =C+I+G, 9)

kde C oznacuje spotrebu, I investicie a G vladne vy-
davky a plati

C:C(Y—T)+C0, T=1tY+T,
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kde ¢ je hrani¢na nachylnost’ k spotrebe, Cy ozna-
Cuje to, Co by l'udia spotrebovali, keby ich dispo-
nibilny prijem bol nulovy, T oznacuje dan, T hra-
ni¢nd danovu sadzbu a Ty predstavuje droven vset-
kych dani, ktoré nie sd prijmové, napr. majetkové
dane [Blanchard, 2012].

Na prvy pohl'ad sa modze zdat’, Ze investicie [
su konStantné, avSak v skutoCnosti je takyto pohl'ad
vel'mi vzdialeny od skutocnosti. Podl'a Blancharda
(vid’ [Blanchard, 2012]) vyska investicii zavisi pre-
dovsetkym od dvoch faktorov:

— Urovei predaja. Uvazujme firmu, ktord &eli

ndrastu predaja a potrebuje zvySit' produkciu.
K tomu vSak mdzZe potrebovat’ kupit’ stroje
alebo vybudovat’ d’alSie zariadenie. Inymi slo-
vami, musi investovat’. Firma, ktord Celi niz-
kemu predaju, nebude citit' takidto potrebu
a bude investovat’ len mélo, resp. vObec.

— Urokovd miera. Uvazujme firmu rozhodujicu
sa, ¢i kupit' novy stroj alebo nie. Predpokla-
dajme, Ze na kipu nového stroja si spolo¢nost’
musi poZi¢at' finanéné prostriedky. Cim vyssia
je urokova miera, tym menej atraktivne je po-
ZiCiavat’ si financné prostriedky a kuapit’ stroj.
V skutoc¢nosti si mnohé firmy poZziCiavaju tieto
prostriedky pravdepodobne s inou sadzbou, av-
Sak pre jednoduchost’ predpokladdme, Ze vSetky
firmy si mdzu pozicat’ za rovnaku trokovu sa-
dzbu.

Pri vysokej urokovej miere dodato¢né vynosy
z nového stroja nepokryji udrokové ndklady
a kipa nového stroja nebude vyhodna.
Teda investi¢na funkcia je kladne zdvisl4 od celkovej
produkcie a negativne zavisla od drokovej miery.

V modeli (4)-(5) budeme uvaZovat’ investi¢nu fun-
kciu zavisly, pre jednoduchost’, len od realnej troko-
vej miery p v tvare

K

I(P):W,

kde x je kladnd konStanta.
Vzhl'adom na uvedené mozno rovnicu (9) pisat
v tvare

_ 1 K
S l—c(1—1)1+eP

G+Cy—cTh
l—c(1-1)"

Y(p) (10)

Takto definovand funkcia Y je klesajica s najmen-
$im hornym ohranicenim

K+G+Cy—cTy
l—c(1—7)

a s najvacsim dolnym ohrani¢enim

G+CO_CTO
l—c(1-71)"

Podobne by sme mohli pracovat s l'ubovol-
nou nerasticou spojitou kladnou investicnou fun-
kciou (napr. po castiach linearnou lomenou fun-
kciou) alebo s modelovymi vzt'ahmi spomenutymi
v [Richardson, 2008].

Pomocou (6) a (10) moZzno hodnotu nomindlnej
urokovej miery v normalnom ekvilibriu * vyjadrit
explicitne ako

1 A
r*:ﬁ—i-ln{_’( —1], (11)
u Y—-B
kde
1 G+ Cop—cTy
A=— — 2T o0
1—c(1—1) 1—c(1-1)

VS8imnime si, Ze normdlne ekvilibrium nezavisi
od parametrov 31, 82,7, € a 0 nasho modelu.

1.5 Dynamika modelu za nepritomnosti ek-
vilibria
Ako sme prv spomenuli, normdlne ekvilibrium je

hodnoverné a méd ekonomicky vyznam za podmienky
r* > 0, ¢o nastane, len ak

B<V<B+— A
<B+

V pripade, Ze

Y>B+ WA,

ekvilibrium sice existuje, avSak hodnota nominélnej

urokovej miery v tomto ekvilibriu je zdpornd (r* <

0), ¢o v ekonomike znamen4, Ze by bolo vyhodnejsie

drzat’ peniaze v hotovosti neZ ich vkladat’ do banky.
Normélne ekvilibrium vSak absentuje, ak

Y <B.

Ked’'Ze B je najvacsim dolnym ohrani¢enim pro-
dukcnej funkcie Y, tak dostavame inflacnii produkénu
medzeru, ¢o ma za nésledok zvySovanie inflicie,
teda znehodnocovanie peilazi v ekonomike. V ta-
komto pripade sa zvySuje nomindlna drokova miera,
¢o mozno vidiet’ aj vo fdzovom priestore systému (4)-

5).
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V takomto pripade su trajektorie neohranicené, to-

[

t1z
r(t) = rot(1+0(1)), mé(t) = mo(1+0(1)),

t — oo,

kde konstanty r( a mp si dané rovnicami

ro=(B—Y) (13184-/3181;9

1-6 _
TL'():?TE"‘TF)(B—Y)

+l32>7

Mbzeme vidiet’, Ze tempo rastu r je imerné roz-
dielu B—Y, ¢o je kladné v naSom pripade.

Obr. 2: Typicky fazovy portrét a jedna vybrana tra-
jektéria systému (4)-(5) s absentujicim normdlnym
ekvilibriom v dosledku nerovnosti ¥ < B.

Zvysenie hranicnej danovej sadzby T sposobi zu-
Zenie intervalu pre Y, kedy existuje normdlne ekvi-
librium s ekonomickym vyznamom.

2 Model monetarnej politiky na Slo-
vensku

Vychddzajic najmid z makroekonomickych prognéz
Institdtu financnej politiky MF SR sme odhadli nie-
ktoré parametre tak, aby model zodpovedal skutocnej
ekonomike na Slovensku. Teda

G=14,7, Cy=2,5, Ty=2, 1=0,25,
c=0,5 V=100, u=1, =1, (12)
y=1 a pB=1/6.

Podl'a Zmluvy o fungovani Eurépskej tdnie je
hlavnym cielom Eurépskeho systému centralnych
bank udrzat’ cenovi stabilitu, Co je zaroven aj cie-
I'om Eurépskej tinie ako celku. Na cele Eurépskeho
systému centrdlnych bank stoji Eurépska centrdlna
banka, ktord sa vo svojej monetarnej politike zame-
riava na mieru inflacie nizsiu, ale blizku 2% v stred-
nodobom horizonte. Teda dostavame 7¢* = 7 =0,02.

Pre r* = 0,05 dostavame

k=46,3(e"P+1). (13)

VoI'bou takychto hodndt parametrov nadobida
Ljapunova funkcia tvar

a(6) ~ [9(—0,01204554—9(—0,106019+
(0,254096 — 0, 1360939)6))] /
[(6—1)(—0,162348+6(6 —0,811742))] (14)

a maximdlna hodnota parametra 6, pre ktord 3, > 0
je

6 ~0,812.
0,05! :
. 02 04 06 ozsA iy
6 1
—0,05} i
4
—0,10}

Obr. 3: Graf Ljapunovej funkcie (14) na intervale
(0,1).

Z priebehu prvej Ljapunovej funkcie (14) (vid’
Obr. 3) mdéZeme vidiet', Ze prvy Ljapunov koeficient
a je pre vol'bu parametra doveryhodnosti 6 z inter-
valu (0, §) zaporny, to znati, 7e nastava superkritickd
Hopfova-Andronovova bifurkécia.

Viimnime si, Ze po¢niic nejakou hodnotou 6 <
0 < 1 je prva Ljapunova funkcia kladnd, co
by znamenalo, Ze nastdva subkritickd Hopfova-
Andronovova bifurkdcia, avSak pre takéto hodnoty
(presnejSie povedané, pre hodnoty vécsie alebo rovné
é) parametra 0 dostdvame B, < 0, o nemd Zia-
den ekonomicky vyznam. Preto sa budeme v d’alSich
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uvahdch zameriavat’ len na také hodnoty tohto para-
metra, pre ktoré f3, > 0.

Podrl'a [Kuznetsov, 2013] mozno pre superkritickd
Hopfovu-Andronovovu bifurkaciu urCit’ efektivnu
vel'kost” (polomer) limitného cyklu dani ako

||
)
V|

kde o je imagindrna Cast’ vlastnych ¢isel Jacobiho
matice systému (4)-(5).

06—

s5)

0
Vlal
50
10
30
201
10|
0 9 g

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Obr. 4: Graf funkcie efektivnej vel’kosti (polomeru)

Hopfovho limitného cyklu na intervale (0, 1).

Hodnoty zobrazenia (15) moZno pomerne presne
aproximovat’ na intervale (0,3;0) priamkou

[al
Vlal

Zarovei toto zobrazenie v okoli nuly klesa priblizne
ako funkcia

~24,5-206.

o 9,19
V0al Ve

Vsimnime si, Ze ¢im je kritickd hodnota (Hopfov
bod) Oy parametra doveryhodnosti menSia (v rdmci
svojich ohraniceni), tym je pre vol'bu parametra 8 <
6p limitny cyklus vacsi v porovnani s cyklom s rov-
nako vzdialenou hodnotou tohto parametra (zI'ava)
od vicsej kritickej hodnoty. V tomto zmysle mozno
hovorit’ o akejsi citlivosti ekonomiky opisanej nasim
modelom vzhl'adom na zmenu dovery v centrdlnu
banku.

Teda ekonomika, opisand nasim modelom, s men-
Sou kritickou hodnotou dovery v centrdlnu banku
(Hopfovym bodom), kedy sa menf stabilita jediného
normélneho staciondrneho bodu, je citlivejSia na zni-
Zenie tejto dovery, Co mdZe viezt', uz pri jej vel'mi

malom zniZeni, k takym oscilacidm hodnot nominal-
nej urokovej miery a oCakdvanej miery inflacie, Ze
ekonomika bude smerovat’ k zahube.

Konkrétny priklad so zvolenou hodnotou para-
metra doveryhodnosti 6 mdéZeme vidiet' na Obr. 5.

Cyklus zobrazeny na Obr. 5 je len informativny,
pretoze ako mozeme vidiet', hodnoty dynamickych
premennych zodpovedajicich cyklu si mimo eko-
nomicky akceptovatel'ného rozsahu. Ak chceme do-
stat’ cyklus s ekonomicky akceptovatelnym rozsa-
hom hodn6t tychto premennych, je potrebné, aby bol
cyklus vel’'mi maly. Zostrojenie takéhoto cyklu si vy-
Zaduje vol'bu parametra 8 dostatocne blizko kritic-
kej hodnoty (zI'ava), avSak takyto cyklus ma natol'ko
slabu prit’ azlivost’, Ze pri jeho vykresleni a trajektorii
v jeho okoli vo fazovom portréte by spdsobilo jeho
neprehl’adnost’.

-5 0 5
Obr. 5: Féazovy portrét systému (4)-(5) s (12), (13),

Hopfovym bodom 6y = 0,8 a parametrom dovery-
hodnosti 6 = 0,79.

Ekonomicky vSak nezdleZi na sile prit'azlivosti
cyklu, ale hlavnou myslienkou je, Ze existuje také
jeho okolie, ktoré reprezentuje stabilny stbor stavov
ekonomiky a to bez jediného prit’azlivého bodu — ek-
vilibria.
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3 Vplyv zmeny vladnych vydavkov
na vlastnosti modelu monetarnej
politiky na Slovensku

Vo vysSie opisanom modeli sme vynechajic nomi-
ndlnu trokovd mieru a o¢akdvanu mieru inflacie uva-
zovali konStantné ekonomické ukazovatele, ako na-
priklad potencidlny hruby ndrodny produkt ¥, hra-
ni¢nu danovu sadzbu 7, ciel’ovd mieru inflacie cen-
tralnej banky 7, ¢i dokonca vladne vydavky G, ktoré
v skutocnosti nemusia byt z dlhodobého hl’adiska
konStantnymi.

V tejto Casti sa zameriame na skimanie zmeny
vlastnosti modelu monetarnej politiky na Slovensku
vzhl’adom na meniacu sa vySku vladnych vydavkov.

Vel'kost” vladnych vydavkov je, okrem iného,
vel'mi Castou témou politickych hadok. Ludia, ktori
sa podiel’aji na vedeni §titu, maji rozdielne nizory
na to, ¢i v konkrétnej ekonomickej situécii je po-
trebné zniZit', zachovat’, pripadne zvysit' tieto vy-
davky.

Vladdne vydavky Slovenska mozno rozdelit’
na transferové platby a vydavky na ndkup tovarov
a sluzieb tvoria. Medzi transferové platby, teda pre-
vody penazi, patria najmi socidlne davky, dochodky
(starobné, vdovské, invalidné), davky v nezamestna-
nosti, Stipendid, rodinné pridavky, a iné. Vydavkami
na tovary a sluzby moéZeme rozumiet’ vydavky Statu
na dial'nice, majetok Stitu a pod.

Modifikdciou modelu, kde uvaZujeme variabilné
vladne vydavky, mdézeme zistit' aky vplyv md ich
zmena na vlastnosti dynamiky ndsho modelu pobliz
bifurka¢ného bodu.

Budeme uvaZzovat’ dva pripady: 1. s fixovanym ek-
vilibriom a 2. bez akéhokol’ vek fixovania ekvilibria.

3.1 Fixované ekvilibrium

Dosledkom fixacie ekvilibria (presnejSie povedané,
hodnoty nomindlnej drokovej miery r v ekvilibriu) je
prepocitavanie — inak konstantného — disponibilného
mnozstva financii k pre investovanie. Teda

K(G) ~ 123,86 —2,03G.

Rezy grafu Ljapunovej funkcie zndzornené
na Obr. 6 su len informativne, pretoZe pomer hodnot
vladnych vydavkov G zodpovedajicich jednotli-
vym rezom tejto funkcie je prili§ vel'’ky na to, aby

0,05[ -
0,2 0,4 0,6 08 I
a 0 ‘ ‘ ‘ A
G=107 =
—0.051 S
’ et 2 G=30
Rt P A
o010} Q006 = 50

Obr. 6: Rezy grafu Ljapunovej funkcie pre rdzne
hodnoty vladdnych vydavkov G a hodnoty parametra
0 v intervale (0, 1) s fixovanym ekvilibriom.

bola takdto zmena vo vel'kosti vlddnych vydavkov
splnitelI'na’.

Napriek tomu vSak moZzno usuidit’, Ze pre hodnoty
parametra 6, pre ktoré md model ekonomicky vy-
znam, nastdva superkritickd Hopfova-Andronovova
bifurkacia a teda vznika stabilny limitny cyklus.

Rovnako ako v sekcii 2, aj pre takiito modifikaciu
modelu existuje také okolie cyklu, ktoré reprezentuje
stabilny stbor stavov ekonomiky a to bez jediného
prit’azlivého bodu — ekvilibria.

Vsimnime si, Ze pri zniZeni, resp. zvySeni vlad-
nych vydavkov dostdvame menSiu, resp. vicSiu
oblast’, na ktorej mdéZeme uvazovat o Hopfovej-
Andronovovej bifurkacii.

Na rozdiel od vysky vladnych vydavkov, vel kost’
disponibilného mnozZstva financii na spotrebu domac-
nosti a podnikov, nie je v tplnej kompetencii I'udi po-
diel’ajdcich sa na vedeni Statu, regulovat’ jeho objem.
Teda z pohl’adu tychto I'udi nemusi byt mozné zaru-
¢it’ fixdciu ekvilibria zmenou disponibilného mnoz-
stva financif na spotrebu (pri zmene vysky vlddnych
vydavkov). Priamy vplyv vSak maji na vysku dani.
Teda v naSom modeli m6Zu ovplyvnit' hrani¢nd da-
fiovi sadzbu 7. Ked’'Ze chceme zachovat’ hodnotu no-
minélnej drokovej miery v ekvilibriu, tak dostdvame

7(G) = 0,02G — 0,044, (16)

¢o v skutocCnosti znamend, Ze pre fixaciu ekvilibria, je
potrebné zmenu vladnych vydavkov o jednu jednotku
(miliardu), zmenit' (rovnakym ,,smerom‘) hrani¢nu
danovu sadzbu o 2 percenta.

Vzhl’adom na ekonomicky vyznam hodnoty 7 do-

ISamozrejme, netvrdime, Ze takdto zmena je vo vseobec-
nosti vo vsetkych krajinidch sveta neuskutoCnitel'nd, ale mini-
madlne pre slovensku ekonomiku 4no.
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stdvame ohranicenia pre vladne vydavky

2,2<G <522, 17)

Rezy grafu Ljapunovej funkcie pre hodnoty G
spfﬁajtice (17) st takmer totozné s grafom L’japuno-
vej funkcie (14) zobrazenym na Obr. 3.

Teda zmena vysky vladnych vydavkov a zaroven
zmena hranicnej danovej sadzby podl'a (16) spdso-
bia len nepatrné zmeny vlastnosti dynamiky modelu
pobliZ bifurkacného bodu.

3.2 Bez fixacie ekvilibria

ZvysSenim, ale aj zniZzenim, vladnych vydavkov moze
nastat’ situdcia, v ktorej v zavislosti od kritickej hod-
noty parametra doveryhodnosti, nastane subkriticka
Hopfova-Andronovova bifurkdcia, teda vznik4 nesta-
bilny limitny cyklus.

Pre vysku vladdnych vydavkov G v intervale
(12,9;15,1) vieme povedat’, Ze moOZe nastat’ len
superkritickd Hopfova-Andronovova bifurkécia. Pre
vysku vlddnych vydavkov mimo tohto intervalu exis-
tuje takd hodnota parametra doveryhodnosti 6, pre
ktord vznika nestabilny limitny cyklus.

0,15¢
0,10}

—0,1}

Obr. 7: Hore rez grafu Ljapunovej funkcie pre rozne
hodnoty vladnych vydavkov G a hodnoty parametra
0 v intervale (0, 1) bez fixécie ekvilibria a dole graf
funkcie pre hodnotu nomindlnej drokovej miery r*
v ekvilibriu v zavislosti od vladnych vydavkov G
na intervale (10,20).

Rezy grafu Ljapunovej funkcie zndzornené
na Obr. 7 hore su opidt’ len informativne a to z rov-
nakého doévodu, ako sme uviedli v predchadzajice;j
podsekcii 3.1.

Pre hodnotu nomindlnej drokovej miery v ekvilib-
riu r* dostdvame

. 94,01
r(G)—0,02+1n(61_G 1). (18)
Dolna hranica vladnych vydavkov, pre ktord ma
normdlne ekvilibrium ekonomicky vyznam (r* > 0)
je priblizne 13,52. Ak by vladne vydavky klesli pod
tdto hranicu, znamenalo by to, Ze by sa museli zni-
Zit' o viac nezZ 8% z povodnych 14,7. Ak by doslo
k zvySeniu o priblizne 2,75% a viac, vladne vydavky
by sa dostali na taku droven, kedy mdzeme uvazovat’
subkritickid Hopfovu-Andronovovu bifurkéciu.
Podl'a prognéz Instititu financnej politiky Minis-
terstva financif Slovenskej republiky by mala zmena
vo vladnych vydavkoch dosiahnut’ v roku 2019 tro-
ven takmer 6, 3%, Co predstavuje zmenu na 15,62.

0,10}

0,05} :

002 04 06 08 g
o

0,05}

~0,10:

Obr. 8: Rez grafu Ljapunovej funkcie pre G = 15.62
na intervale (0, 1).

Takouto zmenou vyuZijic (18) nastane posun ek-
vilibra do bodu (0,0892;0,02).

Vyssie uvedené znaci, Ze ak sa I'udia podiel ajuci
sa na veden{ Statu rozhodnu zniZovat’, resp. zvySovat’
vladne vydavky, je potrebnd opatrnost’ pre vel’kost’
ich zmeny. V inom pripade moze dojst’ k stavu eko-
nomiky?, z ktorého existuje jedind cesta, a to cesta
k jej zdhube.
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Abstract: We study non-negative radially symmet-
ric solutions of the super-fast diffusion equation in
the whole n-dimensional space. Due to the scal-
ing property of the equation we derive two new au-
tonomous systems of two ordinary differential equa-
tions and perform a phase-plane analysis. Self-
similar solutions correspond then to suitable trajec-
tories of this system. From the properties of these
trajectories, we deduce various conclusions on the be-
havior of the self-similar solutions.

Keywords: nonlinear diffusion equation, super-fast
diffusion, self-similar solutions, ordinary differential
equations, phase-plane analysis

1 Introduction

In this paper we investigate self-similar solutions to
the Cauchy problem

{u,zV-(umIVu) in QX (0,00), 1)
(%,

u(x,0) = up(x) in Q

where m < 0, Q € {R",R"\{0}}, and ug is non-
negative. Moreover, we say that a solution « to prob-
lem (P1) attains the initial data 1y when these are at-
tained in the pointwise sense.

The diffusion is very fast for small u but very slow
where u is large. Due to this property, the super-fast
diffusion equation arises in several applications. One
of them is the diffusion in plasma, which appeared for
example in the article [Lonngren and Hirose, 1976]
on the expansion of a thermalized electron cloud. It
also arises in the study of cellular automata and inter-
acting particle systems with self-organized criticality,
see for example [Chayes et al., 1993]. The authors
of this article assumed a flux boundary condition
u(x,t) — 1 as x — oo and u(x,t)"'Vu(x,t) - A >0
as x — —oo and obtained a unique solution in the
form a traveling wave. Non-uniqueness of solutions
of this equation with non-trivial, non-negative and lo-
cally integrable initial data was studied more closely
in [Rodriguez and Vazquez, 1995]. It arises from the

*pmackova2250gmail . com
TfilaOfmph.uniba.sk

singular character of the equation when u(x,#) tends
to zero.

1.1 Transformation of the problem

Along with the authors of the article
[Fila and Winkler, 2017], we use the substitution

v(x,t) = u™(x,t), Y(x,1) € Qx(0,0). (1)

This transforms our problem into an equivalent one
so that the new function v is now a solution of the
Cauchy problem

{ vty ot

in QX (0,00),
in Q (P2)
with non-negative initial data vo(x) = u{ (x). The pa-
rameter p is defined as

p=1-L_lmtl >y

m Im|

In the following we assume 1 < p < oo 50 that —eo <
m < 0. We investigate non-negative radially symmet-
ric self-similar solutions of problem (P2) of the form

V(x7t) = tiaf(é)a g = ‘x‘t737 ()

where f is called the self-similar profile and «, 3 are
the self-similar exponents such that
1-pa

B= > 3)

The self-similar profile f : Dy — (0,c0) solves the
equation

e F)) +BEFE) +af(E) =0

“)
Since we look for solutions of the super-fast dif-
fusion equation defined in the whole n-dimensional
space, we are interested in finding profiles with
Dy € {(0.),[0,0)}.

Note that in view of equation (4), for a function
of one-dimensional variable £ we can, in general, as-
sume that n also takes non-integer values. In the fol-
lowing two sections we will assume that n is a posi-
tive real number.

&) (Fe)+
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1.2 Phase-plane analysis of the XY -plane

In order to perform the phase-plane analysis, we in-
troduce new variables

_&f
f’

We obtain an autonomous system for X (r) and Y (r)
in the form

X(r) Y(r)=&fP, E=¢. (5

{ X=02-nX-X>—(a+pBX)Y, S1)

Y =(2—pX)Y.
A similar system with different coefficients was ob-
tained in [Vazquez, 2006, Subsection 3.2.2]. Since
we look for positive solutions, we will study the up-

per half of the phase-plane. We define the following
three regions

0={r>0}, Q0 ={Xx<0}ng,

0" — (X >0}N0, ©

to which we restrict our analysis. Trajectories match-
ing positive, monotone decreasing profiles f are situ-
ated in region 07, i.e.,

f(&)=>0, f(§)<0, VE>0. 7

On the other hand, in region Q" trajectories match
positive, monotone increasing profiles

f(E) =0, f(&)=0, V&0 ®)
System (S1) has at most three critical points
Py=(0,0), P, =(2—n,0),
2 2
P = (, p(2—n)—2 >
pp ( ( ) )
When n = 2, the two points Fy and P; coincide. Defin-

ing the critical exponent p. as

2
2—n’

Pc= )
we see that P, differs from P, when p # p.. Both of
the critical points Py and P, always lie in Q, while P,
occurs in this region only when € (0,2) and p > p,.
Note that in the physical case n = 1 this condition is
p > 2, which is equivalent to m > —1.

In the sequel we perform a linearization around
these points in order to investigate the local behav-
ior of the trajectories near them.

Proposition 1.1. The linearization of system (S1)
around Py has the matrix

2-n -«
0 2 )
with eigenvalues Ay = 2 —n, A, = 2 and correspond-

ing eigenvectors ey = (1,0) and ey = (—a,n). There-
fore, the point Py is

(i) a saddle when n > 2,
(ii) a repeller when n € (0,2),
(iii) and a saddle-node when n = 2.

Remark 1.1. There is always a solution branch in the
region Q (only one solution for n > 2) starting from
the point Py in the direction of the line Y = —7X.
When n # 2, it corresponds to the self-similar profiles

starting from & = 0 with
f(0)=0, f(0)=49>0, (10)
where Ay = Ag(n, p, &) is a positive constant.
We proceed with the linearization around P.

Proposition 1.2. [f n £ 2, the linearization of sys-
tem (S1) around Py has the matrix

n—-2 Br-2)—a
0 2+4pr-2))’
with eigenvalues Ay =n—2, A, = (n—2)(p — pc)

and corresponding eigenvectors e; = (1,0) and e; =
<—% +(n-2), "13;2 (p—1 —p,;)). Thus, the point Py
is

(i) a repeller whenn > 2,

(ii) an attractor when n € (0,2) and p > p,
(iii) a saddle when n € (0,2) and p < p,

(iv) and a saddle-node when n € (0,2) and p = p,
(a saddle in Q).

Remark 1.2. If n # 2 and p # p., the trajectories
starting/ending at P, correspond to the profiles with
the behavior of the form

lim §"2f(&) = Ay,

£-50/+0

gi%rfl+m5"_1f(5) = (2-n)Ay,

(1D

where A1 = A (n, p, Q) is a positive constant.
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Remark 1.3. When n = 2, there is only one critical
point in the XY -plane and it is a saddle-node. Re-
marks 1.1 and 1.2 suggest that f corresponding to
the trajectories at this point has a constant behav-
ior. However, in [Quirds and Vdzquez, 1999] it was
proved that for o = 0 the behavior is not constant but
has a logarithmic correction, i.e.,

L 1)

goo || Y

12)

where Ay = Ax(n,p, ) is a positive constant. For-
mula (12) also holds for a # 0. To prove it we trans-
form system (S1) into the normal form with the new
variables X =X + %Y, Y= %Y, Using the same argu-
ments as in [Quirds and Vizquez, 1999], the center
manifold can be locally expressed as Y = h(X) and
that near the saddle-node (X,Y) = (0,0), Y is expo-
nentially small compared with X. Neglecting terms of
a higher order near this point, from the equations for
X and Y we obtain (12).

We proceed now with the linearization around the

%’4(% - %)) lying in O, that is when
Yp, > 0. The notation Xp and Yp represents the X-

and Y -component of the point P; where i =0, 1,2.

point P, = (

Proposition 1.3. Let n € (0,2) and p > p.. The lin-
earization of system (S1) around P, has the matrix

p b
—rYp, O
with two real eigenvalues of the opposite sign A1 > =
B+ +\/B?+Yp, and corresponding eigenvectors e, =

(%,l]) and e, = (%,2,2), with B = % — %. Thus,
the point P, is a saddle.

Remark 1.4. When p # p., the trajectories begin-
ning/ending at P, characterize profiles of the form

1
) _1
i - -9)]
éﬁlor;lmé rf(8) "
1
1-2 p

grfe)=2[4(x-1)] -

Taking a closer look at the system (S1), we see

that Y grows everywhere in O™, in Q™ it grows when
X < Xp,. On the axis Y = 0 we have

(13)
lim
5—)%)/—&-00

{ ?:5(2—"—?{)7

Therefore, Q is an invariant region. On the border
X =0 system (S1) takes the form
{ X =-aY,

Y =2y >0, (14)

hence, Q™ is an invariant region when o > 0, and Q™
is an invariant region when o < 0. The growth of X
is determined by the curve

_X(2-n—X)

Y (X) = «tBX (15)

which has a vertical asymptote X = —% when 8 #£ 0.
Assuming both o and 8 are non-zero, ¥; can in gen-
eral have three different shapes. If § (% +2-n) >0,
it has a local minimum and a local maximum at

Xip=—8=+ %(%an). (16)
One of these local extremes is located to the left of
the asymptote, the second one to the right of it. If
%(% +2—n) <0, curve Y, is either an increasing
or a decreasing function of X with no local extremes,
and range R. In both of these cases, Y; passes through

all the critical points. If Xp, = —%, Y, is a line defined

as
X

ﬁ )
which passes through the critical points Py and P».

The XY -plane for different values of parameters is
illustrated in Figure 1 and Figure 2. The green line
corresponds to asymptote X = —% and the red dotted
line corresponds to the curve Y; defined in (15).

Yj=— a7

Figure 1: XY-plane: n=1,p=3, 0 =1
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Figure 2: XY-plane: n=3,p=4, . = —1

Similarly to [Vazquez, 2006], using formula (2)
for the self-similarity of v and formula (1) for the de-
pendence of v on u we conclude that the time deriva-
tives of these functions satisfy

(et =B (@) (X+§),  a®)
and

wier) = =B (x+§) or(gpe,

Since we assume that m is negative, u, and v, have
opposite signs. We assume now that 8 # 0. On the
line X = —% we have

19)

X:—g<g+2—n),

B\B (20)
Y= <2+p%)Y

When either Xp = —% or oo = 0, there is no flow

in the direction of the X-axis. Considering o # 0,
we notice that X grows in two cases. Either when
and P have the same sign and Xp, < —%, or when
% < 0 and Xp, > —%. Therefore, we can decide the
invariance of the regions {X > —%,¥ > 0} and {X <
— % ,Y >0} in order to determine the sign of u,. Also,
we infer that a trajectory can cross the asymptote X =
—% at most once. Hence, in this case there exists a

unique &y such that u,(x,¢) = 0 at the traveling point

x| = EotP . Note that the condition Xp = —% can also

be formulated as o = l

Using formulae (2) and (1) for a radially symmet-
ric solution u(|x|,#) = u(r,t) we obtain

ft%r_lfl

Lin-Prre)fe)=1

P(E)X.
@n

u(rt) =

We see that u,(r,t) is positive when X < 0 and neg-
ative when X > 0. If a trajectory crosses the line

X =0 at some 0 < & < oo, the partial derivative

u,(r,t) equals to zero at the traveling point r = &;7P.
From the definition of Y in (5), it results that for a fi-
nite & > 0 we obtain f(&;) > 0 and hence, for fixed
t > 0 the value of u(r,?) at the point r = &,¢P is finite.
From the analysis of the flow of system (S1) on the
line X = 0 in (14), we deduce that when o # 0, such
&) is unique. Moreover, if we fix £ > 0 when o > 0
this traveling point corresponds to a global minimum
of the function u(+,7), and when o < 0 it corresponds
to its global maximum.

1.3 Phase-plane analysis of the ®¥-plane

To verify the behavior of X and Y at infinity, similarly
as in [Quirds and Véazquez, 1999] we introduce new
1 1 1 (‘I’(r)

variables
—— X(r=- .22
va 05 (a0 @

Y(r) =
The new system for & and ¥ is singular at ® = 0,
therefore we make the non-linear change of variable

T=0(r),

dv .. 1
E:(P(")—@a (23)
so that @(7) and W(7) satisfy the system
=Yy,
4 Yo
¥=—[(p—1)¥—-B]+—[p(2—n)—4]
p R p
L3 03]
+—[2p(2—n)—4] — —.
p 2p(2—n)—4] p
(S2)

This change of variable reverses the flow in the part
of the ®W-plane where @ < 0, which is not the case
of our interest. Positive solutions are now located in
the region

R={® >0},

which is equivalent to region Q of the XY -plane de-
fined in (6). The system (S2) has at most three critical
09 =(0,0), O;= <0

points
B
b p _ 1 )
Dc
0= (o) |
4(17 _pc)

The point O; exists in case § # 0, while the critical
point O; exists provided that p # p.. From the defini-
tions of ®@, ¥ in (22) we infer that the point Oy stands
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for a constant value of X at infinity. We assume now

that 8 £ 0.

Proposition 1.4. The linearization of system (S2)
around Oy has the matrix

0
_1
p
-5 B ana corresponding

*w\‘mo

0, A=
eigenvectors e} = (—fB,1) and e, = (0,1). The point
Oy is a saddle-node (a saddle in the region {® < 0}
and a node in the region R, i.e., an attractor when
B > 0 and a repeller when 3 < 0).

with eigenvalues Ay =

Remark 1.5. We see that the trajectories going to
(starting from) the point Qg in the direction of the
line ® = —BY represent trajectories of the XY-
plane, which go to (start from) the infinity “point”

X,y)= (- %7—1—00). Consequently, all the corre-
sponding self-similar profiles f behave like
lim EFf(E) =
m £ ()
li é_m(ﬁ*Z)fI . 5 ac (24)
1—-pa - 2
é—}l-E:IO/O f( ) B

with C = C(n, p, @) being a positive constant.

Investigating the sign of the exponent —% —1=
o(p—2)—1
s
negative. When p <2 or when p > 2 and a < ﬁ,

o(p—2)—1
1-pa

we see that when o € (O, %), it is always

the exponent is positive, when p > 2 and

o = ——5, it is equal to zero and when p > 2 and
a> 5 2, it is negative. Considering now o < 0, the
exponent (f 521 ! is negative when p > 2 or when
p<2 and a> 5 , it is positive when p < 2 and
o < 2, it is equal to zero when o = ﬁ.

Proposition 1.5. The linearization of system (S2)
around Oy has the matrix

( % O)
L(Ei(p2—m)-4)-1) B’
with eigenvalues Ay = L} A = % and correspond-
ing eigenvectors ey = (— B, = l( (2—n)—4)—1)

and ey = (0, 1). Thus, the point Oy is a repeller when
B > 0 and an attractor when 3 < Q.

Using the implicit formula (23) for the variable T
it holds that )
f(7)

D(r)X(r)= m

From the definitions (22) of @, ¥ and (5) of X, Y we
conclude that the equation for f(7) in the limit case

(@(2),®(1)) = (0,:£;) is
fo_ B
f(r)y  pp—1)

and a general solution of this equation can be ob-
tained straightforward, i.e.
_B
f(t) =crer® D ¢; >0. (25)
When f < 0, the point O; matches the “point”
(X,Y) = (—oo,+o0) and when B > 0, the point O,
matches the “point” (X,Y) = (+o0,40). Passing to
the limit in the formula (25) we obtain

lim  f(1)=

T—>—o00/+o0

We want to know whether the limit T — —oo/ 4 o0 is
equivalent to r — —oo/ 4 o or r — r, for some fi-
nite r,. We prove the latter. Looking at the system
(S1) and assuming (X,Y) — (—oo,+o0) when 8 <0
and (X,Y) — (oo, 4o0) when 8 > 0, consequently
(BX.,Y) — (+oo,+00), we see that the equation for
X contains two quadratic terms, both of which have
a negative sign in the limit case. It is well known
that a solution of the equation X (r) = —X>(r) has a
blow-up at a finite time and it can not be extended be-
yond this point. We infer that a solution of the equa-
tion for X of system (S1) blows up for some finite
and hence, f(&,) = 0 for the corresponding finite &,.
Since we look for profiles f(&) which are positive for
all & from the domain [0, o) or at least (0, o), the tra-
jectories ending at the critical point O; are not of our
interest.

The point O, is equivalent to the critical point P,
of the XY-plane and belongs to region R when n €
(0,2) and p > p.. From Proposition 1.3 we know that
in region Q the point P, is a saddle. A linearization
around O; confirms that this critical point is a saddle
in R. Since this linearization is very similar to the
linearization around P>, we omit it in this text.

The ®Y-plane corresponding to the XY-plane
illustrated in Figures 1 and 2 is shown in Figure 3
and Figure 4. The green line displays the eigenvector
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Figure 3: ®W-plane: n=1,p=3, =1

-05

Figure 4: ®W-plane: n =3, p=4, o0 = —1

e; = (—f,1) from Proposition 1.4, which is equiva-
lent to the asymptote X = —%.

In the following two sections we summarize
the results for @ < 0 and some results for
a > %. The case when o € (0, %) was studied in
[Fila and Winkler, 2017] using different methods, so
we exclude this case in this paper. The cases @ = 0,
o =1, and p = p, are also excluded, but a similar

analysis could be performed here as well.

2 Results in the case o < 0

We assume now that « is negative and hence, 8 > %
From the analysis of the line X = 0 in (14) in Sec-
tion 1.2, we know that Q" is now invariant, whereas

Q™ is not. Besides that, the point P, lies to the right
of the asymptote X = —%, which is located in region
or.

From the study of the invariance of the regions di-
vided by the asymptote in (20), we notice that that the
region {X > —%,Y > 0} is invariant when the point
Py lies to the right of the asymptote. Also, the curve
Y; defined in (15) determining the growth of X is a
decreasing function of X with no local extremes and
range R. This situation occurs either when n € (0,2)
and p > p. or when n € (0,2), p < p. and simulta-
neously o € (ﬁ,O). The region {X < —%,Y >0}
is invariant when the point P lies to the left of the
asymptote, that is when n > 2 or when n € (0,2),
p < pe and o < ﬁ. The curve Y} turns in this case
into a degenerated hyperbola with two local extremes
defined in (16), a local minimum to the left and a lo-
cal maximum to the right of the asymptote. In case
of equality Xp, = —% (ie., 0 = ﬁ), which arises
only when n € (0,2) and p < p., we obtain three in-
variant regions dividing Q. The line Xp, = —% and
the regions {X > —%,Y >0} and {X < —%,Y > 0}.
In addition to that, the curve Y; is a decreasing line
of the form (17). In any of these cases, parts of tra-
jectories lying in the region {X > —%,Y >0} (in the
region {X < —%,Y > 0}) correspond to solutions of
problem (P1) with a positive (negative) time deriva-
tive.

We formulate now theorems describing solutions,
which correspond to the self-similar profiles /(&) de-
fined for all £ > 0 when o < 0. In these theorems
we assume n € N. The trajectories matching some
of these solutions, (i.e., when n = 3) are portrayed in
Figures 2 and 4.

Lemma 1. Let n £ 2, oo < 0 and B satisfy for-
mula (3). Then there exists a non-negative solution
(&) of equation (4) with initial data (10). As & — oo,
it has the asymptotic behavior (24), i.e., f(E) — +oo
and f(E) >0(f(§) — 0" when p>2 or when p >2
andot>ﬁ, f(é)—)thenp>2and(x:ﬁ,
F(E) — +oo when p > 2 and a < ﬁ). Moreover,
when n > 2, it satisfies (8) and the inequality

(&) = Ao forall §=>0.

Proof. These solutions correspond to the trajecto-

ries coming from the critical point £y and ending at

Op. These trajectories were described in the previ-

ous text and they start in the direction of the line
n

Y=-2X, which lies now in the invariant region Q,

(26)
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from which follows property (8) and the inequality
(26) when n > 2. From Proposition 1.1 we know that
the point F is a saddle when n > 2 and hence, the cor-
responding solution is unique. When n € (0,2), itis a
repeller and so there exist infinitely many solutions of
this form. The behavior of the corresponding profiles
as & — 0 and & — oo was summarized in Remarks 1.1
and 1.5, respectively. O

The details of the proofs of all other lemmata in
this paper are very similar to the proof of Lemma 1,
hence, we omit them in the following text.

The next corollary refers to the corresponding so-
lution u of problem (P1). From the behavior of f as
& — 0 and & — o we deduce the behavior of u for
fixed r > 0 as |x| — 0, |x| — o and for fixed |x| > 0
ast — 0, t — oo, i.e., the initial data and properties
(1), (ii), (iii). The properties of the time derivative of
u were commented in Section 1.2. Different inter-
vals for o determining the sign of u, are derived from
property (iii), from (19), (20) and from the analysis
of the growth of X, which was performed at the be-
ginning of this section. Thus, property (vi) follows.
In the case when n > 2 or when n =1, p < 2 and
a< ﬁ, property (vii) results from (i), (ii), and from
the negativity of the time derivative. When n = 1,
p>2and a < ﬁ, we notice the observation about
the derivative of u with respect to r = |x| in Sec-
tion 1.2. From this follows that for fixed ¢ > 0 there
exists a finite global maximum of the function u(-,?)
at the point |x| = &7, where 0 < & < 0. Combin-
ing this with (i) and (ii), property (vii) follows. The
casen=1,p>2,and o = ﬁ is excluded, since the

initial function takes the form ug(x) =C z x| 1.

Corollary 1. Let n # 2, o < 0 such that o # ﬁ
when n =1, and B satisfy formula (3). Let C and
Ag be positive constants defined in Remark 1.5 and
Remark 1.1, respectively. Then there exists a solu-
tion u of problem (P1) of the form (1)-(2) with f from
Lemma 1 and Q = R" when n > 2, when n =1 and
p<2orwhenn=1, p>2 and @ € (ﬁ,O) (or
Q=R"\{0}whenn=1, p>2and a< ﬁ). This
solution attains the initial data

1, _
up(x) = Cm x| m8
and it has the following properties:

(i) For fixedt > 0 we have

. i i
lim |x| ™8 u(x,t) =Cn.
|0

(ii) For fixed t > 0 it also holds that

L q
lim w(x,t) =Ajt .
[x]—0

(iii) For fixed |x| > 0 we have

.« L
}Lrgot/nu(x,t) =A}.

(iv) When n > 2, this solution is unique, when n €
(0,2), there exist infinitely many solutions of
this form.

(v) Whenn > 2, for fixed t > 0 this solution satisfies
the inequality

L a
u(x,t) <Ayt m.

(vi) Whenn>2orwhenn=1,p<2and a < ﬁ,
for fixed |x| > 0 the time derivative is negative
for all 0 <t < oo and u;(x,t) -0 ast—0
and t — oo, When either n =1 and p > 2
orwhenn=1, p<2, and &« € (ﬁ,O), for
any solution of this form there exists a unique
&y > 0 such that u;(x,t) = 0 at the traveling
point |x| = EytP. For fixed |x| > 0 it holds that
u(x,t) — 0~ as t — oo, the time derivative is
negative for t > (50_1|x|)1/ﬁ

all 0 <t < (éal\x\)l/ﬁ, and u,(x,t) — 0% as
t—0.

, it is positive for

(vii) Moreover, when n > 2, whenn=1and p <2
orwhenn=1 p>2 and a0 € (ﬁ,O), at
all fixed times t > 0 any solution of this form is
locally integrable in R", i.e., u(-,t) € L} _(R").
Whenn=1, p>2and o < 21{), at all fixed
times t > 0 any solution of this form is inte-
grable in R, i.e., u(-,t) € L'(R).

Lemma 2. Let n =2, o« < 0 and B satisfy for-
mula (3). Then there exist infinitely many solutions
F(&) of equation (4). As & — 0, these profiles have
a singularity of the form (12) with f(E) — —oo. As
& — oo, they have the asymptotic behavior (24), i.e.,

f(E)— 0" and f(&E) — 0.

Proof. These solutions correspond to the trajectories
coming from the critical point P and ending at Og
described in the previous text. O
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Corollary 2. Let n =2, a <0 and B satisfy for-
mula (3). Let C and A, be positive constants defined
in Remark 1.5 and Remark 1.3, respectively. Then
there exist infinitely many solutions u of problem (P1)
of the form (1)-(2) with Q = R? and f from Lemma 2.
These solutions attain the initial data

uo(x) = Clx| 78,
and they have the following properties:

(i) For fixedt > 0 we have

. @ 1
lim [x|"8u(x,t) =Cnm.
el e

(ii) For fixed t > 0 it also holds that

u(x,t) '

] =Aytm.
=0 I (|x|~1£P)
(iii) For fixed |x| > 0 we have
tmulx.t 1
u(x,t) _ A}

1= I (|x|~1¢B)

(iv) For fixed |x| > O the time derivative is nega-
tive for all 0 <t < co and u(x,t) = 0~ as
t = 0. When p > 2 or when p € (1,2) and
o€ [#,O), ur(x,t) — 0 as t — oo, when
pe(1,2)and o < 1)%2’ u(x,1) = —coast — oo,

(v) Moreover, at all fixed times t > 0 any solution
of this form is locally integrable in R?, i.e.,
u(-t) €L} (R?).

loc

Lemma 3. Let n > 2, o <0 and B satisfy for-
mula (3). Then there exist infinitely many non-
negative solutions f(&) of equation (4), which have
a singularity of the form (11) with f(§) — —o as
£ — 0. As & — oo, they have the asymptotic behav-
ior (24), i.e., f(E) — +ooand f(E) >0 (F(E) — 0+
when p > 2 or when p <2 and o0 > ﬁ, f(&)—c

L, f(E) = 400 when p <2

whenp<2andoc:ﬁ,

1
and a < ﬁ)

Proof. These solutions correspond to the trajectories
coming from the critical point P, and ending at Oy
described in the previous text. O

Corollary 3. Let n > 2, oo < 0 and B satisfy for-
mula (3). Let C and A be positive constants defined
in Remark 1.5 and Remark 1.2, respectively. Then

there exist infinitely many solutions u of problem (P1)
of the form (1)-(2) with Q = R" and f from Lemma 3.
These solutions attain the initial data

o) = x| 775,
and they have the following properties:

(i) For fixedt > 0 we have

lim |x|%u(x,t) = (.
|0

(ii) For fixed t > 0 it also holds that

. -2
lim |x| 7 u(x,t) =Apt— rem
|x|—0
(iii) For fixed |x| > 0 we have
a(p—pc)—1

lim¢~ — pem

——A% =
m
lim u(x,t) o

(iv) For fixed |x| > O the time derivative is negative
forall 0 <t < ooandu,(x,t) -0~ ast— 0 and
 — oo,

(v) Moreover, at all fixed times t > 0 any solution
of this form is locally integrable in R", i.e.,
u(-,t) €L} (R").

loc
Lemma 4. Let n € (0,2), p < p, o0 <0 and B sat-
isfy formula (3). Then there exists a unique solu-
tion f(&) of equation (4), which satisfies (8). It be-
haves like (11) as & — 0, i.e., £(0) = 0 and £(0) >0
(f(&) — 0" whenn e (0,1), f(0)=A, whenn =1,
and f(&) — +oo when n € (1,2)). As & — o, it has
the asymptotic behavior (24), i.e., f(&) — +oo and
FE) >0 (f(&) — 0" when p > 2 or when p <2
and o > ﬁ, f(cS)—>thenp<2anda:ﬁ,

: 1
f(&) = +oowhen p <2and @ < 73)

Proof. This solution corresponds to the unique tra-
jectory in region Q7 starting at the critical point P
and ending at Oy described in the previous text. [

The trajectories of the XY-plane matching these

solutions with o = ﬁ are portrayed in Figure 5.

Corollary 4. Letn=1, p<2(m< —1), oo <0 and
B satisfy formula (3). Let C and A, be positive con-
stants defined in Remark 1.5 and Remark 1.2, respec-
tively. Then there exists a unique solution u of prob-
lem (P1) of the form (1)-(2) with Q = R and f from

Lemma 4. This solution attains the initial data
o (x) = Cin|x| 78 | 27)

and it has the following properties:
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Figure 5: XY-plane: n=1, p = %, o=-2

(i) For fixedt > 0 we have

. ’ 1
lim |x|"F u(x,t) =Cwn.
| —ee

(ii) For fixed t > 0 it also holds that

. 1 1 a(p-2)-1
lim |x|"mu(x,t) =Apt 2
|x|—0
(iii) For fixed |x| > 0 we have
. _a(p=2)-1 I
lim¢™ u(x,t) =Ay |x|,ln_

t—ro0

5
tive is negative for all 0 < t < o and u,(x,t) —
0" ast—0andt — oo. When o € (ﬁ,O),for
fixed |x| > O the time derivative is positive for
all 0 <t < oo and u;(x,t) — 0" as t — 0 and
t — oo, In the case of equality o0 = p%Z’ this
solution is stationary and of the form (27).

(iv) When o > p% for fixed |x| > O the time deriva-

(v) Moreover; at all fixed times t > 0 this solution is
locally integrable in R, i.e., u(-,t) € L}, (R).

The next theorems describe solutions in the case
n € (0,2) and p > p.. Note that in this case we always
have Xp > —%. The trajectories of the XY -plane are
illustrated in Figure 6.

Lemma 5. Let n € (0,2), p > p., a@ <0 and B sat-
isfy formula (3). Then there exist infinitely many
non-negative solutions f(&) of equation (4) with ini-
tial data (10). As & — oo, they behave like (11),
ie, f(E) — +ooand f(E) >0 (f(&) — +oo when
ne(0,1), f(&) = A; whenn =1, and f(§) — 0"
when n € (1,2)). Moreover,

f(ij)z[4<i—%)}_%§% forall €>0. (28)

Figure 6: XY-plane: n=1,p=3, aa=-2

Proof. These solutions correspond to the trajectories
coming from the critical point Py and ending at P
described in the previous text. UJ

Corollary 5. Letn=1, p>2 (me (—1,0)), a <0
and B satisfy formula (3). Let Ay and A, be positive
constants defined in Remark 1.1 and Remark 1.2, re-
spectively. Then there exist infinitely many solutions
u of problem (P1) of the form (1)-(2) with Q@ =R\ {0}
and f from Lemma 5. These solutions attain the ini-
tial data uy(x) = 0, so that for fixed |x| > 0 it holds
that

o) 1
lime = u(x,r) = A7 |x|7.

t—0

They have the following properties:

(i) For fixedt > 0 we have

. 1 1 a(p-2)-1
lim |x| " mu(x,r) =Ape 2
el

(ii) For fixedt > 0 it also holds that

L a
lim wu(x,t) =Agt .
[x[—0

(iii) For fixed |x| > 0 we have

.« L
th_}rgtmu(x,t) =A}.

(iv) For fixed t > O these solutions satisfy the in-
equality

1
e = (4 )] e
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(v) For any solution of this form, there exists a
unique & > 0 such that u,(x,t) = 0 at the trav-
eling point |x| = EtP. For fixed |x| > 0 we have
u(x,t) = 0~ as t — oo, the time derivative is
negative for all t > (50_1|x|)1/ﬁ
itive for all 0 <t < (§&1|x|)1/ﬁ. As t — 0,
u(x,t) = 0" when p >3 or when p € (2,3)

, and it is pos-

1
and o < o, u;(x,t) = Ay’ |x\$ when p € (2,3)
and o0 = a*, and u;(x,t) — 4o when p € (2,3)

and o € (a*,0), where a* = m.

Moreover, at all fixed times t > 0 any solution of
this form is integrable in R, i.e., u(-,t) € L'(R).

(vi)

Lemma 6. Letn € (0,2), p > p., o < 0and B satisfy
SJormula (3). Then there exists a unique non-negative
solution f(&) of equation (4) with initial data (10).
As & — oo, it behaves like (13), ie., f(&) — +oo
and f(&§) = 0 (f(§) = +oowhen p € (1,2), f(§) —
[4(L —1)] 7> when p =2, and f(&) — 0" when

Pe
p > 2). Moreover,

f(§)2{4(ﬁ—%>}_%§% forall £>0. (29)

Proof. This solution corresponds to the unique tra-
jectory starting at Py and ending at P> described in
the previous text. O

Corollary 6. Letn=1, p>2(me (—1,0)), a <0
and B satisfy formula (3). Let Ag be a positive con-
stant defined in Remark 1.1. Then there exists a
unique solution u of problem (P1) of the form (1)-
(2) with @ =R\{0} and f from Lemma 6. This solu-
tion attains the initial data uo(x) =0, so that for fixed
|x| > 0 it holds that

1
(-]
It has the following properties:
(i) For fixedt > 0 we have

1
limz ™ T =
lims u(x,t)

(3-2)]

(ii) For fixed t > 0 it also holds that

lim |x|_ﬁu(x,t) =
x| e

1
lim u(x,t) = A(’)”t_% .
[x|—0

(iii) For fixed |x| > 0 we have

. a L
}Lnolotmu(x’t) =A].

(iv) For fixedt > O this solution satisfies the inequal-
ity

1
ue) < [4(3=5)] " T,

(v) For any solution of this form, there exists a
unique &y > 0 such that u,(x,t) = 0 at the trav-
eling point |x| = EytP. For fixed |x| > 0 it holds
that u;(x,t) — 07 as t — oo, the time derivative
is negative for all t > (&al |x|) l/ﬁ, it is positive

forall0 <t < (50_1|x|)1/ﬁ, and uy(x,1) — o0
ast— 0.

(vi) Moreover, at all fixed times t > O this solution is
integrable in R, i.e., u(-,t) € L'(R).

Lemma 7. Let n € (0,2), p > p., o0 <0 and B sat-
isfy formula (3). Then there exists a unique solution
F(&) of equation (4), which satisfies (8). As & — 0,
it behaves like (13), i.e., f(0) =0 and f(0) >0

1
(f(§) — 0" when p € (1,2), f(0) = [4(;- —3)] *
when p=2, and f(&) — +oowhen p>2). As & — oo,
it has the asymptotic behavior (24), i.e., f(&) — 4o
and f(E)>0(f(&) — 0" when p>2 or when p >?2
anda>p—12, f(é)—>thenp>2anda:ﬁ,
F(&) = +oowhen p > 2 and a < ﬁ).

Proof. This solution corresponds to the unique tra-
jectory coming from P, and ending at Op described
in the previous text. O

Corollary 7. Letn=1, p >2 (m € (—1,0)), a <
0 and B satisfy formula (3). Let C be a positive
constant defined in Remark 1.5. Then there exists a
unique non-negative solution u of problem (P1) of the
form (1)-(2) with f from Lemma 7 and Q = R when
o e (21—,),0) (or with Q = R\{0} when o < ﬁ).
This solution attains the initial data

uo(x) = C x| 79,
and it has the following properties:

(i) For fixedt > 0 we have

lim |x|ﬁu(x,t) =Chn.
| oo

(ii) For fixedt > 0 it also holds that

(-]

lim |x|_ﬁu(x,t) =
|x]—0
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(iii) For fixed |x| > 0 we have

1
tim e Prux,0) = [4 (5 1) Wl

t—roo

(iv) Moreover, for fixed |x| > O the time derivative is
positive for all 0 < t < oo and u;(x,t) — 0" as
t—=0andt — oo,

Lemma 8. Lern € (0,2), p > p.,, @ <0 and p sat-
isfy formula (3). Then there exists a unique solution
f(&) of equation (4), which satisfies (8). As & — 0,
it behaves like (13), i.e., f(0) =0 and f(0) >0

(f(§) = 0" when p e (1,2), f(0) = [4(;-—3)] 2
when p=2, and (&) — +oowhen p>?2). As & — oo,
it behaves like (11), i.e., f(E) — +oo and f(&) >0
(f(&) — +oowhennc (0,1), f(&) — A; whenn =1
and (&) — 0% when n € (1,2)). Moreover,

1> [4(L-2)] & foran £>0. (o)

Proof. This solution corresponds to a unique trajec-
tory in region Q" starting at the point P, and ending
at P; described in the previous text. O

Corollary 8. Letn=1, p>2(me (—1,0)), a <0
and B satisfy formula (3). Let A be a positive con-
stant defined in Remark 1.2. Then there exists a
unique solution u of problem (P1) of the form (1)-
(2) with Q@ =R\{0} and f from Lemma 8. This solu-
tion attains the initial data uo(x) =0, so that for fixed
|x| > 0 it holds that

. _a(p=2)-1
lim¢ 2m
t—0

1
u(x,r) =Ay |x|%.
It has the following properties:

(i) For fixedt > 0 we have

1 a(p-2)-1
lim |x|_$u(x,t) :AIMWT
x|

(ii) For fixed t > 0 it also holds that

<t = o (1)

|x|—0

(iii) For fixed |x| > 0 we have

tim e Pru(y,0) = [4 (5= £)] " e

t—>o0

(iv) For fixedt > O this solution satisfies the inequal-
ity

1
u(e.r) < [4(4-4)] 7 Wl

(v) For fixed |x| > O the time derivative is posi-
tive for all 0 <t < o and u;(x,t) — 0" as
t — oo Ast — 0, u(x,t) — 0" when p >

3 or when p € (2,3) and a < #@72),

1
u(x,t) = A} |x|$ when p € (2,3) and o =

W_(;—Z)’ and u;(x,t) — oo when p € (2,3)

and o € (#@72),0).

(vi) Moreover, at all fixed times t > 0 this solution
is integrable in R\Bg, i.e., u(-,t) € L'(R\By),
where B¢ = {x € R : |x| < €} for any € > 0.

3 Some results in the case o > 1—1,

In case o0 > é, from formula (3) we see that 3 takes
negative values. It still holds that Q™ is an invariant
region, the asymptote X = — ¥ lies in region O, and
the point P, lies to the left of this asymptote.

From the study of (20), we infer that the region
{X> —%,Y > 0} is invariant when the point P; lies
to the right of the asymptote, i.e., when Xp > —%.
That can only happen in the case n € (0,2), p > p.
and simultaneously o > ﬁ When Xp < —%,
there is another invariant region {X < —%,Y > 0}.
This situation occurs when one of the three following
conditions is fulfilled: n > 2; n € (0,2) and p < p;
n € (0,2), p> p, and o € (%’p—]pc)' In case of
equality Xp = —%, equivalently o = ﬁ, three
invariant regions are dividing the half-plane Q. The
line Xp = —% and the regions {X > —%,Y > 0},
and {X < —3.Y > 0}.
n € (0,2) and p > p.. Moreover, parts of trajectories
lying in the region {X > —%7Y > 0} (in the region
{X < —%,Y > 0}) correspond to solutions of prob-
lem (P1) with a negative (positive) time derivative.

This case occurs when

Lemma9. Letn <€ (0,2), p> p., o> % and B satisfy
formula (3). Then there exist infinitely many solutions
f (&) of equation (4) with initial data (10), which sat-
isfy (8) and moreover, f(&) > Ag for all & > 0. As
& — oo, they behave like (11), i.e., f(&) — +oo and
F(8) 20 (f(§) = +eo when n € (0,1), f(§) — Ay
whenn=1, and f(&) — 0" whenn € (1,2)).
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Proof. These solutions correspond to the trajectories
in region Q7 starting at the critical point Py and end-
ing at P described in the previous text. O

Corollary 9. Letn=1, p>2 (mc (—1,0)), o > %
and B satisfy formula (3). Let Ay and Ay be posi-
tive constants defined in Remark 1.1 and Remark 1.2,
respectively. Then there exist infinitely many solu-
tions u of problem (P1) of the form (1)-(2) with f from
Lemma 9 and Q = R. These solutions attain the ini-
tial data uy(x) = 0, so that for fixed |x| > 0 it holds
that

T Ai
tg%tmu(x,t) =A}.

They have the following properties:

(i) For fixed t > 0 we have

1
lim u(x,t) = A(’)”f% .
[x]—0

(ii) For fixed t > 0 it also holds that

1 a(p-2)-
lim |x|_$u(x,t) :Af’twm l
Jel oo

(iii) For fixed |x| > 0 we have

. _ap2)-t Lo
}L‘?f o u(x,t) = A x|

(iv) For fixed t > 0 these solutions satisfy the in-
equality

u(x,t) SA?Z*%.
(v) When o € (%,ﬁ] Jor fixed |x| > O the time
derivative is positive for all 0 <t < o and
ur(x,t) = 07 as t — oo.  For fixed |x| > 0
as t — 0 we have u;(x,t) — oo when

L _1 ), u(x, 1) —>A(l)_p when o = -

o € (E’ﬁ p—1
and u,(x,t) — 0" when a € (Pill’ ﬁ}

1
When o > =2’

there exists a unique &y > 0 such that u;(x,t) =0
at the traveling point |x| = EtP.  For fixed

|x| > 0 we have u;(x,t) — 0~ ast — oo, the time
1/B

for any solution of this form

derivative is negative for all t > (&;'[x|)

and it is positive for all t < (Eal\x\)l/ﬁ
u(x,t1) - 0" ast — 0.

with

(vi) Moreover, at all fixed times t > 0 any solution of
this form is integrable in R, i.e., u(-,t) € L'(R).
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Abstrakt: V praci sa zaoberdme stabilitou
reaktivneho pridenia v pérovitych médiach
a vyuzitim moderného numerického nastroja
COMSOL Multiphysics analyzujeme podmienky,
pri ktorych dochadza k prechodu do nelinedrnej
nestability reakéného frontu. Analyza linearizo-
vanej stability postupujiceho frontu je zalozena
na aplikécii Cebysevovej a Hermitovej spektral-
nej kolokacnej metédy pre odlisné triedy perme-
abilitnych vztahov. Hlavnym vysledkom prace je
numericka simulacia postupujiceho frontu s plne
nelinedrnymi poruchami implementéciou metody
konec¢nych prvkov.

Kliicové slovd: linedrna stabilita pridenia, Ceby-
Sevova spektralna kolokacnd metéda, Hermitova
spektralna kolokac¢na metdda, metdéda konecénych
prvkov, COMSOL Multiphysics

1 Uvod

Pri pradeni rozpustadla cez porovité prostredie
dochadza spravidla k chemickej reakcii medzi roz-
pustadlom a povrchovymi vrstvami rozpustitel-
nej latky porovitého média. Reaktivne prude-
nie leptd struktaru poérovitého média a to spo6-
sobuje zvysovanie jeho permeability. Postupujici
reak¢ny front niekedy trpi nestabilitou, pri ktorej
sa rozpustadlo koncentruje do vysoko priepust-
nych kanalikov. Takato nestabilita je Casto ozna-
C¢ovand pojmom fingering pre jej vizudlny efekt
pripominajici tvar prstov.

V praci skimame stabilitu pridenia v péro-
vitom prostredi. Uvazujeme zjednoduseny model
reaktivneho pridenia, v ktorom je porovitost mé-
dia a dynamickd viskozita kvapalnej fazy kon-
Stantnd. Rychlost chemickej reakcie je timerna
produktom koncentricie rozpustadla a primesi
pri standardnej reakénej rychlostnej miere. Pra-
dene kvapalnej fazy v kontinuu sa riadi Dar-
cyho zakonom. Funkcia permeability vyjadrujica
vztah medzi priepustnostou a koncentraciou roz-
pustitelnej latky je reprezentovana konstantnou a

*rado.hurtis@gmail.com
Tpeter .guba@fmph.uniba.sk

exponencidlne klesajicou funkciou. Pre exponen-
cidlny vztah permeability tento model simuluje
reaktivne priudenie v pieskovcoch, kedze pieskov-
cova hornina sa nerozpusta, a teda pérovitost sa
takmer nemeni pri vyrazne rasticej permeabilite.

Numerickymi metédami analyzujeme stabilitu
postupujiceho frontu pre linearizované poruchy
lamindrneho pridenia. Implementaciou Cebyse-
vovej a Hermitovej kolokacnej metdédy preve-
dieme problém linearnej stability na zovseobec-
neny vlastnohodnotovy problém. V zavislosti
od funkcie permeability a médov porich dosta-
neme prislusné spektrum vlastnych hodnot, ktoré
charakterizuje linearnu stabilitu pridenia.

Numerické simulécie postupujiceho reakéného
frontu vykoname aj pouzitim metody konecnych
prvkov v COMSOL Multiphysics s linedrnymi ba-
zovymi funkciami pre koncentracie rozpustadla
a primesi a tlakové pole. Vysledkom pre jednot-
livé triedy permeabilitnych vztahov je zachytenie
plne nelinedrnych portich laminarneho prudenia
v pripade jeho nestability.

2 Formulacia
Model dvojrozmerného reaktivneho prudenia

v pérovitych prostrediach uvedeny v [6] mozno
zapisat v tvare

¢6c + V¥ (u*c") = —k"c"w”, (1a)
ot*
(1 —¢) ‘?:* = —k*cwt, (1b)
w
V*u* =0, (1d)

kde premennd c*(x*,t*) je koncentricia rozpi-
stadla na jednotku objemu pérovitého priestoru,
premennd w*(x*,t*) je koncentricia rozpustitel-
nej primesi na jednotku objemu priestoru tu-
hej fazy, u*(x*,t*) je objemovy tok rozpustadla
na jednotku plochy pérovitého prostredia (tzv.



22

Radoslav Hurtis

Darcyho rychlost) a p*(x*,t*) predstavuje tlak
v kvapalnej fize.! Bezrozmerny parameter ¢
vyjadruje porovitost prostredia. Reakéna rych-
lostnd konstanta k* a stechiometricka konstanta
v charakterizuji chemickt reakciu medzi rozpt-
stadlom a primesou. Parameter p* urcuje dy-
namicku viskozitu kvapalnej fazy a permeabilita
k*(w*) je funkcia koncentracie rozpustitelnej pri-
mesi.

Poloha v pérovitom prostredi z* = (z*,y*)T sa
uvazuje na oblasti

—0<r* <00, —oco<y*<oo pre t*>0.

Koncentracia *

rozpustadla ¢ a primesi w
spifia nasledovné hrani¢né podmienky. Daleko
proti pradu charakterizovaného rychlostnym po-
Tom w* ide koncentracia rozpustadla k predpisa-
nej konstante c* __ a primes je iplne rozpustena,
t. j.

=, w'—=0 pre z¥— —oco. (2a,b)
Daleko po pride je rozpustadlo tplne spotrebo-
vané a koncentracia primesi ide k predpisanej
konstante w}, t. j.

*

=0, w"—-wl pre z*—o00. (2¢,d)

2.1 Zakladny stav

Pre zakladny stav v modeli reaktivneho prude-
nia predpokladdéme homogénny jednosmerny tok
riadeny rychlostnym polom

a* = (u,0%)" = (U*,0)7, (3)

kde U* je dand kons$tanta.? Inymi slovami, uve-
dené rychlostné pole ma pradociary rovnobezné
s osou z* a profil rychlostného pola nezévisi od
y* a t*. V zdkladnom stave dalej uvazujeme, ze
funkcie ¢*,w* a p* st zavislé len od suradnice z*
a Casu t*.

Na ziskanie riesenia pre zakladny stav zave-
dieme podobnostni premennt £* definovant ako
& (x*,t*) = z* — V*¢*, kde nezndma konStanta
V* predstavuje fazovu rychlost. Ide o tzv. sebe-
podobné riesenie vo forme postupujicej viny.

1 , < PR (

Symbolom * sii oznadené rozmerné velic¢iny a operd-
tory.

2 - . . R

Symbolom ~ st oznacené veli¢iny charakterizujice

zékladny stav.

Koncentraciu rozpustadla a primesi a tlak de-
finujeme dalej ako funkcie premennej &*, t. j.
(&) = (a7, t7), w*(€7) = w* (a7, %) a pr(§7) =
pr(x*,t").

Po vyrieseni systému obycajnych diferencial-
nych rovnic dostavame profily laminarneho pra-
denia v tvare

s A 1
R Coco T L e (4a)
=S * e/)’*ﬁ*
w* (& ):wooma (4b)
€ ds*
(& :ﬁioo_:u’*U*/ — oy, (4
&) @)

kde 81 = V*/(kwlpa), a =t o /(1 — d)uty]
aV*=U*/(¢+a1). Parameter 3*~! sa nazyva
Damkéhlerova dizka reakéného frontu, a vyjad-
ruje kapacitné ¢islo rozpustadla a p*  je takd
predpisand konstanta, ktord spliia hraniént pod-
mienku p*(£*) — p* o, pre ¥ — —o0.

2.2 Zbezrozmernenie

Rovnice reaktivneho pridenia (la—d) mozZno
zbezrozmernit vhodnym vyberom rozmernych
§kal [6] pre bezrozmerné premenné c(x,t),
w(zx,t), u(x,t) a p(x,t) na tvar

dc
! {gf)a +V. (uc)} = —cw, (5a)
ow
B = W (5b)
u = —k(w)Vp, (5¢)
V.u=0. (5d)

Prislichajice bezrozmerné hrani¢né podmienky
st

c—1, w—0 pre z— —o0, (6a,b)

c—0, w—=1 pre z— oco. (6¢,d)

Analogicky aplikdciou rozmernych $kél vyjad-
rime bezrozmerny tvar profilov zakladného stavu
(3) a (4a—c) pre bezrozmernd premenni &(z,t):

1

= m> (7a)

c€)
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Obr. 1: Priebeh profilov zékladného stavu ¢(£) a w(§)
bezrozmerného modelu reaktivneho pridenia (5) a (6)
na intervale [—10,10].

ef b

Sy 7 .
0O = 1o (7b)
w=(p+a",0), (7c)

ds

3
P(§) =P—oo — at —
PO=P (oo™ [ s (7

3 Poruchy zakladného stavu

Vo vseobecnosti poruchy predstavuju odchylky
f (&,y,t) od zdkladného stavu, ktoré okrem pre-
mennej £ zavisia aj od polohovej premennej y a
¢asu t.> Uvazujme rieSenie bezrozmerného mo-
delu (5), ktoré je superpoziciou staciondrneho rie-
Senia pre zédkladny stav (premenné f) a poruchy
zékladného stavu (premenné ef) v tvare

¢ =¢c(§) +et(§,y,t), (8a)
w = w(£) +ew(&,y,t), (8b)
u=u(g) +eu( y,1), (8¢)
p=p(&)+ep(&,y,1), (8d)

3Symbolom " st oznadené velidiny charakterizujice
poruchu zékladného stavu.

kde 0 < € < 1 meria amplitidu poruchy. Vztah
(8¢) moézeme ekvivalentne zapisat po zlozkéch

u=u(&) +e(&,y,t),
v=10(§) +ed(§,y,t).

Po substiticii vztahov (8a—c) do reakénych
rovnic (5a) a (5b) a vztahov (8¢c) a (8d) do Dar-
cyho rovnic (5¢) a (5d), linearizacii a zjednodu-
Seni dostavame systém pre poruchy ¢, @ a p v
tvare

[(8 8> oé dé} o
alo +u + 44— —cw — Cw,

ot ot oc T de
(9a)
(gt (,fg)w —c — éw, (9b)
9/ 1 o a”_ de|  dpoPw
wlw >as( @ )as) 2 dw|, e oy
(9c)

kde derivaciu dp/d¢ mozno vyjadrit zo vztahu
(7d) pre tlak zakladného stavu.

Poruchové premenné ¢ a w spiﬁajﬁ nasledovné
hrani¢né podmienky, ktoré dostavame z podmie-
nok (6) a tvaru rieseni (8a) a (8b):

¢—0, (10a,b)

w—0 pre &— —o0,

¢—=0, w—0 pre &—o0. (10c,d)

3.1 Normalne médy poruch

Predpokladajme rovnako ako v [3, 6], ze poruchy
sa daju rozlozit na nezavislé komponenty a mody
meniace sa v case t. Potom rozklad poruchovej
funkcie f(£,y,t) mozeme vyjadrit v tvare

f&y,t) = f(&)eM

kde funkecia f(€) € C reprezentuje amplitidovii
funkciu a funkcia eMe*” € C komplexni fazu
poruchy f(g,y,t).4 Pre parameter A € C plati
A = Ag +1iA7, kde redlna cast Arp parametra A
je Casova rychlost rastu (Ar > 0) alebo poklesu
(Ar < 0) poruchy a imagindrna éast A\; parametra
A vyjadruje frekvenciu poruchy. Parameter k je
vlnové ¢islo v smere y a c.c. (complex conjugate)

e tce., (11)

4Symbolom ~ sa oznacené veliCiny charakterizujice
amplitidu poruchy zdkladného stavu.
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predstavuje komplexne zdruzenu funkciu k fun-
keii f(€)eMelky,

Uvazovanim rozkladu poruchovych funkcii
na normélne médy (11) sformulujeme z rovnic
(9a—c) problém pre amplitidové funkcie lineari-
zovanych poruch zakladného stavu v tvare

alop(A— D)é+uDé+aDe| = —c — éw, (12a)
(A= D) = —é — éw, (12b)

Kk(w)D (@Dﬂ) — k= —kQaH(lw) STIZ ;m,
w(féc)

kde operdtor derivicie D = d/d{. Premenné ¢ a
W splnaji hrani¢né podmienky
¢c—0,

w—0 pre &— —o0, (13a,b)

c—0, w—0 pre &— oco. (13c¢,d)

Méme odvodeny systém rovnic (12a—c) s pod-
mienkami (13) pre amplitidové funkcie ¢, w a
4 a parametre A\ a k. Z rieSenia tohto problému
mozno popisat linedrnu stabilitu modelu reaktiv-
neho pridenia (1) a (2). Uvedeny parameter A
ovplyviuje ¢asov linearnu stabilitu a parameter
k polohovt linearnu stabilitu vzhladom na smer
y. Z pohladu stability reaktivneho pridenia nas
zaujima Casova stabilita porich, ktora sa da zistit
analyzou normalnych médov poriuch vzhladom
na cas t. Pre Ag > 0 sa lubovolna porucha z&-
kladného stavu s rasticim c¢asom exponencidlne
zvacsuje, a to vedie k ¢asovo nestabilnému reak-
tivnemu prideniu; pre Ag = 0 sa porucha s rasti-
cim ¢asom nemeni, ¢ize ide o neutralne stabilné
prudenie; a pre Ar < 0 lubovoIna porucha zaklad-
ného stavu postupom casu zaniké, a teda reak-
tivne pridenie je stabilné.

4 Numericky pristup

Uvazujme diskretizaciu spojitej oblasti £ € R na
mnozinu n + 1 Tubovolnych koloka¢nych bodov
0,61, --,&n na intervale [a,b] takych, Ze plati a =
fo<&1<... <&, =0, kde a,b € R. Definujme dis-
kretizované profily zdkladného stavu ¢(£) a w(§)

a amplitidové funkcie ¢(£), @w(€) a @(§) na uva-
zovanej mnozine kolokac¢nych bodov v tvare

= (&(%0),(&1), - e(&a))T (14a)
W = (), w(€1),- (&))", (14b)
&= (&(éo), &), (&), (14c)
@ = (0(&), (&), -, 0(€n))T (14d)
@ = (@(&),w(&); -, (&))" (14e)
Za mnozinu kolokac¢nych bodov &y, &1, ..., &, zo-

berieme Cebysevove body (o, (1, .., preskalo-

vané na interval [a,b] vztahom

b—a
2

£ = <j+aT+b, j=01,....n, (15)
v pripade Hermitovych bodov pouzijeme trans-
forméciu & = (b—a){;/2¢, + (a+b)/2 (vid ]9,
11]).

Rovnice (12) diskretizujeme na systém 3n+3
rovnic na mnozine Cebysevovych bodov &j, resp.

Hermitovych bodov v tvare

dé
a@—)rs|  +(E)EE) +E)D(E)
d¢ §=¢;
de . -
ta—| (&) =—adAé(§;), (16a)
d¢ §=¢;
dii
BE)AG) g | FEENDE) = X&),
£=¢;
(16b)
Ku  de d%a
= 7 D(E) + —— — K2a(E-
Iﬁ)(’lf)(gj)) dw w:u’;(gj)U)(gj)—'— d§2 §:§j u(fj)
1 dr dw| daj
A(0(&5)) dwlyi(e;) A€ lemg, A leme,
(16¢)
kde j=0,1,...,n a prislusné hrani¢né podmienky
v bodoch &y a &, su
5(50) =0, 11)(50) =0, (17a’b)
é(én) =0, w(gn) =0. (17C’d)

Diskretizované profily zdkladného stavu a am-
plitidové funkcie s takto definované na mnozine
preskalovanych CebySevovych (Hermitovych) bo-
dov na intervale [a,b]. Na zdklade vztahu (15)
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pre funkciu &; zavisli od premennej (; vsak tieto
diskretizované profily a amplitidové funkcie mo-
zeme ekvivalentne definovat aj na pévodnom de-
finiénom intervale CebySevovych, resp. Hermito-
vych bodov nasledovne:

C(G) =el&), W(¢) =w(g), (18a,b)

U(¢) = (&),
(18c—e)
kde j =0,1,...,n, ktorych vektorovy zapis je

C(G) =é&), W(G) =w(g),

C = (C6), 0 CG) + (190)
W= (W(Q). W(G). W(G) o (19b)
C = (6,0 CG) s (199
W= (W(Q). WG W(G) o (19)
O = (0.0 0G) - (%)

Vztahy pre derivécie profilov C(¢;) a W(¢;) v Ce-
bySevovych (Hermitovych) bodoch na ich definié-
nom intervale odvodime pomocou (18a) a (18b)
v tvare

dC de|  d¢;

S =1 (20a)
dCle—g,  d€le—g; dC e,

aw do|  dg

Sl -] (20b)
d¢ lemg,  d€le—g; dC e

podobne vyuzitim vztahov (18c-e) derivdcie fun-
keif (), W(¢5) a U(¢) st

dC deé d¢;

— =— =2 (20c)
dClemg,  dElemg, dCle—,

dw dw d¢;

- =— = (20d)
AC =g, dEle=g; dC e,

dU da d¢;

— =—| = | (20e)
d¢ =G dg §=¢; d¢ ¢=¢;

kde j=0,1,...,n. Pre derivaciu funkcie £; v bode
¢j za predpokladu transforméacie (15) pre Ceby-
Sevovu metddu plati

&,
d¢

pre Hermitovu metédu mé tento vztah tvar (b—

@)/ 2.

_b—a
=

j=0,1,...,n, (21)

¢=¢;

Uvedené diskretizované rovnice (16) mozeme
transformovat pomocou novych premennych (18)
a ich derivacii (20) na systém rovnic definovanych
na mnozine Ceby$evovych bodov ¢j, resp. Hermi-
tovych bodov v tvare

ac o s
La-e) 2| FWGICG) +CGIWEG)
r d¢ (=¢j

ac - .
ra T =-a00(G), (2)
s 1dW s
W()C(G) — Pl +C(GIW(G) =
AW (), (22b)
k*u dk ~

KOG AW by, )

o a aww
r2e(W(G) AW ¢y d< L=, dC 1=,

1 42U 2

kde j =0,1,...,n a konstanta r vyplyva zo vztahu

(21). Pre hraniéné podmienky v CebySevovych
(Hermitovych) bodoch ¢y a ¢, plati

C(¢) =0, W()=0, (23a,b)

G(Cn) =0, W(Cn) =0.

Vsetky derivécie nezndmych funkcii C, W a U v
Cebysevovych, resp. Hermitovych bodoch apro-
ximujeme prostrednictvom CebysSevovych, resp.
Hermitovych diferenénych matic [9, 11].

Diskretizovany systém rovnic (22) na mno-
zine CebySevovych (Hermitovych) bodov mé-
Zeme previest na zovsSeobecneny vlastnohodno-
tovy problém

(23c,d)

Af = ABf, (24)

kde matice A, B e RG+3)x(Gn+3) " ylagtnd hod-
nota A € C a prisltchajuci vlastny vektor f &€
R37+3 pre lubovolny parameter k € R. Vlastny
vektor f je zlozeny z diskretizovanych funkcii C,
Wal.

Na uvedeny vlastnohodnotovy problém (24) te-
raz aplikujeme hraniéné podmienky (23). Vek-
tor f tak obsahuje nulové hodnoty v riadkoch
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1, n+1, n+2 a 2n+ 2. Nasobenie matic A a B
tymto vektorom vo vztahu (24) sposobi, Ze stipce
1, n+1,n+2 a 2n+2 sa v oboch maticiach vy-
nuluji, a teda ich z matic A a B mézeme odstra-
nit. Kedze hodnoty C(¢o), C(&n), W (o) a W (Cn)
predpisané hrani¢nymi podmienkami si zname,
dalej uz nepotrebujeme rovnice (22a) a (22b) pre
j=0aj=n,a preto moézeme prislusné riadky 1,
n+1,n+2a2n+2zmatic A a B iplne vynechaf.
Na zéklade toho vytvorime (3n—1) x 1 vektor f
zo zloziek vektora f vynechanim danych hodnot
C(Co); C(Gn); W(Co) a W(Cn). Z matic A a B
odstranenim riadkov a stlpcov 1, n+1, n+2 a
2n+2 skonstruujeme (3n—1) x (3n— 1) matice A
a B. Diskretizovany systém rovnic (22) po zahr-
nuti hraniénych podmienok (23) mézeme napisat
vo forme
Af = \Bf. (25)
Problém linedrnej stability (12) a (13) sme pre-
viedli na zovseobecneny vlastnohodnotovy prob-
1ém (25), ktory vyriesime pre CebySevovu a Her-
mitovu koloka¢ni metédu v systéme MATLAB
vyuzitim funkcie eig.

4.1 Vysledky pre pripad konstantnej
permeability

Uvazujme konstantny vztah funkcie permeability

1
=

kde koncentracia rozpustitelnej primesi w € (0,1)
a parameter § > 0.

Po implementacii CebySevovej a Hermitovej
spektrilnej metédy na problém (12) a (13) s per-
meabilitou (26) a parametrami « =1, ¢ =0,11 a
0 = 3 na intervale [—10,10] dostdvame v oboch
pripadoch dominantni redlnu vlastni hodnotu
AR, ktora je nulova pre vinové ¢isla k > 0. Ampli-
tiudové funkcie a(&), 9(£) a p(£) st nulové, a teda
aj linearizované poruchy pre rychlostné a tlakové
pole. Ziskand poruchové funkcia &(§) je znézor-
nena na obrazku 2 v ¢ase t =0.

Na zdklade numerickych vysledkov pozoru-
jeme, zZe pre koncentracné polia ¢ a w sa ob-
javuju poruchy, ktoré st v case priblizne kon-
stantné. Pre rychlostné a tlakové pole st lineari-
zované poruchy zakladného stavu zanedbatelné.
Preto v zmysle linearnej stability ide o neutralne
stabilné pridenie.

(26)

(& 9,0)

Obr. 2: Priebeh poruchovej funkcie é(€,y,t) pre ob-
last [€,y] na Stvorci [—10,10] x [-10,10] a ¢as t =0
pre vlnové ¢isla k > 0 a pre prislusni dominantni re-
alnu vlastni hodnotu A = 0 problému (25) s per-
meabilitou (26), « =1, ¢ =0,11 a § = 3 aplikovanim
Hermitovej metédy pre n = 50.

4.2 Vysledky pre pripad exponen-

cidlne klesajiacej permeability

Uvazujme exponencialny vztah funkcie permea-
bility v tvare

K(w) = e 0, (27)

kde koncentracia rozpustitelnej primesi w € (0,1)
a parameter § > 0 vyjadruje rychlost poklesu per-
meability x vzhladom na w. Vztah (27) je klesa-
juacou funkciou premennej w. Inak povedané, ¢im
viac sa znizuje koncentriacia rozpustitelnej pri-
mesi, t. j. rozpustanie primesi sa zvysuje, tak tym
viac permeabilita exponencialne rastie.

V tomto pripade vysledky ziskané aplikovanim

Cebysevovej a Hermitovej metédy sa navzéjom
lisia. Pri rieseni Cebysevovou metédou sa obja-
vuji tzv. falo$né vlastné hodnoty [1], ktoré sui-
visia s nestabilitou tejto metody. Hermitova me-
téda sa javi ako stabilnejsia pre problém (12) a
(13), ktory je definovany na nekonecnej oblasti,
vdaka Specidlnej konstrukcii diferen¢nych matic
[11], ktoré st vhodné na aproximaciu derivicii na
neohrani¢enom defini¢nom obore.

Na obrazku 3 st zobrazené dominantné vlastné
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Obr. 3: Dominantné redlne vlastné hodnoty Ar prob-
lému (25) s permeabilitou (27), a=1,¢=0,11ad=3
na intervale [—10,10] v zévislosti od vlnového &isla k&
pre n = 20.

( , max Ag
Spektralna metoda F=01] k=3
Cebysevova 0,0164 | 0,049
Hermitova 0,049 | 0,2747

Tabulka 1: Dominantné redlne vlastné hodnoty Agr
problému (25) s permeabilitou (27), a=1, ¢ =0,11 a
0 = 3 pre vlnové éisla k = 0,1 a kK =3 na intervale
[—10,10] pre n = 20. Pre k¥ > 3 dominantné redlne
vlastné hodnoty dalej asymptoticky rasti.

hodnoty pre niekolko médov portch. Mézeme vi-
diet, zZe Cebysevova spektralna metéda sa sprava
velmi nestabilne pre malé k£ na rozdiel od Her-
mitovej metédy. Obe metédy vsak zhodne po-
tvrdzuju existenciu kladnej dominantnej redlnej
vlastnej hodnoty Ag pre vlnové ¢isla k > 0. Prie-
beh poruchovej funkcie pre é(€,y,t) sme zndzor-
nili pre ¢ =0 na obréazku 4.

Teda pri exponencidlne klesajicej permeabilite
vznikaju pre rézne mody poruchy lamindrneho
prudenia v koncentracnom, rychlostnom a tlako-
vom poli, ktoré sa s rasticim ¢asom dalej zvac-
Suju, a to sposobuje nestabilitu postupujiceho re-
akéného frontu.

5 Vyuzitie systému COMSOL
Multiphysics

V systéme COMSOL Multiphysics numericky si-
mulujeme bezrozmerny model reaktivneho pru-
denia (5) a (6) definovany na oblasti Stvorca L, X

N}

(& y,0)

Obr. 4: Priebeh poruchovej funkcie é(€,y,t) pre ob-
last [€,y] na Stvorci [—10,10] x [-10,10] a ¢as t =0
pre vlnové ¢islo kK = 3 a pre prislusnd dominantni
redlnu vlastnit hodnotu Ag = 0,4542 problému (25)
s permeabilitou (27), « =1, ¢ =0,11 a § = 3 apliko-
vanim Hermitovej metédy pre n = 50.

Ly vo vybranych casovych tsekoch. Pri vypocte
metodou konec¢nych prvkov pouzijeme tzv. volna
trojuholnikovi diskretizaciu urcéent pre hydro-
dynamicky problém s adaptivnym zjemnovanim
(obr. 6). Koncentrac¢né pole pre rozpustadlo ¢ a
primes w a tlakové pole p st aproximované line-
arnymi bazovymi funkciami. Na modelovanie po-
stupujiceho reakéného frontu potrebujeme dva
integrované fyzikalne moduly — Darcy’s law (dl) a
Transport of dilute species in porous media (tds).
Vypocty realizujeme priamou metddou s absolit-
nou toleran¢nou konstantou 0,01 pomocou tzv.
MUMPS solvera, ktory je zalozeny na LU roz-
klade.

5.1 Modul Darcy’s law

Rovnice pouzité v moduli Darcy’s law (dl) pre
popis prudenia pomocou Darcyho zdkona maja
tvar

D ep) 4V (011) = Qo

5 (28a)

u= —EVp, (28Db)
W
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; sledujicimi rovnicami:
- dc;
E Pl’ia—tl +P27i+V-I‘i =R;+5;, (29&)
=14 ¢c=0 Pli=c (29D)
- = ! = €
> P = Cz‘a—tp, (29¢)
—1> | N;=T;=-D.;Vc;+uc,
E (29d)
L D.;= Dp;, (29e)
Obr. 5: Schématicky diagram vypoctovej oblasti kde I'; je diftzny tok, R; je reakény rychlostny

pre modelovanie reaktivneho pridenia v pérovitom
médiu. Prerusovand Ciara v sivom pasme znazornuje
rozhranie postupujiceho reakéného frontu v zaklad-
nom stave.

>

Obr. 6: Ilustracia triangularizédcie vypoctovej ob-
lasti, ktord ma maximélnu velkost jedného elementu
0,268 a minimalnu 0,0008. Napriklad pre L, =40 a
L, = 40 obsahuje diskretizovand defini¢na oblast cel-
kovo 56328 elementov.

kde ¢, je pérovitost média a p je hustota kvapal-
nej fazy. Pre konstantnt poérovitost, konstantni
hustotu a nulovy zdrojovy ¢len (@, =0) je rov-
nica kontinuity (28a) ekvivalentnd rovnici (5d).

Podmienka na hranici vtoku je U a na hra-
nici vytoku je p = 0. Ziadny tok nie je pritomny
na horizontalnych hraniciach uvazovanej oblasti.
Za pociatoéni podmienku pre tlak zvolime profil
tlaku pre zakladny stav (7d).

5.2 Modul Transport of dilute species
in porous media

Modul Transport of dilute species in porous media
(tds) pouzijeme na modelovanie presunu rozpus-
tadla a zmeny koncentracie rozpustadla a rozpus-
titelnej latky v porovitom médiu, ktoré sa riadi
Darcyho zdkonom. Model (tds) je popisany na-

¢len, S; je zdrojovy clen, D ; je efektivny difdzny
koeficient, Dr; je molekuldrny diftizny koeficient
kvapalnej fazy i-tej zlozky pre i = 1,2. V rovni-
ciach pre i = 1,2 uvazujeme konstantni pérovi-
tost (e, =1), Dp; =0 a S; = 0. Potom rovnice
(29a—€) pre i = 1 zodpovedaji rovnici pre kon-
centraciu rozpustadla (5a). Na ziskanie rovnice
pre primes (5b) vynechdme v rovnici (29a) pre
i = 2 konvekény ¢len V - uc;.

Koncentracia rozpustadla a primesi na hranici
vtoku je ¢ =1, resp. w =0 a na hranici vytoku je
¢ =0, resp. w = 1. Na horizontalnych hraniciach
nie su dané ziadne podmienky na tok. Poc¢iatocné
podmienky pre koncentraciu rozpustadla a roz-
pustitelnej latky definujeme ako ich profily pre
zékladny stav (7a), resp. (7b). Model (tds) je
zviazany s modelom (dl) cez rychlostné pole wu.

5.3 Vysledky pre pripad konStantnej
permeability

Po vykonani vypoctov v systéme COMSOL Mul-
tiphysics pozorujeme, Ze pre konstantnd funkciu
permeability (26) nevznika s rasticim ¢asom ne-
stabilita reaktivneho prudenia v poérovitom mé-
diu. Na obrazku 7 je zndzornené koncentracné
pole rozpustadla ¢ pre ¢as t =0 a 15.

5.4 Vysledky pre pripad exponen-
cidlne klesajiacej permeability

Obrazok 8 ilustruje koncentracné pole rozpus-
tadla ¢ pre cas t = 5;10 a 15. Z obrazka vidiet,
ako sa s rasticim ¢asom objavuju poruchy za-
kladného stavu, ktoré formuji na rozhrani po-
stupujiceho frontu efekt hrubnucich prstov.
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Obr. 7: Caso-priestorovy vyvoj koncentricie rozptstadla ¢ zobrazeny pre ¢t = 0 a 15 pre problém (5) a (6)
s permeabilitou (26), L, =40, L, =40, a =1, $=0,11 a 6 =3.
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Obr. 8: Caso-priestorovy vivoj koncentrécie rozpiis-
tadla ¢ zobrazeny pre t = 5;10 a 15 pre problém (5)
a (6) s permeabilitou (27), L, =40, L, =40, a =1,

$=0,11a6=3.

6 Zaver

V préci analyzujeme stabilitu reaktivneho pru-
denia v porovitom médiu. Na zistovanie spra-
vania linearizovanych portch laminarneho stavu
vyuzivame Cebysevovu a Hermitovu kolokaéni
metdédu, ktoré presne Specifikuji typ stability.
KedZze stabilitu pradenia vo vyraznej miere
ovplyvnuje permeabilita, uvazujeme dva odlisné
permeabilitné vztahy. V pripade konstantnej fun-
kcie permeability sa postupujtci reakény front
sprava s rasticim ¢asom neutralne stabilne. Na-
opak, pri exponencidlne klesajicom vztahu do-
chadza k porucham laminarneho prudenia, ktoré
sa postupom Casu stéle zvacsuja.

Numericktd simulaciu reaktivneho prudenia re-
alizujeme v systéme COMSOL Multiphysics.
Pre obe triedy permeability numerické vysledky
pre stabilitu systému s linearizovanymi poru-
chami sthlasia s vysledkami ziskanymi metédou
konec¢nych prvkov. Navyse v pripade nestability
mozno ziskat ¢aso-priestorovy vyvoj koncentrac-
ného, rychlostného a tlakového pola s nelinear-
nymi poruchami.
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Abstrakt: V tejto prici sa zaoberame spojenym
problémom toku vody, vedenia tepla vo vode, vede-
nia tepla v matrici a ich vzdjomnej vymene v péro-
vitom prostredi tvaru valca. Model rozSirujeme o te-
pelnt rozt' aznost” vody, ktord ovplyviluje saturdciu v
poroch a viskozitu, ktord md vplyv na hydraulickd
permeabilitu.

Tok vody je urceny Richardsonovou silne nelinear-
nou parabolickou diferencidlnou rovnicou zaloZenou
na empirickom van Genuchtenovom modeli. Vedenie
tepla vo vode je silno zdvislé na toku vody a je pre-
viazané s vedenim tepla v matrici.

Numerické modelovanie zahfia priame aj inverzné
rieSenie problému, ktoré urcuje modelové parametre
van Genuchtenovho modelu, koeficient hydraulickej
permeability nasyteného prostredia, transverzalny a
longitudalny disperzny koeficient, koeficient prenosu
tepla v péroch, koeficient tepelnej vodivosti pérovi-
tého prostredia v matrici a koeficientu prestupu tepla
na hranici. Na realizdciu numerického experimentu
su potrebné iba jednoducho realizovatel'né neinva-
z{vne merania trojrozmernej vzorky tvaru valca.
Kl'icové slova: pérovité prostredie, transport vody a
tepla, vymena tepla, tepelnd rozt'aznost’ a viskozita,
numerické modelovanie, inverzna dloha

1 Uvod

V dnesnej dobe sa v stavebnictve pouZiva nespocetne
vel'a réznych typov materidlov a kazdym rokom ich
pribida. Kazdy materidl je jedineCny a je potrebné
vediet' jeho vlastnosti. ESte nikdy sa nedaval taky
vel'’ky doraz na energeticku tspornost’ budov. Prave
preto je dnes tepelno-izolacna vlastnost’ materidlov
jednou z najdoleZzitejSich vlastnosti. Zistilo sa, Ze p6-
rovité materidly maji vd’aka pérom niz§iu tepelnd
vodivost’. AvSak tento typ materidlu pri kontakte s
vodou tito vodu nasdva a vlhne. Vzhl'adom na re-
lativne vysokdu tepelnud vodivost’ vody tento efekt po-
sobf na tepelno izolacné vlastnosti nepriaznivo. Prave

*pmihala@gmail.com
TJozef. Kacur@fmph.uniba.sk

preto je potrebné tento jav skiimat’.

V tejto praci sa zaoberame infiltraciou vody do pé-
rovitého materidlu a vymenou tepla tejto infiltrovane;j
vody s pérovitym prostredim v jeho péroch, ktord z4a-
visi od daného toku vody, disperzie, tepelnej diftizie
a d’alSich faktorov. UvaZujeme tieZ tepelnd rozt az-
nost’ vody, ktord ndm meni saturdciu daného mate-
ridlu a taktieZ ndm meni viskozitu vody, ¢o zapricCi-
nuje zmenu hydraulickej permeability a tym ovplyv-
nuje samotny tok vody.

Kvoli mikrostruktire pdrov je vel'mi ndro¢né me-
rat’ teplotu vody v péroch a teplotu matrice. Preto ur-
Covat’ vymenu tepla vody v poréznom prostredi na
zaklade teplotného skoku je takmer nemozné. Mo-
Zeme vSak merat’ nésledky vymeny tepelnej ener-
gie. Preto predkladdme vhodny experimentdlny sce-
ndr, ktory ndm umozZiuje urCovanie poZadovanych
modelovych parametrov pouzitim jednoduchych me-
rani. K tymto meraniam sa potom pomocou inverznej
ulohy snazime pribliZit' numericky a tym ndjst’ hl’a-
dané koeficienty.

Matematicky model pozostiava z viazaného sys-
tému silne nelinearnych parcidlnych diferencialnych
rovnic elipticko-parabolického typu. Tok vody v pé-
rovitom prostredi urCuje Richardsonova diferencidlna
rovnica. Vyvoj tepelnej energie vo vode urcuje kon-
vekcia, molekuldrna diftizia a disperzia. Okrem toho
berieme do dvahy aj vplyv vonkajsich sil na tok vody
a tepla akymi su vySka hladiny vody, vonkajSia tep-
lota, teplota vody a gravitacnd sila. Vedenie tepla v
porovitom prostredi bez vody je vel’'mi narocny prob-
1ém. Preto uvazujeme jednoduché vedenie tepla ma-
teridlom, kde koeficient vedenia tepla ziskame mera-
nim a zodpovedajicou inverznou tlohou.

Vzhl'adom na to, Ze s vSetky nasSe scenare na
vzorke tvaru valca a okrajové aj pociatocné pod-
mienky sud radidlne symetrické, transformujeme mo-
del do cylindrickych sdradnic, ¢im redukujeme prob-
1ém na dva rozmery.

V numerickej realizicii pouzivame metédu opera-
tor splitting. Postupne po malych ¢asovych krokoch
rieSime najprv tok vody spolu s jeho rozt'aznost ou,
potom transport tepla vo vode a potom v matrici za-
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hrilujic vymenu tepla. V rieSeni toku vody pouZi-
vame mierne modifikovani aproximéciu metédou ce-
lia [Celia and Bouloutas, 1990] pomocou algoritmu
Hydrus [Simunek et al., 2008], ktory programujeme
v softvéri Matlab.

2 Matematicky model

2.1 Tok vody

Prazdne miesto v pdrovitom prostredi nazyvame
pory. Vd’aka ich prepojenosti je umoZneny tok vody
tymto materidlom. Objem vol'ného miesta na jed-
notku objemu v tomto materiali budeme nazyvat’ po-
rozitou a oznacime ju 6;. Pre zjednodusenie budeme
uvazovat’ iba homogénne materidly, preto bude poro-
zita v skimanej oblasti vZdy konStantnid. Minimdlne
mnoZzstvo vody v pére, ktoré uz mechanicky nie sme
schopni dostat’ von, budeme nazyvat’ rezidudlnou sa-
turdciou a oznac¢ime ju 6,. Mnozstvo vody, ktoré sa
aktualne nachidza v péroch budeme nazyvat’ satura-
ciou a oznaCovat’ 8. Hodnoty saturdcie musia lezat
v intervale (6,, 6;). Preto budeme pouZivat’ aj pojem
efektivna saturdcia 6,7(h) = %, ktord vyjadruje
aku Cast’ péru mame aktudlne zaplnend vodou.

NajdolezitejSia hnacia sila toku vody je kapildrny
tlak, ktory je spdsobeny rozdielom povrchovych na-
pati. Tento rozdiel spdsobuje rozdiel tlakov v jednot-
livych péroch. My tento tlak preSkalujeme na hydrau-
licky tlak A, ktory dostaneme predelenim kapildrneho
tlaku hustotou vody p a gravitacnou konStantou g.
Hydraulicky tlak teda bude reprezentovat’ vysku vod-
ného stfpca, zodpovedajicemu rovnakému hydrosta-
tickému tlaku. Vd’aka preskélovaniu tlaku na vysku
vodného stfpca vieme lepSie pracovat’ s okrajovymi
podmienkami.

Rozdiel tlakov spdsobuje pohyb, ktory je brzdeny
odporom prostredia. V praci budeme tento odpor na-
zyvat’ hydraulickou permeabilitou K, ktord je podl'a
modelu van Genuchten-Mualem [Genuchten, 1980] v
silne nelinedrnom vzt'ahu s tlakom 4

K(h) = K62 () (1— (1 — 1" ym)?
= SJ ef Bf 9

kde 6, je podl'a tohoto modelu tieZ v silne nelineér-
nom vzt ahu s tlakom £

6u/() = (1+ (oh)")™ akh<0
R B ak h >0,

kde konstanty K, o, n a m reprezentuju kapilarne
vlastnosti daného pdrovitého prostredia. Koeficient

K, € (0,1) je koeficient hydraulickej permeability pri
plne nasytenej vzorke, o¢ < O urCuje inverznd sa-
ciu silu vzduchu, n > 1 zavisi na vel'kosti pérov a
_ 1
Tok vody ¢ je v pdérovitom prostredi dany zmenou
tlaku v priestore a gravitacnou silou v smere osi z a je

brzdeny hydraulickou permeabilitou
q(h) = —K(h)(Vh—e;).

Matematicky model toku vody je uréeny Richardso-
novou rovnicou

9,0(h) — div(K(h)(Vh—e.)) = 0.

Tok vody je vSak ovplyvilovany rozt aznost’ ou
vody, pricom zvicSenie objemu vody kvoli zmene
teploty sa da reprezentovat’ ako zdroj. Preto je rov-
nica toku vody s jej tepelnou rozt’ aznost ou

9,0(h) — div(K (h)(Vh—e.)) = O,E,

kde E je mnozstvo vody, ktoré vznikne za jednotku
¢asu vplyvom tepelnej rozt’aznosti. Zmena E je mo-
delovand obycajnou diferencidlnou rovnicou

QE = cﬂe(rw ~T)K(T,),

kde k je uz zndmy fyzikdlny koeficient ktory vy-
jadruje zmenu jednotkového objemu vody pri zmene
jednotkovej teploty pre vodu s teplotou 7,,. Ostatné
koeficienty budi definované pri rovnici vedenia tepla
vo vode v d’alSej kapitole.

2.2 Vedenie tepla vo vode

Rovnica vedenia tepla vychddza zo zdkona zachova-
nia energie a ma tvar

¢, 04(O0T,,) —div(—c,GTy+ (DoO+D)VT,) =6O(T,, —T),

kde T, je teplota vody, 7, teplota matrice, ¢ je ko-
eficient prestupu tepla v péroch medzi vodou a pro-
stredim a ¢, je sucin hustoty vody a mernej tepelnej
kapacity.

Clen ¢yqT,, popisuje konvekciu tepla, Dy je koefi-
cient molekuldrnej diftizie a D je disperznd matica

(D11 D12\ _
b= <D2,1 D2,2> B
(aL(QX)2 + O‘T(qy)2

(aL—ar)(q'q’)

(o —or)(q°q) > 1
oL () +ar(q)? ) g’
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dostavame
0,0(h)—0E =
o (K ()8h)+8( h)dyh)+0.(K ()(8h71))

o (swaa)  (sai)

+ 0. (K(h)(d:h—1))

9, (K (h)o,h) or 2+K(h)a hair
’ "\ ox " ox?
) dar °’r
Obr. 1: Vzorka vo vode a hranice vzorky + 0, (K(h)o,h) > + K (h)arhﬁ
y y
- s . +0:(K(h)(d:h—1)) =
kde oy a o popisuje longitudalnu (pozdlznu) a trans- 1
verzilnu (prie¢nu) disperziu. 0 (K(h)oh) + ~K (h)0rh+ 9. (K(h)(d:h—1))=
Prava strana rovnice zodpovedd vymene tepla v 1
péroch medzi infiltrovanou vodou a samotnou mat- ;ar(” K(h)d:h) + 9 (K(h) (d:h—1)).
ricou.

Dostali sme rovnicu toku vody v poldrnych stradni-
ciach.

Rovnakym spdsobom ziskame rovnicu vedenia
tepla vo vode v polarnych stiradniciach

Zodpovedajuce okrajové a pociatocné podmienky
budu Specifikované pri jednotlivych experimentoch.

2.3 Vedenie tepla v matrici

Pre vedenia tepla v matrici uvaZujeme jednoduchy ¢v0;(0T,,)— (i 0,(rQT) +azQTy§> =00(T,,—Tn),
model
kde tepelné toky si dané vzt’ahmi
e Ty — AAT,, = 00(T,, — T,),

QTJ =—q,T,+ 6(Dl,larTw +Dl,28sz +D09)
kde A je koeficient tepelnej vodivosti matrice a ¢, je
sucin hustoty matrice s jej mernou tepelnou kapaci-
tou. Pravd strana rovnice modelujica vymenu tepla v Vedenie tepla v matrici v cylindrickych stradni-
péroch je kvoli zdkonu zachovania energie aZ na jej ciach je dané touto rovnicou.
znamienko rovnaka ako pri vedeni tepla vo vode.

OT: = —q.Tw+ 0(D2,10,T, + D220.T,, + D, 0).

cma,Tm—ACa,(ra,Tm)Jraz(asz)) — 6O(Ty—T,)

3 Oblast’ rieSenia

3.1 Okrajové a pociatoéné podmienky
V naSej praci uvazujeme oblast’ tvaru valca s ra-
didlne symetrickymi okrajovymi aj poCiatoénymi  UvaZujeme valec s polomerom R =6 a vyskou Z =8,
podmienkami. Preto mdZeme tito oblast transfor- S teplotou 90 ponoreny v nadobe s vicsim polome-
movat’ do cylindrickych stiradnic a tym redukujeme ~ rom v Casovom intervale 7 € [0, 7] pod hladinou vody

tilohu na dvojrozmerny pripad. PouZijeme substitdciu S teplotou 10. V praxi méZeme teplotu uvazovat' v

X =rcos@,y=rsing az=z z oho dostaneme stupnioch, vzdialenost’ v centimetroch a ¢as v sekun-
dach. Vrchnud podstavu uvazujeme izolovanu (¢° =
r=1/x24+y? OT:=QT:=0nal'y={re (0,R),z=2Z2}), vytok

na kruhu na spodnej podstave s polovicnym polome-
rom podstavy (d;h =0, 0T = ¢,qou 0T, 0T = 0 na
Lou ={re ( ) z = 0}), izoldciu na vonkajSom
prstenm spodnej podstavy (¢ = QT; = QT: = 0 na

Lo ={r€ (4,R),z=0}) az boku infiltriciu hydro-
% *r 1 ar\> [ar\* X statickym tlakom (h = H(t)+(Z—z),T,, = 10, 0T, =
ﬁJraiyz_; <8x> (8)}) - Onalg={r=R,z€(0,2)}).

¢ = arctan Y.
X

Substituovanim rovnice toku vody a pouzitim vzt'a-
hov
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4 Numericka realizacia

V aproximacnej schéme pouZivame priestorovu a va-
riabilnd Casovd diskretizaciu. Hodnotu fljl definu-
jeme ako hodnotu funkcie f v /—tom uzlovom bode
od spodnej podstavy pozdfi osi valca, i—tom uzlo-
vom bode od stredu valca kolmo na jeho os a v
j—tom Casovom reze. Casovi derivaciu aproximu-
jeme spétnou diferenciou a pomocou metédy konec-
nych objemov nas systém integrujeme v okoli uzlo-

vych bodov (7;,z;) aplikovanim trojndsobného integ-
Z

r.1 1
, tit1 i+ +5 . . . L e
rdlu [/ [, %2 Sz, %2, ¢o po numerickej aproximéacii

integrdlov vedie na rieSenie systému algebraickych
rovnic.

4.1 Tok vody

Systém algebraickych rovnic pre tok vody po nume-
rickom aproximovani integralov je

j+1 i +1 j
(£l —E)) (el -0})

Atj A[j
j+1 j+1 Gt
Fird oo Bifi =l Tyl =R
- . 1 - A~ . 1 - A
ri il (Ar)? il (Ar)?
hj+1 g Jtl JH g+
et (i Ty 1 [ i1
i3 71 K 1
2\ (A7) 2\ (A7)
1 1 i1 it
1 KK J+1 K +K
kde T, = —/——, K| = -,
l+§,l 2 l_fﬁl 2
j+1 j+1 i1 it
Kj+1 _ K/ K] Kj+1 _ K/ +K
il+3 2 il—% 2

Tento systém rovnic je vSak kvdli nelinedrnym
vzt’ahom medzi saturdciou, hydraulickou permeabili-
tou a tlakom nelinedrny. Naro¢nost’ rieSenia priamej
ulohy je hlavne kvoli uzkemu postupujicemu frontu
popisujicemu saturdciu, ktory vznikd pri infiltracii
vody do suchej vzorky. Preto je potrebné ich line-
arizovat’ modifikovanou Newtnovou metédou Celia
[Celia and Bouloutas, 1990], ktora s iteracnym kro-
kom £ linearizuje 0

JHLk+H j+1,k+1 i+1.k (g/thk_gJ
(ei,l -6 I *h‘,{l 8, "0,

— kil I,
Al‘j il Atj Alj ’
kde )
j+1k _ do sk
il T 4n

Hodnoty hydraulickej permeability a zdrojového
¢lena E vezmeme z predchadzajiicej iterdcie, ¢im do-

stadvame linedrny algebraicky systém

Lk _ g
(91',1 6;
Al‘j
JALIFL Ll
Tit] Kj+1,khi+l~,l hi,
1
i l+§,l

JHLk+1 4 j+1k
Cj+1,k hi,l hi,l
il Al‘j

+
(Ar)?
JELAEL gLkt
ri*%Kj+l,k il —hi )

+

.1
il (Ar)?
JHLE+L Lkt
KLk by —hy 1 n
<A _ =
i1+ (Az)? Az
JRLERL g Lkt
Jj+1,k il il—1 I
+k/ > ==
h=2 (AZ) Z
J+Lk J
Ei,l _Ei,j
Alj

Ak je prvy clen na I'avej strane mensi ako vopred
zadand tolerancia, iterdciu ukonCime a pre dany ite-
raény krok k poloZime Gi{fl = Gl{fl’k. V d’alSom ¢a-
sovom kroku poloZime za 9{72’0 hodnotu ziskant ex-
trapolaciou interpola¢ného polynému hodnét 6 v nie-
kol'’kych predchddzajuicich ¢asovych rezoch.

4.2 Teplo vo vode

Pomocou metédy konecnych objemov aproximujeme
aj rovnicu pre teplo vo vode. Dostdvame

o _ i1
Cvej w il w il
T
) J J
Pt | 709 1y (Tw i1 T T i,/)
Ti 2Ar

J J J
D171_,‘+% (Tw i+1,0 Tw i,l)
+ )

Ar?
J ) J J
+Dj Twi+1,l+1 + Twi,l+1 - Twi+1,l—1 - Twi,l—l
1,2,i+% 4A2
J J
+D0 <6i+1,l - ei,l)
2Ar
i _qui -1 (Tvi il +T, ifl,l)
+ Ti 2Ar
J J J
D171,,'_% <Tw il Tw ifl,l)

Ar?
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J J
—I—DJ T;w J+1 + T;w 1,1+1 Twi7l—l - Twi—l,l—l
12,5 4Ar?
J
+D0 (ei,z - 61'—1,1)
2Ar
)
quzi,l 1 ( th—}—l+ wzl)
a 24z
J J J
+D221+ (TwzlJrl Tw i,l)
AZ?
TJ +T Tl Tl
+Dj wi+1,[+1 wt+l l wi—1,1+1 wi—1,]
2,1L1+% 4A72
J J
+D0 (ei,l+1 - 9:',1)
2Az
)
C"qz i,lf% ( l+ wzl 1)
* 24z
J J
D2,2,lffruc'12 (Tw il Tw il— 1)
AZ?
J J J
—|—Dj wt+ll+Twl+ll 1 Twi—l,l_Twi—l,l—l
2,113 4AZ2
J
+D0 (Gi,z z,l—l) B
2Az
=00/(T =T 1)
kde

(onla] sy )+t 1))
LLity J 2 (4 2

’ \/(qr iill) +(q, iill)
(aL o aT)qr 1:t lqz z:l:] N
12,41 = 7 > ] 5

’ \/(qr iil.l) +(q2 iill)
(aL - aT)qr i lj:lqz i lil
2,1,0+4 7 i

’ \/(qr] i,li%)2+(qi i,lj:l)z
(ar(@) P +ould! L))

22,0+1 7 5 7 5
’ \/(‘]r iﬁl:i:%) +(q; i,l:i:%)

i zj:l j] $h
Dyixt I:I:] 1
J J
j — K hz+ll:tl+hl+ll hz—l,lil_hi—lAl
qri,l:t%_ (NES 4Ar
' J
j K hz:tl l+l+hz I+1 hz:tl,lfl_hi,lfl_l
qzt:l:' I Tikd 4Az
i :l:hi,lzl:l :Fhi,l _1
qzi,l:t%_ (RES) Az

Dostavame systém rovnic s nezndmymi teplotami v
uzlovych bodoch. Tento systém rovnic je vSak uz li-
nedrny a preto ho nie je potrebné riesit’ iterativnym
sposobom. Matica systému je 9—diagonédlna, pretoZe
kaZzdy uzlovy bod je zavisly iba od jeho dsmich suse-
dov. Preto s fiou v praxi nardbame ako so Specidlnou
riedkou maticou. Matica nie je symetrickd a dokonca
nemusi byt’ ani kladne definitnd.

4.3 Teplo v matrici

Systém rovnic pre teplo v matrici vyuZitim met6dy
konecnych objemov ma tvar

1
, T —T
m i, m il
O-ej ( m il Tvt{i,l)zcmf
J J J
)Lr 5 mH—ll Tmi,l_i_)tri Tmtl Tml 1,
ri Ar? ri Ar?
. _7J J J
) Tm il+1 7;11 il + ) Tm il Tm il—1
AZ? AZ? '

Tento systém rovnic je linedrny. Matica systému je
5—diagonélna a kladne definitna.

Na rieSenie celého systému pouZivame metddu
operator splitting. MdZeme si v§imnit’, Ze rovnice st
na sebe zdvislé. Na linearizaciu toku vody sme pou-
7ili iterativnu met6du. Preto systém rieSime tak, Ze v
kazdej iteracii najprv zratame systém pre tok vody,
kde potrebné hodnoty tepldt berieme z poslednych
vypocitanych hodndét. Nasledne, ked’ je rozloZenie
tlakov uz vypocitané, pouZijeme ich na vypocet sys-
tému pre vedenie tepla vo vode a na zdver zratame
vedenie tepla v matrici. Tieto teploty opdt’ pouzijeme
pre rieSenie systému toku vody v d’alSe;j iterdcii.

5 RieSenie inverzného problému

Budeme pouZivat' vzorku v tvare valca so Specific-
kymi pociatonymi a okrajovymi podmienkami pre
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Obr. 2: Tlak % a teploty T,, a T,,, v Case t = 60

kazdy typ parametrov, ktoré budeme urCovat’. Nak-
res vzorky ponorenej vo vode je na obrazku 1.1.

Najskor prezentujeme rieSenie (h,T,,,T,,) priamej
ulohy v Case t = 110 na obrdzku 2, kde bol suchy
valec (h° = —200) s teplotou 90 (7.0 = T.Y = 90) po-
noreny do vody s teplotou 10 (7, = 10 na I'g), pri
pouziti nasledovnych dat. Oblast’ nasho rieSenia je
(RxZ), kde R=6 a Z = 8. V modeli pouZivame
kapildrne vlastnosti pérovitého prostredia, ktoré su
B =038, 6, =0, K, =24 107, a = 0.0189 a
n =2.81. Tieto vlastnosti zodpovedaji vdpencovému
pérovitému prostrediu. Koeficienty pouzité pri ve-
deni tepla st Dy = 0.03, A = 0.3, oz = 1, op = %%,
co=cp=1laoc=1.

Dalej budeme postupne prezentovat’ experimen-
talne scendre na urCovanie koeficientov kapildrnych
vlastnosti vzorky «, n a Kj, disperznych koeficien-
tov o, a o, koeficientu vymeny tepla medzi vodou a
matricou o, koeficientu tepelnej vodivosti matrice A
a koeficientu prestupu tepla na hranici o,,;.

Spol’ahlivost’ pouzitého scenara overujeme nasle-
dovnym sposobom. Najprv vypocitame priamy prob-
Iém s danymi modelovymi parametrami. Pozorovani
charakteristiku vezmeme v niekol’kych danych caso-
vych rezoch a zaSumime ju ndhodnym Sumom pripo-
¢itanim ndhodného ¢isla ku kazdej hodnote charak-
teristiky z nejakého intervalu (—¥,¥). Konstantu ¥
nazyvame vel' kost’ ou Sumu a zodpoveda chybe mera-
nia. Nésledne iterativnym spdsobom minimalizujeme
rozdiel medzi nami vytvorenou zaSumenou charakte-
ristikou a vypocitanou charakteristikou pouzitim fun-
kcie fiminsearch s nejakym dostatocne vzdialenym
Startovacim bodom. Optimdlne parametre zodpove-
dajice minimdlnej odchylke vzhl'adom na predpi-
sanu toleranciu povazujeme za vypocitané modelové
parametre. Spol’ahlivost’ a stabilitu ndsho scendra na-
sledne urcujeme na zdklade relativnej odchylky na-
meranych dédt od pdvodnych vzhl'adom na vel'kost’

T 200M0ul
N H

o cas

Obr. 3: Casovy vyvoj vysky hladiny vody nad vzor-
kou H (¢) a 200 nasobok vysky hladiny vody vo vyto-
kovej nadobe M, a priklad ich ndhodnych zaSumeni

Sumu, pri réznych ndahodnych Sumoch a pri réznych
Startovacich bodoch.

5.1 Urcovanie Kkoeficientov
vlastnosti vzorky {Kj, o, n}

kapilarnych

V tomto pripade uvaZujeme iba rovnicu toku vody.
Uvazujeme pociatocny tlak vo vzorke hg = —200 a
izoldciu na I'y a I'y. Na hranici I'g mdme predpi-
sany hydrostaticky tlak h = Z —z+ H(¢), kde H(?) je
vySka vody nad valcom, ¢im je nas systém rozsireny
o obyc¢ajnu diferencidlnu rovnicu

IH()=—Q | ris)ar(s)ds,

s potiato¢nou podmienkou H(0) = 5, kde Q je po-
mer polomeru podstavy vzorky a polomeru nddoby
s vodou, v ktorej je naSa vzorka ponorend. Hranica
s md izoldciu pre r € (¥, R). Pre r € (0,%) méme na
hranici I's predpisany vytok s okrajovou podmienkou
dyh = 0. Mnozstvo vody vo vytokovej nddobe My,
urCujeme pomocou vzt ahu

t
Mom(t):27r// rq,dsdr.
0 Jry,

Vyska vody nad valcom H (¢) a mnoZstvo vody vo
vytokovej nadobe v 50 Casovych rezoch tvori nami
pozorovanu charakteristiku, ktord je potrebné me-
rat’ na urcovanie koeficientov kapilarnych vlastnosti
vzorky. Tieto charakteristiky st zndzornené na ob-
razku 3 modrou farbou spolu so zaSumenymi mera-
niami zndzornenymi cervenou.

Nase pociatocné podmienky sa skladaji zo vSet-
kych kombinécii parametrov o € {—0.017,—0.02},
n€{2.6,3}ak;€{2x10742.8x 1074}
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Tabul'’ka 1: Optimélne parametre s 5 roznymi zasu-

meniami
o x 107 n Kx10™* || o x 10% n
—1.6751 | 2.7436 | 2.2427 || —1.7963 | 2.7622
—1.8147 | 2.8245 | 2.3910 | —1.8642 |2.7493
—1.9693 | 2.7689 | 2.4642 | —1.8103 |2.8427
—1.7052 | 2.7941 | 2.3396 | —1.8049 |2.8058
—1.9240 | 2.7009 | 2.5464 | —1.8905 |2.8265

Koeficient K sa dd urCit’ aj inym spdsobom, pri
plne nasytenej vzorke. Z toho dovodu sme inverzni
ulohu riesili aj len pre parametre & a n, pricom K; =
2.4 x 1074

V oboch pripadoch optimdlne rieSenie nezaviselo
na vybere Startovacieho bodu, pretoZe relativna od-
chylka bola mensia ako 107>. Nihodne vygenero-
vany Sum vsak spdsoboval rozdiely v optimdlnom
rieSeni. V tabul'’ke 1 st uvedené optimalne parametre
pre rdzne ndhodné Sumy s vel’kost’ou Sumu 5% z ma-
ximadlnej hodnoty. V kaZzdom riadku je uvedeny vy-
pocet pre 3 koeficienty a nasledne pre 2 koeficienty s
pevnym zndmym Kj.

5.2 Urcovanie Kkoeficientu pre longitudalnu
disperziu oy

V tomto pripade redukujeme nas systém na rovnicu
toku vody a vedenia tepla vo vode, kde interpretu-
jeme teplotu 7;, ako koncentrdciu nejakej stopovacej
latky rozpustend vo vode, ktord sa neusddza a nere-

H
T

H

koncentracia yo vytokovej nadobe

cas

Obr. 4: Casovy vyvoj koncentricie vody vo vytokove;
nddobe

aguje s matricou. Preto uvazujeme pravi stranu nu-
lovi, teda sigma = 0. V tomto modeli je valec na za-
Ciatku uZ Ciastocne nasyteny Cistou nekontaminova-
nou vodou: 7 = —60 a T,, = 0 pre t = 0. Na hranici

'y méme predpisant dirichletovu podmienku 7,, = 1.
Ostatné podmienky st rovnaké ako v predchadzaju-
com pripade.

0.035
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Obr. 5: Citlivost” koncentricie vody vo vytokovej na-
dobe vzhl’adom na disperzny koeficient o,

Charakteristiku inverznej tlohy ndm tvori len kon-
centrdcia vo vytokovej nddobe v niekol'kych ¢aso-
vych rezoch. Vypocitand koncentricia vo vytokovej
nadobe vzhl'adom na Cas je zobrazend na obrdzku
4 modrou farbou a priklad jej zaSumenej charakte-
ristiky s vel'kost’ou Sumu 0.001, ktory reprezentuje
Standardnu chybu pri merani koncentracie s odchyl-
kou merania jedného promile, je zndzornena Cerve-
nou farbou.

Tabul'ka 2: Optimélne hodnoty parametra g,

start (078 or (078 ar,
0.5 | 1.01724 | 0.98394 | 0.99226 | 1.00850
1.5 | 1.00724 | 0.98986 | 0.98927 | 0.99130

Citlivost’ koncentracie vody vo vytokovej nddobe
vzhl'adom na disperzny koeficient oy je zobrazeny
na obrdzku 5. Vel'kost’ koeficientu o7 vSak priamy
vypocet ovplyviiuje len minimalne. Standardne byva
tento koeficient priblizne 10—krat mensi ako koefi-
cient ay. Preto ho vo vSetkych vypoctoch berieme
ako ar = 9.

Inverzna dloha priniesla az prekvapivo stabilné vy-
sledky. Vznikali sice lokdlne minim4 a teda zdviselo
uz aj od pociatocnej podmienky, ale rieSenia sa pre
rozne zaSumenia 1i§ili o menej ako 2% od pdvodne;j
hodnoty 1, ako mdZete vidiet’ v tabul'ke 2.

5.3 Urcovanie koeficientu vymeny tepla ¢ a
koeficientu tepelnej vodivosti A

Urcovanie koeficientu vymeny tepla sa Standardne
robi na zdklade teplotného skoku. Meranie teploty
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cas

Obr. 6: Casovy vyvoj teploty v strede hornej podstavy
valca pri uvazovanej dynamickej viskozite a tepelnej
rozt’ aznosti a priklad jeho ndhodného zaSumenia

vody a teploty matrice vo vzorke je ale kvoli jej mik-
rostruktire pérov vel'mi naroc¢nd tloha. My ale vy-
uzitim predchadzajicich nameranych hodnoét priché-
dzame so scendrom, ktory urc¢i tento koeficient len
na zdklade neinvazivnych merani désledkov vymeny
tepla pomocou inverznej tlohy.

Pociato¢nu teplotu suchého valca h = —200 uva-
zujeme T;, = T,, = 90 pre t = 0. Na hranici I ' mdme
predpisand dirichletovi podmienku 7;, = 10, ¢o zod-
poveda ponoreniu valca s teplotou 90 do niddoby s
vodou s teplotou 10. Ostatné podmienky st rovnaké
ako v predchédzajucich pripadoch.

Vzhl'adom na meniacu sa teplotu uvaZujeme aj
vplyv tepla na viskozitu ¢ a hustotu p. Viskozita a
hustota vody sa objavuje v koeficiente hydraulickej
permeability plne nasytenej vzorky K; = k% a ich
zavislost' od teploty je zndma. Pri vypoctoch vez-
meme koeficient Ky(15) = 2.4 x 1074, ktory zodpo-
veda hydraulickej permeabilite plne nasytenej vzorky
h =0 s teplotou vody T,, = 15 a na zidklade predcha-
dzajiceho vzt'ahu vieme pre kazdu teplotu vody T,
spoditat’ prislusny koeficient K(7,,), ktory nésledne
pouzivame vo vypoctoch namiesto konStanty Kj.

Pri tepelnej rozt'aznosti vody v plne nasytenom
pére dovolime aj 6,y > 1, pri¢om hydraulickd perme-
abilitu K ndsobime dostatocne vel’kou penaliziciou,
¢o eliminuje brzdnu silu a sposobi rozliatie nadby-
toénej vody do vzorky. Vd'aka tomu dosahuje efek-
tivna saturdcia len zanedbatel' ne vicsie hodnoty ako
1 pocas celého vypoctu. Pri vypoctoch pouzivame pe-
nalizdciu e!0'", pretoZe kazda penalizdcia vicSia ako
10 uz spdsobuje rovnaky vysledok na viac ako 8
desatinnych miest.

Teplotny vyvoj vody vo vytokovej nddobe v Case
sa ale ukdzal ako nie vel'mi vhodny na meranie kvoli

,
polomer

Obr. 7: Porovnanie rozloZenia vody vo vzorke v Case

—_ G _Z _
t=110vovyskez=%5 =4

inverznym dlohdm. Jednak tento scendr nebol dosta-
tocne stabilny, pretoZe aj po malom zaSumeni vzni-
kali vel'ké odchylky od povodnych koeficientov, jed-
nak v praxi je tejto vytecenej vody vel'mi malo a te-
pelnd vymena medzi vytokovou bankou a tym malic-
kym mnoZstvom vody by spdsobovala obrovské ne-
presnosti merania.

My vSak prichddzame s origindlnym scendrom,
kde meriame teplotu v strede hornej podstavy v nie-
kol'kych Casovych rezoch. Napriek tomu, Ze teplota
vody a matrice je rozdielna, sme si v§imli, Ze pocas
celého Casového intervalu, na ktorom sme vypocty
robili, sa tieto teploty 1i%ili najviac o 10™*. Tento jav
je sposobeny vd’aka tizkemu frontu, ktory vznik4 pri
infiltracii vody do vzorky. Vd’aka vymene tepla v p6-
roch teplota matrice na okraji valca klesd. Tepelna
vodivost’ matrice spdsobi pokles teploty matrice aj na
osi valca. Ale kvoli pomaly postupujicemu frontu zo-
stdva malé okolie osi valca dlhy Casovy interval tak-
mer suché. To spdsobuje rychle vyrovnanie teploty
malého mnozZstva vody na osi valca. Preto zostdva
teplota vody na osi valca takmer rovnakd s teplotou
matrice dlhy Casovy interval. Tito takmer spolo¢ni
teplotu sme ale uz schopni merat’.

Teplotny vyvoj v strede hornej podstavy v niekol -
kych Casovych rezoch, ktory je zobrazeny na obrazku
6 modrou farbou, vezmeme ako charakteristiku pre
inverznd dlohu. Aplikujeme ndhodny Sum s vel’ kos-
tou 1, ktory zodpoveda Standardnej chybe merania
teploty. Priklad ndhodného zaSumenia dat je na ob-
rdzku 6 zobrazeny Cervenou farbou.

Vypocty s dynamickou viskozitou aj tepelnou roz-
t'aznost'ou sa ukazuji ako Casovo vel'mi ndro¢né.
Preto sme skumali efektivitu tychto javov na vysle-
dok vypoctu priamej dlohy. Zistili sme, Ze viskozita
relevantne ovplyviiuje vypocet, ale tepelnd rozt az-
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Tabul'ka 3: Startovacie body a aproximované rieSenia
bez viskozity

Dstart Popt
2,0.5] | [0.9498,0.09954]
2,0.5] | [0.9684,0.10089]
[0.5,0.5] | [1.0515,0.10119]
[0.5,0.5] | [1.0529,0.09949)]
2,0.05] | [1.0396,0.10210]
2,0.05] | [1.0581,0.09933]
0.5,0.05] | [0.9407,0.09897]
[0.5,0.05] | [1.0575,0.09972]

nost’ sa ukdzala ako zanedbatel'n4. Na obrdzku 7 sme
vykreslili infiltrovant vodu vo valci vo vyske z = %
v Case t = 110. Vidime, Ze infiltracia s konsStantnou
viskozitou, zndzornend Cervenou farbou, je znacne
rozdielna s vypoctom, kde sa dynamickd viskozita
brala pri vypocte do uvahy, zndzornena zelenou far-
bou. Ked’ sa ale do uvahy zobrala aj tepelna rozt’ az-
nost’, tak vysledok, zndzorneny modrou farbou, sa uz
od predchadzajiceho vysledku takmer neliSil. Preto
sme sa rozhodli tepelnd rozt'aznost’ zanedbat’ a in-
verznd dlohu pocitat’ iba pre pripad s dynamickou
viskozitou a dynamickou hustotou vody a pre pripad
s konStantnou viskozitou a hustotou.

Numerické rieSenia inverznej procediry s kon-
Stantnou viskozitou a hustotou pre rdzne Startovacie
body a pre r6zne ndhodné zaSumenia si uvedené v
tabul'’ke 3. Vidime, Ze odchylka merania 1 sposobuje
zmenu v optimdlnych koeficientoch najviac 6%.

Tabul’ka 4: Startovacie body a aproximované rieSenia
zahfnajuic viskozitu

Pstart Popt
[2,0.5] [0.9525,0.09912]
[2,0.05] [0.9465,0.10033]
[0.5,0.5] | [1.0393,0.10058]
[0.5,0.05] | [1.0524,0.09961]

Numerické rieSenia inverznej procediry s dyna-
mickou viskozitou a dynamickou hustotou vody so
zanedbanim tepelnej rozt’ aznosti sd pre rdzne Starto-
vacie body a pre rdzne zaSumenia uvedené v tabul’ke
4. Aj v tomto pripade zmena meranych dat najviac o
1 spdsobila zmenu koeficientov najviac 6%. V tomto

.....

tlak teplota vody

teplota matrice

Obr. 8: Rozlozenie tlaku vody & a teplot T,, a Tp, v
Case r = 1500

5.4 Urcovanie koeficientu prestupu tepla na
hranici o,

teplota

cas =

Obr. 9: éasovy priebeh teploty vody vo vytokovej na-
dobe

V tomto experimente uvazujeme predchadzajici
model s nasledovnymi zmenami. Na zaciatku mdme
plne nasytend vzorku 4 = 0 s pociato¢nou teplotou
T, =T, =20 pre t = 0. V tomto pripade vSak ned4-
vame vzorku do naddoby s vodou, ale vodu nechdvame
infiltrovat’ cez mensi kruh s polovicnym polomerom
na hornej podstave. Pre rovnicu toku vody tieto pod-
mienky predpiSeme ako izoldciu na hranici I'g, di-
richletovu podmienku 2 = H(t) na Ty pre r € (0, %)
a izolaciu na I'y pre r € (%,R). Vonkajsiu teplotu,
ktord posobi na plast’ valca uvazujeme 15. RozloZe-
nie tlaku vody £ a tepldt 7, a T;, v Case t = 1500 je
zndzorneny na obrazku 8.

Tabul'ka 5: Optimélne hodnoty parametra G,

| start || Oout Oout Oout Oout
0.5 || 1.01521 | 0.96604 | 1.11134 | 0.98857
1.5 || 0.98634 | 0.97187 | 1.07241 | 1.01879

Charakteristikou tohoto scendra je teplotny vyvoj
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vody vo vytokovej nadobe v Case, zndzornenej na ob-
rdzku 9 modrou farbou, v ktorej je uz na zaciatku
malé mnozstvo vody s teplotou 20. Na urCenie koefi-
cientu 0,,; = 1, pouZivame zaSumené dita so Sumom
0.5, ktoré su zndzornené na obrazku 9 Cervenou far-
bou. Numerické rieSenia pre r6zne pociatocné body a
pre rdzne zaSumenia su zndzornené v tabul’ke 5. Vy-
pocitané koeficienty sa od skuto¢nosti liSia najviac o
7%.

6 Zaver

Tato prica sa venovala numerickému modelova-
niu vymeny tepla medzi pérovitym prostredim tvaru
valca a v iom infiltrovanou vodou. Matematicky mo-
del zahfnal zavislost’ hydraulickej permeability a te-
pelnej rozt’aznosti na teplote vody.

Prisli sme s origindlnym scendrom, ktory pred-
chadza vzniku preferen¢nych ciest a vd’aka ktorému
vieme urcit modelové parametre z neinvazivnych
merani len na zdklade désledkov pomocou inverznej
tlohy.

Vytvorili sme efektivny program na numerické
rieSenie tohoto problému, zaloZeny na metdde ko-
nec¢nych objemov a pomocou metddy operator split-
ting. Numerické rieSenie je zaloZené na metéde Celia
[Celia and Bouloutas, 1990] a aplikovali sme v fiom
aj disperznd maticu.

Stabilitu numerickej metédy sme demonstrovali na
zaklade numerickych experimentov. Ukdzalo sa, Ze
malé odchylky na vstupnych datach inverznej tlohy
spdsobuji len malé odchylky vypocitanych koefi-
cientov.

Pokracovanim tejto prace bude ddkaz existencie
rieSenia metédou operator splitting. Skimany model
je vel'mi komplexny a preto aj dokaz bude vel'mi ob-
tiazny. Doteraz nie je zndmy dokaz takéhoto kom-
plexného modelu. Myslienka ddkazu cez operator
splitting povodom pochddza od autorov Crandal a
Majda [Crandall and Majda, 1980]. Praca sa da roz-
$irit’ aj o pridanie d’alSej fazy a to vodnej pary, ktord
vznikne vyparovanim v péroch. Rovnako je moZné
v modeli uvazovat’ aj mrznutie vody v pdroch, ktoré
zabrani d’alSiemu toku vody.
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V tejto praci predstavujeme Styri nové neparamet-
rické testy nezdvislosti. Prapredkami tychto postu-
pov boli dnes uz klasické jednorozmerné napady Blo-
mquista (test nezavislosti pomocou znamienok dat),
Kendalla (test nezavislosti pomocou znamienok roz-
dielov dét) a Spearmana (test nezdvislosti pomocou
poradi dat). My vychddzame uZ z viacrozmernych
testov z rokov 2003 [1] a 2005 [2], ktoré vo svo-
jej podstate v Blomquistovom, Kendallovom a Spear-
manovom teste nahradili jednorozmerné znamienko
(resp. poradie) beznym priestorovym znamienkom
(resp. priestorovym poradim), Cisla nahradili vek-
tormi a maticami a nésledne riesili problémy so Stan-
dardizéciou testovej Statistiky. Povodné testy pouZi-
vaji na dosiahnutie affinnej invariantnosti vnutornd
Standardizdciu, ked’Ze vonkajSia Standardizicia by
zabezpecila invariantnost’ len rota¢ni. My vSak nase
testy budujeme pomocou Ojovho priestorového zna-
mienka. To je sice ndrocnejSie na vypocet nez bezné
priestorové znamienko, no je affinne ekvivariantné, a
preto na zabezpeCenie affinnej invariantnosti nasich
testov staci len jednoduchd vonkajSia Standardizacia
namiesto numericky naro¢nej vnitornej. Tym padom
maju naSe nové testy oproti predchodcom aj omnoho
jednoduchsi tvar.

0% = nllave;{T (x)T(v:) "}, (1)

kde ave;{t;} = 1¥7 4, AXHZ predstavuje Frobe-
niovu normu matice X a 7'(x) predstavuje funkciu
skoére, ktord je v nasom pripade

1. Ojovo priestorové znamienko,

2. Ojovo priestorové znamienko rozdielu dvoch iid
dat,

3. Ojovo centrované poradie,
4. Ojovo centrované znamienkové poradie,

¢im vzniknud v tomto poradi nové verzie viacrozmer-
nych testov podl'a Blomquista [1], podl'a Kendalla

*ludovit.horvath.940gmail.com
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[2], podl'a Spearmana [2] a novy viacrozmerny test,
ktory nemd priameho predka, no pondsa sa na viac-
rozmerného Spearmana z [2]. Rovnako ako p&vodné
testy maju i nase za platnosti nezavislosti asymp-
toticky rozdelenie chi-kvadrat, co sme aj simula¢ne
overili.

Nase nové testové Statistiky v porovnani s pred-
chodcami konvergujui ku chi-kvadratu omnoho rych-
lejSie, dokonca uz pri pocte dit n = 10 sa ich
presné rozdelenie temer zhoduje k prisluSnému chi-
kvadrétu. Povodné testové Statistiky sa pri takto niz-
kych poctoch dét tymto rozdelenim neriadia a su
posunuté doprava, teda pdvodné testy pre nezavislé
déta CastejSie nespravne zamietnu hypotézu o neza-
vislosti.

Simuldcie vSak ukdzali, Ze nové testy maji tro-
chu niZsiu silu ako ich predchodcovia, ¢iZe ochotu
zamietnut’ nezavislost’ v pripade zavislych dat. Toto
sme overili pre pocet dat n = 30, kde rozmer prvych
dét bol p =2 a rozmer druhych dét bol tiez g = 2.

Kovariancnd matica, ktord reprezentovala zavislosti
10 aa

medzi nimi mala tvar S = <2 _la B 8) Nase Stvor-
Lo aa 01/ .
rozmerné diata D sme teda generovali z rozdelenia

Ny((1,2,4,2)7,S), kde X st prvé dve zlozky vek-
tora D a Y st posledné dve zlozky vektora D. Cisla v
tabul’ke reprezentuju percentudlny pocet zamietnuti
nezavislosti.

a=0.3 | p’ v [ B [
stary test | 74.3% | 76.2% X X
novy test | 68.2% | 68.7% | 68.9% | 67.5%
Literatura
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Lokaliza¢ny problém spociva v ndjdeni vSetkych
bodov v priestore, pricom su spravidla zndme len po-
zicie niekol'’kych bodov a niektoré vzdialenosti me-
dzi nimi. Ulohu méZeme modifikovat’ na pripad, ked’
vzdialenosti nie st presne zname, ale je znama len
dolnd a horna hranica pre jednotlivé vzdialenosti.

Jednou z moZnych aplikdcii je lokalizdcia mo-
bilnych telefénov, kde vysielaCe mobilného sig-
ndlu predstavuju zndme body a mobilné telefény
body, ktorych pozicie chceme urcit’, pricom poznanie
vzdialenosti medzi nimi mdZe byt’ ovplyvnené dosa-
hom signdlu ¢i pritomnost’ou ruchu.

Lokaliza¢ny problém vieme s vyuZzitim vlastnosti
tzv. euklidovskych matic sformulovat’ v tvare semi-
definitnej dlohy pripustnosti s ohrani¢enim na hod-
nost’

néjst X (H
r(AX) =bi, i=1,.m, (2
X =0, 3)
rank(X) <k, “4)

kde X € S" je maticova premennd, C,Ay,...,A,, € S",
b € R"™ak €N je pozadovana hodnost’ matice X.

Ohranicenie na hodnost’ je jedinym zdrojom ne-
konvexnosti tlohy (1)-(4), preto je nasim ciel’om na-
hradit’ toto ohraniCenie tak, aby sme riesili dlohu se-
midefinitného programovania (1)-(3), ktora je kon-
vexna, a teda efektivne rieSitel’ na.

Takéto tlohy sa zvyknu aproximovat’ semidefinit-
nou relaxdciou, ktord spociva vo vynechani ohrani-
enia (4). Uloha (1)-(3) viak vedie k rieSeniu poZa-
dovanej hodnosti len zriedka.

Existuje niekol'ko spdsobov, ktorymi mozZno na-
hradit’ nekonvexné ohranicenie (4). Jednym z nich je
tzv. konvexnd iterdcia, ktora sa snazi ziskat’ rieSenie
danej hodnosti iterdciou dvoch semidefinitnych dloh
(pozri [Dattorro, 2016]).

*terezia.fulova@gmail.com
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Znama je aj heuristika stopy, ktord spociva v na-
hradeni ohrani¢enia (4) minimalizdciou konvexnej
obalky hodnosti, ktorou je stopa matice, ako je uka-
zané v ¢lanku [Fazel et al., 2001].

Nami navrhnutd heuristika spoc¢iva v nahradeni
ohrani¢enia (4) vztahom Ay 1 + ...+ A, = 0, kde
A1 > ... > A, > 0 sd vlastné hodnoty matice X. Tento
vzt’ah je nutnou a postacujicou podmienkou pre hod-
nost’ kladne semidefinitnej matice rovnid nanajvys k.
Ked vyuZijeme, Ze sucet n — k najmensich vlastnych
hodndt mozno ndjst’ rieSenim semidefinitnej dlohy
(pozri [Alizadeh, 1995]) a vnorime tito tlohu do
ulohy (1)-(3), ziskame novu heuristiku v tvare semi-
definitnej tlohy.

Pri rieSeni lokalizacie mobilnych telefénov sa uka-
zuje, Ze mnohokrat vedie novd heuristika k lepSim
vysledkom ako zauzivané heuristiky, ako napriklad
v pripade obmedzeného dosahu signdlu (Obr.1).

SDP relaxicia, R=0.01 Heurlistika 2b, R=0.01
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Obr. 1: Porovnanie relaxacie a novej heuristiky. Mod-
rou skutocné pozicie, Cervenou najdené.
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dand a posieland vo forme bindrnych postupnosti.
Tieto postupnosti, nazyvané aj kddy, maji rozlicné
vlastnosti. Medzi vel'mi vyznamné triedy kédov pat-
ria tzv. blokové bindrne kédy €, t.j. kédy, v ktorych
su vSetky slova rovnake;j dfiky n.

V naSom cldnku sa zameriame na blokové kody
dfiky n, ktoré su Specidlne tym, Ze pozostdvaji z
presne n kédovych slov, takZe ich méZeme zapisovat’
ako maticu n x n. NavySe budeme pozadovat’ nielen
to, aby sa na hlavnej diagondle nachddzali nuly a aby
vdhy vsetkych kédovych slov, t. j. pocet jednotiek v
jednotlivych kédovych slovach, boli rovnaké, ale aj
to, aby bola matica pozostdvajica z kédovych slov
symetricka vzhI’adom na hlavnt diagonalu.

Takéto kédy nie je vZdy mozné zostrojit’. Hoci v
pripade existencie kédu je dokonca mozné ndjst’ al-
goritmus na zostrojovanie tychto kédov &, so zvySu-
jucou sa véhou u a dizkou kédovych slov n sa zvy-
Suje aj ndrocnost’ ddkazu existencie kddov s poza-
dovanymi vlastnost’ami. Na zdklade pozorovania pri
zostrojovani kédov s konkrétnymi vdhami a dizkami
kédovych slov sme si vSak v§imli urcitd suvislost’,
ktora je zhrnutd v nasledujicej hypotéze.

Hypotéza 1. Existencia bindrneho symetrického
n x n kodu pre kazdé prirodzené n s nulami na hlav-
nej diagondle a rovnakou vdhou vsetkych kodovych
slov zavisi od toho, ¢i je n pdrne alebo nepdrne.

Dokazat’ tito hypotézu pre I'ubovol'né u a n je ale
vel'mi naro¢né. Preto je okrem zostrojovania kédov s
konkrétnymi parametrami potrebné ndjst’ iny, jedno-
duchsi spdsob, ako dokdzat’ existenciu resp. neexis-
tenciu kédov €.

Vd aka tomu, Ze sme uvazovali symetrické binarne
blokové kédy s nulami na hlavnej diagondle a rov-
nakou védhou vsetkych kédovych slov, méZeme nas
problém previest' do reci tedrie grafov a povaZzovat
tieto kédy za incidencné matice regularnych grafov.

*valigurska8@uniba.sk
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Inymi slovami, budeme zist'ovat’, pre aky pocet vr-
cholov 7 a stupefi vrcholov deg(v) je mozné zostrojit’
graf, pricom stupenl vrcholov v tomto pripade repre-
zentuje vahu kédového slova.

Na zdklade nasledujicej vety vieme urCit’, ktoré
symetrické bindrne n X n matice s nulami na hlavnej
diagonale su zaroven incidenénymi maticami grafu
G, a ktoré nie su.

Veta 1. Nech n > 2 je prirodzené C&islo. Potom bi-
ndrna symetrickd n X n matica s nulami na hlavnej
diagondle, v ktorej sii vSetky riadky vdhy k a Ziaden
riadok sa neopakuje, existuje vtedy a len vtedy, ked’
existuje k-reguldrny graf na n vrcholoch, v ktorom
Ziadne dva vrcholy nemajii rovnakii mnoZinu susedov.

Vd'aka tejto a  Erd8s-Gallaiovej  vete
[Koh et al., 2015] vieme urcit’, pre ktoré dvojice
parametrov n a k matica s poZadovanymi vlastnos-
t'ami existuje a pre ktoré dvojice nie.

Veta 2. Nech n > 3 je prirodzené cislo a nech
1 <|u| =k <n—1prekprirodzené okrem k =n—2.
Potom symetricky bindrny blokovy n X n kéd € s nu-
lami na hlavnej diagondle existuje len vtedy, ak

(i) n je pdrne a k je pdrne,

(ii) n je pdrne a k je nepdrne,

(iii) n je nepdrne a k je pdrne.

Prevedenie problému z oblasti kédovania do te-
orie grafov ndm sice znacne zjednodusilo dokazova-
nie existencie a neexistencie symetrickych bindrnych
blokovych kédov s nulami na hlavnej diagonale, av-
Sak tento postup bolo mozné pouzit’ len vd’aka tomu,
Ze sme uvazovali také kody, ktoré boli zdroven inci-
den¢nymi maticami grafov G. V pripade, Ze by tieto
kédy nemali tdto vlastnost’, nds problém by sme mu-
seli rieSit’ inymi, asi menej efektivnymi metédami.

Literatura
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Tay, E. G. (2015). Graph theory. World Scientific,
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Abstract: In the study of Hermitian random matrix
models, the main goal is to find an eigenvalue distri-
bution of a specific model. Different types of solu-
tions may appear, and we examine their validity. The
determining condition is the thermodynamic analogy
of the minimal free energy. In the presented work,
we examine a quartic potential with an asymmetric
linear term. Since complete analytic results for the
one-cut case are unattainable, we develop a perturb-
ative strategy. We construct the expansion of the free
energy for a “small” and “large” variation of the sym-
metric potential. Subsequently, we inspect the nature
of the free energy in a completely asymmetric poten-
tial. Adopting the method of Padé approximants, we
endeavor to match up with the numerical results. Fi-
nally, we take the first steps towards the analysis of
the two-cut solution.

Keywords: Hermitian random matrix models, eigen-
value distribution, perturbation theory, free energy,
Padé approximant

1 Introduction

Our primary motivation to study Hermitian random
matrix models is the fuzzy field theory. The analytic
treatment of phase structure of fuzzy field theories
has been based on the connection to matrix models
[1]. Phase transitions were discovered almost thirty
years ago in random matrix ensembles which had an
exact interpretation in theoretical physics. Probably
the most relevant ones are the Gross-Witten phase
transition in two dimensional Yang - Mills theory
and the models of matter coupled to two dimensional
quantum gravity [2]. In this text, we are interested
in the phase structure of a model with an asymmet-
ric potential. Its occurrence finds its application in
the study of Homolumo gap in one-fermion spectrum
[3]. In the first Section, we describe the basic tech-
niques and notions of Hermitian random matrix mod-
els. In the second Section we come to the most gen-
eral quartic model and present the known results with

*erik.benovic@gmail.com
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further concerns about a complete general solution.
In Section 3, we present perturbation approach to the
model with the specific perturbation expansions. In-
troducing Padé approximants, we get rid of the devi-
ation from the numerical results. In the last section
we present our results of the two-cut regime and dip
into possible further continuation.

1.1 Hermitian random matrix models

The object of our study is an ensemble of NxN
Hermitian matrices M with probability measure
e~ N*S(M) g that is invariant under the unitary trans-
formation. With the action given by:

N

S(M) = lrlTr(MZ) +Y s

l n
TN ] N TrM). (1)

An important quantity in our discussion is the par-
tition function Z = [ dMe=SM) which can be ex-
pressed in terms of the eigenvalues {A;} of the ran-
dom matrix M. We write

Z— /(Hd/l) < T —/mj)2> exp(—N2S(1)),

2
where the Jacobian of the transformation to the eigen-
values [T (A — A;)? is the Vandermonde determin-
ant and is usually put into exponent and included in
the action :

2
= ZV(%’) - ﬁiloglh -l 3

i<j

where

! 0)

V(A'l N 1

ErN’llz Z
is the potential of the system. As we increase N, the
probability distribution becomes concentrated around
certain configuration which minimizes the action and
allows us a saddle point evaluation of the system,
which yields:

—. 5)
t?ﬁjl Aj
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This expression can be read as the condition for the
equilibrium of Coulomb gas of N particles (eigenval-
ues) with position {A;} on the line, in the potential
V(1) with logarithmic potential repulsion. For the
solutions {A;} of the saddle point equation, we define
the eigenvalue distribution:

—hm—ZSA l 6)

N—oo N

For a finite N, this is just a collection of spikes at
the location of the solution. Nevertheless, for large
N limit, it becomes a smooth continuous function of
A. The sum in (5) turns into integral weighted by the
distribution:

V(1) _2Pv/d/1’ p }”}B,, %

where PV [ denotes the Cauchy principal value. We
introduce the planar resolvent:

P(A) v
/ dr — Ak ®)
which has the property that its series coefficient cy,

o = / A (A%, ©)

is the k-th moment of the eigenvalue distribution. It
follows that:

|z] = = o(z) ~ é (10)

Computing the resolvent, it is the analogy of
Riemann-Hilbert problem for complex o(z) with dis-
continuity along the support of the distribution, and
analytic outside the cut. The discontinuity resides in
the denominator of (7) and (8), as we obtain:
o(z+ie)+ o(z—ie) =V'(2), 1D
and finally, in terms of the resolvent, the eigen-
value distribution can be computed using discontinu-
ity equation:
o(z+ie) —w(z—ie) = 27ip(z).  (12)
The following process of finding a solution for given
model is pretty straightforward and is reviewed in [5].

1.2 Free energy

One of the major topics to be investigated in this field
is the free energy:

1
F:—ﬁlogZ, (13)

which can be expressed for N — oo as following func-

tional:
[arvap@)- [ [arda'p()p()oglr -
C C (14)

where C is the support of the distribution. Introducing
a Lagrange multiplier, one can rewrite the free energy
in a more practical way:

:% /C dl’V(l’)p(l’)*%V(l)Jf

—I—/dl’p(),’)log\k—l’\, (15)
JC

where A is any eigenvalue from the support. Gener-
ally, for different potentials, the eigenvalue distribu-
tion p(A) has support on different number of inter-
vals which we denote as cuts. The standard thermo-
dynamic argument tells us that if there is more than
one solution for given value of parameters, then the
solution with lower free energy is realized. We are
often interested in the phase transitions diagrams. [4]

2 Description of different models

2.1 Symmetric models

To solve a model simply means to find the eigenvalue
distribution p(A) and its free energy, for given prob-
ability measure. In gas analogy it means to find the
configuration of the particles in gas for given poten-
tial. The symmetric solutions are characterized by the
symmetric potential. The basic techniques and well
known results are reviewed in [5].

2.2 Asymmetric model

A challenging problem which arises in this domain is
solving the the model with asymmetric potential:

1
V(A) =al+§rlz+gl4, (16)
where we consider a > 0. Such model allows one-

cut and two-cut solutions, both with an asymmetric
support. The preferred solution in the region where
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both exist is the one with lower free energy. It is clear
that the problem could easily be tackled by the saddle
point method.

2.2.1 Asymmetric one-cut solution

It is straightforward write down the solution suppor-
ted on an asymmetric interval:

C— (D—\/E,D+\/5), 17
as
p(A) :ﬁ(mgﬂL r+4D%g +4DgA+
+4gA%)\ /8 —(D— )% (18)

With the conditions for the endpoints of the interval:
1 s 1
0= §a+3D5g+2D’g+ EDr,
3 1
1:3D25g+252g+15n (19)

Computing the integral (15), one can find that the free
energy in terms of D, § is:

3 2D? 9 1
FA1§”’ :Z - T +3D4g— §D25g— 1525’
3, 3 1 F)
- D 63 27754 2771 e
27 08 TR0 8 T2 %\ )

(20)

The main practical problem that confronts us is that
the determinig equations (19) cannot be analytically
solved and thus we cannot tell which solution is pre-
ferred for any parameters r, g.

3 Perturbative approach

One way to overcome these problems is to analyse the
model numerically, for some parameters r,g [4]. An
alternative approach to the problem is using perturba-
tion theory. The essential step is to consider the para-
meter a to be a small perturbation of the equation. It
is usually a very small term and can be fixed but we
keep the value arbitrary, as long as we remember it is
small. General solutions of the free energy are very
long and uninteresting. It seems reasonable to com-
pare our results with the numerical results. For that,
all the solutions are for parameters r = —12,g =1 for
which we have the numerical results [4].

Firstly, the idea is to observe the behaviour of
the solution for small variation from the symmetric
model. As we change the value of a, one may assume
that D, & would change in some relation to the a. It
seems reasonable to assume that we may describe as
small-a expansion in the series:

D =Dy+aD,+da’Dy+a’Ds+ ...,

§=8+ad+d*&+a’8+.... 1)

We insert these expansions into the determining con-
ditions (19). As the value of a is arbitrary, the corres-
ponding factors at all the powers of a must be zero.
Solution of this system of equation yields the perturb-
ation expansion in terms parameters r,g. While we
keep in mind, that for the value a = 0, the potential
is quartic and the model is symmetric. The solution
for this model is known and it is the asymmetric one-
cut solution for quartic potential [1]. We find out that
there are two solutions with the same & and oppos-
ite Dg. This suggests that the distribution can live in
either well of the potential. Therefore, we distinguish
left (Dg < 0), and right (Dg > 0), one-cut solutions
for the asymmetric model. To compute the free en-
ergy, one should plug the corresponding 8,D to the
formula of the free energy and Taylor expand around
zero to the same order. We acquire!

Fy=—6.68 —1.69a —0.02a” +...— 1.310""°a*.

(22)

One can check that the right solution always has

higher free energy and therefore is negligible. In or-

der to examine the solution larger a, it seems reas-

onable to consider the expansion around infinity, so

called large-a expansion. One has to be careful to
fulfil (19). The corresponding expansion is

D=a’Dy+Dy+a iDy+a 3Ds+...,

S=a & +a’d+&+a i8+.... (23)

After expanding the free energy, we obtain:

Fy =logb—0.47b* —2.38b> —4.47 —3.78b 2+
+...410°p718, (24)

where b = a3. Note that all the expansions in this
paper are to the 20th order. The following figures
represent a part of the free energy diagram compar-
ing our perturbative results with the numerical results

INote that we rounded up to 2 decimals, as we keep that
pattern for the rest of the text.
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for the values of parameters r = —12,¢ = 1 obtained
from [4]. The red dots represent the numerical val-
ues while solid blue line represent the solution of the
perturbation theory.

Figure 1: The solution for perturbative expansion for
small-a tends to crash as it exceeds certain value.

_ak
-100
140
=200k

-0k

Figure 2: The solution large-a expansion tends to fail
as the a approaches smaller value.

As both of the expansion are struggling for some
critical region, we aim to investigate a more general
approximation of the free energy.

3.1 Pade approximants

The Padé approximants are a particular type of ra-
tional fraction approximation to the value of a func-
tion [6]. The idea is to match a series expansion as far
as possible. We denote the L, M Padé approximant to
Y (x) by:

[L/M] = P(x)/Q(x), (25)
where P(x), respectively Q(x) is a polynomial of a
degree at most L, resp. M. The formal power series:

Y(x)=Y yjx/, (26)
=1

determines the coefficients of P(x) and Q(x) by the
equation:

Y(x) = P(x)/Q(x) = (. @)
Applying the method of Padé approximants we want
to approximate our series to obtain a more precise
solution matching the numerical results beyond the
region where the previous method fails. Since we
have the expansion to the 20. order, we need to im-
pose a condition max(L+ M) = 20, and make a wise
choice of the exact order.

At first, we analyse the small-a expansion (22). Ex-
aminig the behaviour of free energy for large-a (24),
we see that the leading order in infinity is a3. Tt seems
reasonable to require for our approximant to follow
this patter. Therefore we require of our approximant
to behave as a3 for a — co. In this manner we pick
such approximant P, = [12,8]. To get the right de-
sired approximation in terms of a we should modify
the approximant as:
Fi pade = = |B[3. (28)
A similar approach can be used for large-a expansion
(24). The key problem with this method resides in
the logarithmic term which cannot be approximated
in infinity. We overcome the problem by approximat-
ing the rest of the expansion and then adding the log-
arithm it to the approximant. We use the most precise
P, = [10, 10] approximant possible, as we obtain:
1
E,pade =Fh+ g logb (29)
In the following figures we compare the Padé ap-
proximants (solid green) of corresponding expan-
sions with the numerical data (red dots). One should
note that the Figure 5 has different scale as it emphas-
izes the deviation from the numerical results around
Zero.

4 Two-cut cut solution

In a similar way than in the Section 2, come up to the
two-cut solution supported on :

C:(Dl—\/gl,DH-\/gl)U(Dz—\/57D2+\/$)-

(30)
Note that the parametrization of interval is free,
though we use the most suitable one for practical
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Figure 3: The small-a Padé approximant(green) in
comparison with perturbation result and numerical
data.
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Figure 4: The large-a Padé approximat(green) in
comparison with numerical data.

computations. The endpoints are determined by the
three equations:

1
0=>r+g [2(D}+D}+DiDy) + (8 +&)] .
1
0 :§a+28 [D161 +D16, — DD, (D1 +D»)] ,
1 =g[D18) + D38 + (Dt —D3) (81 — &) —

—D D, (4 +52)+%(51 —52)2]. 31

Finally, the eigenvalue distribution for the two-cut
solution with asymmetric potential is given by:

p(A) = (32)

2§|D1+Dz+l|\/[(l—D1)2—51} [— (A—D2)2+82}

(33)

It is clear that we could proceed with the perturba-
tion theory in a similar fashion as with the one-cut

Figure 5: The large-a Padé approximat deviates
around zero due tu the logarithm.

in Section 3. It is straightforward to write the per-
turbation expansion of the endpoints, with the unper-
turbed solution, being the symmetric two-cut (D] =
D,,8; = &). As we have done it, the first issue we
have come across is that the system of equations (31)
is undetermined as there are three equations and four
unknowns to be determined. With every next term in
the expansion, we obtain a free parameter which is to
be determined with the condition of the minimal free
energy. The foremost problem is the fact that we are
unable to write down the analytic formula for it. It is
reasonable to assume that we may describe the free
energy as a series in a,

F=Fy+aF +d*F+..., (34)

which encourages us to compute the free energy us-
ing the formula (15). The first integration over the
potential is straightforward as we just need the partic-
ular moments. For the value of the A is free, we firstly
choose the largest (A, = D, ++/8,) and the smallest
(A1 = D; — /&) eigenvalue from the support so we
do not have to trouble with the absolute value in the
logarithm. After summing these two expression we
get:

1 1 1 1
F =3 [acl +2rcz+gC4] +Zl <al3+2r132+g)vf>

——J, (35)

4

where A3 = A4 + A, and ¢, are the moments of the
distribution (9), corresponding to the asymmetric po-
tential (16). The troublesome term,

J=2/Cdzp(2)log<(Dz+\/$—z) (—D1+¢§1+z)).

(36)
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is the integral we are unable to solve right away. A perturbation terms in the free energy so we could con-
Taylor series centred at a = 0 seems like a reasonable struct the complete phase diagram for the asymmetric
way of treating this problem, model using perturbation theory rather than numer-

ical computations.
d a* &
J=J(a)=J(0)+a—J(a) ——zl(a) +....
da aeo 2 da =0 6 A di
(37) ppendix
We have successfully calculated the integral to the ~ Here we present the explicit formulae for two/one-
first order. We have come to an agreement with the €Ut solutions whlch were too lhong to be written in the
two-cut solution for the symmetric model, with the text. The perturbation expansion for the two-cut is:
zero order of the free being the same, though the para- D, =Dyo+aDy +d*Dya,
metrization of the interval is different. The first order Do =D D 2p
ended up to be 0 in accord with the numerical results 2 =Dao+aba +aDn,
[4], which suggest higher order dependence on a. 8 =810+ady +a*8pa,
. 8 =80 +ady +a’8x. (38)
We plug them into (31) and obtain the results:
-6
-4 \/TW
8 8
&, Dyy=—Djp= ,
20 10 N
-0 —r—+/—16g+7r2
G =010 = )
8¢
-12 _ —
| | —2gy/2 -tV 16t \/glég+2 i1
05 10 15 20 25 : Dy =Dy = ,
2r
Figure 6: The phase diagram for r = —12,g = 1. The 621 = — i, (39)
dotted black/red represents the numerical results for where &y is the free parameter we want to evaluate
the free energy of the two-cut/one-cut solution [1]. from the condition of the minimal free energy, for
The solid green is the small-a Padé Approximant. which we want to compute (36), using (37).
The large one-cut perturbation expansion of the en-
dpoints to the seventh order is:
5 Conclusion 1 r L2, T2gr—r s
D:— la§+ 2 3 ga_ —I—ﬁa_?
In the Section 2, we introduced an asymmetric quartic (28): 6(\@g )? 324 x23g3
model. Using the knowledge based on a symmet-
ric model, we presume an one-cut solution with an 2%2% 235y 4
asymmetric support which we have treated with per- 0 = a’s—-——a?’, (40)

turbation theory. We have analysed the perturbation
expansion for small/large-a and made a solid approx-
imation of the free energy to the 204 order, though
encountering a deviation from the numerical values
as the parameter a approaches certain regions. We
have approached the problem with Padé approxim-
ants, giving us much better agreement with the nu-
merical data. With the two-cut solution, we have
successfully calculated the free energy to the first or-
der in accordance with numerical data. It remains an
open problem in the area to compute the higher order

3g% 9g3
and for the special g = 1,r = —12:

D=—-0.63a% —1.59% 5 +0.67a"" +1.68a 3
—11.64a 3 +40a > — 64.83a 5 —207.26a 5

19

121316505 — 8761.42a" 5 +14828.4a" 7,
§=084a"5—2.12a" % +1.33a72+16.84"*

14

— 954843 +245.33a" 5 +140.07a5

18

— 4656.48a" % +2373.3a" 5. (41)
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The small two-cut perturbation expansion of the
endpoints to the second order is:

\/—3r—2 —60g + r? 1
D= — a
2./5¢ 2v/—60g + 2
\ﬁ180g( 3r+21ﬁ_60g+r2)
sa
4( 60g+r2)%( 3r—2 760g+r2)2
3/3587 (12r+ 13\/—60g—|—r2>
+ sa
4(—60g+r2)%(—3r—2 —6Og+r2)2
P —60g +r?
N 15¢
(—r+ —60g+r2)\/—3r72 —60g 1 2
+

\@(120g—r(2r+3\/W))
_150g+r<r_\/m)

— A,  (42)

(—60g + rz)% <3r+ 2v/—60g + r2)

and for special g = 1,r = —12:

D=—165-545x10"2a+3.68 x 10 3a*—
—4.96x 107*a> 4+8.55 x 107 4*
—1.67x107°a° ...+ 107 144%

§=0.19—1.87x10"2a+2.77 x 10 3a>—

—4.84x 10743 +9.37 x 10 3a*—
—1.94x107a 4 ...+ 1071442, (43)
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Abstract: The electron capture of >*No and the
structure of states in its daughter nuclei 2>*Md is still
unknown even after 50 years after its first observation
[P. R. Fields, 1970]. In this project, the excited states
of 2*Md populated after the 2*No electron capture
(EC) decay were investigated for the first time by
using the conversion electron-y coincidence (CE-7)
technique. Energies of conversion electrons were an-
alyzed to estimate maximum energy of states in the
odd-odd isotope 254Md. Moreover, a tentative scheme
of 2*Md excited states populated after the EC decay
of 2*No was proposed and also possible Nilsson con-
figurations of these excited states are discussed.

Keywords: CE-v coincidence technique, electron cap-
ture decay, conversion electrons, 254Md

1 Introduction

The scarcity of nuclear spectroscopy data in the
region of superheavy elements and even more in
the region of N=152 closed shell makes any in-
terpretations based on systematics very difficult.
Therefore any experimental information about the
ground or excited states of these nuclei is valu-
able and can be considered as an improvement
of the systematics in this region. In the transfer-
mium region, very limited data regarding the f3
decay are available (Fig. 2). To date, EC decay
of just three isotopes was studied, namely **Md
[S. Antalic, 2011], Z"Rf [F. P. Hessberger, 2016a]
and 8Db [F. P. Hessberger, 2016b]. In the cases of
253Md and >®Db, isomeric states were populated af-
ter EC decay.

For isotope >>*Md only estimations of excitation
energies based on the energy of the 2%Lr o decay
were proposed [C. E. Bemis, 1976]. However, these
excitation energies have not been well established
[A. Bhagwat, 2005]. Moreover, the theoretical study
focused on the nuclear structure of isotopes in the
region of N=152 closed shell shows a possibility of
the K isomer occurence in 2*Md [P. C. Sood, 2016].
No experimental data investigating excited states of

*adam.bronis@gmail.com
fstanislav. antalic@fmph.uniba.sk

24Md populated after 2>*No EC decay are available.
Our primary goal is to investigate these excited states
for the first time.

1.1 Experiment

Target material 2%PbS with a thickness of
450 ug/cm? was irradiated by “®Ca projectiles
with a kinetic energy of 218.4MeV accelerated
by the UNILAC operating in pulse regime. The
velocity filter SHIP was used to separate reaction
products from the projectiles. Detector system is
placed in the end of the separator and its scheme is
on the Fig. 1. The evaporation residues (ER) were
implanted into a position-sensitive 16-strip silicon
PIPS detector (STOP) where their @ and B decays
occurred. In front of the STOP detector another
6-segment strip silicon detector (BOX) was placed to
measure particles escaped from the STOP detector.
Behind the silicon detector 4-crystal HPGe detector
(CLOVER) was arranged to measure Y or X-rays in
prompt/delayed coincidence with signals from the
STOP detector. The resolution of CLOVER detector
for summed spectra of all four crystals was 1.8 keV
(Ey ~=560keV).

VETO detector

TOEF detectors

CLOVER
detector

ARRR=ARLEs sanss nasas]
0 50 100 150 200
mm

Figure 1 — Scheme of detector system arrangement.
Red lines denote the trajectory of fusion products
and scattered projectiles [Hofmann, 2009].

1.2 Conversion electron spectroscopy

Registration of conversion electrons and y quanta
emitted in the process of deexcitation is a rel-
atively new technique used, for example, in the
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Figure 2 — Available spectroscopic information for the transfermium region [Ch. Theisen, 2015]. Numbers corre-
spond to the known excited states. Spin and parity of the ground state is also shown. Black arrows denote previously
investigated isotopes which decay via electron capture. Red arrows denote the isotopes studied in this work and in

our previous study of [Bronis, 2018]

investigation of high energy K isomer states
[E.P. Hessberger, 2010]. The condition of conversion
electron and y quantum coincidence results in signifi-
cant background suppression. Moreover, with the ad-
ditional condition of coincidence with X rays, it is
possible to selectively assign deexcitation cascades to
a given element. Technique of coincidences between
conversion electrons and ¥ or K X-rays was success-
fully used for the identification of isomeric states in
253Fm and **No by Antalic et al. [S. Antalic, 2011]
Furthermore, electron capture decay of >¥Db was
studied by using the delayed coincidences between K
X-rays and/or conversion electrons by Hessberger et
al. [F. P. Hessberger, 2016b]. However, this technique
has been rarely used in the region of heavy elements.
Due to the fact that deexcitation of populated states
in such isotopes often occurs via internal conversion,
we decided to use this technique for the study of the
isotope 2*Md.

Therefore, we are searching for the coincidences
(At<5 us) between characteristic X-rays, given
transitions and CEs.

Schematically, conversion electron spectroscopy in
our study can be described in following steps (Fig. 3):

1. Reaction product (black circle) is implanted into
the position sensitive silicon detector.

2. Consequently, implanted nuclei decays via elec-

tron capture and characteristic X-ray is em-
mited. Usually, excited states in daughter nuclei
(red circle) are populated. Deexcitation of nuclei
can occur via:

(a) Internal conversion, in which an character-
istic X-ray and a conversion electron (e) is
emmited.

(b) Emmision of a y quantum.

Key attributes of conversion electron spectroscopy
can be summarised as:

Highly selective method - significant back-
ground suppression.

Silicon detector works as a CE calorimeter.
However, the discrimination level of the silicon
detector has to be set as low as possible to regis-
ter these CEs.

Very efficient in the region of heavy elements
due to the dependence of internal conversion on
the proton number as ~Z> especially for low en-
ergy transitions.

CEs work as a markers of isomeric state decay
enabling them to discriminate from background
and random coincidences.
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PSSD strip PSSD strip
r 1) r 2

HPGe detector

| = "~ HPGe detector )
| ¥ HPGe detector

| |Conversio
| electron

Figure 3 — Schematic of conversion electron-y coincidence technique used in our work. 1) Implantation of reaction
products into the position sensitive silicon detector. 2) Electron capture decay with emission of the characteris-
tic X-ray. 2a) Deexcitation via internal conversion, emission of characteristic X-ray and conversion electron. 2b)

Deexcitation via emission of y quantum.

Table 1 — Summary of the decay data of isotopes identified according to the (Fig. 4 a).

Isotope Earxp/keV Eorer /keV T\ orEF 1elREF Reference

%No 8094410 8088410 51s  =+10 ~1.0 [F.P. Hessberger, 2006]
20Fm 7430+10 7435+11 30 min £2 0.83 40.03 [G. Miinzenberg, 1981]
24Fm 7188410 719242 3.240h+0.002 0.849+0.005 [1. Ahmad, 1984]
2ot 6751£10 6758+10 35.7h +0.5 0.79340.01 [M. Magara, 1996]

* Using the Brlcc (Band-Raman Internal conver-
sion coefficient) [T. Kibédi, 2008] possible con-
version coefficient for given multipolarities can
be obtained.

served energies of a particles (Fig. 4 a), with the
known energies (Tab. 1). Investigated isotope >>*Md
was produced in the 2%NoZ£S25Md 525 Fm de-
cay chain. Approximately 270 000 nuclei of >*No

2 Data analysis o ) )
E P I
. . 6000 £~ 2 2| &
The reason behind the limited nuclear spectroscopy E o 3| w
o L . 25000 - ? 2| =
data in this region is usual low production cross sec- 2 =3 = | T 8f €4
. . . ™~ - =~
tions of these isotopes ranging from ub to pb. One ;4000 = g 2 |&E 2| o2
; P : o E B 2 O[8 B
of the largest cross sections is ¢=5 ub as the maxi- 33000 € X
254 . . . 20848 3 FE 5 © 8350 8400 8450
mum for ~*No production via reaction “"°Pb(*°Ca, 200§ £ o
2n)»*No. Thus, >*No is an obvious choice for oo E- | &
the spectroscopy of its daughter isotope 2>*Md de- = l L L
spite the relatively low >*No EC branching ratio €500 7000 7500 £000 8500 8000 9600
ol ke
0.17001 [F.P. Hessberger, 2010).

In the complete fusion reaction *8Ca+’%8Pb
compound nuclei 2®No* were produced and 2n-
evaporation channel was the dominating channel,
which lead to the >>*No evaporation residues (ER).

Decay products were identified by comparing ob-

Figure 4 — a) Spectrum of o decays observed in
beam pause. b) Inset displays part of the same spec-
trum in the range 8350-8500 keV. Isotope >>No was
produced due to the 2°°Pb impurities in the target
material.
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were produced, according to the pause spectrum
shown in Fig. 4 and the number of »°Fm alpha
decays with correction factors for geometry 0.53
and pause 0.75 where we used the branching ra-
tio of 2*No b=0.9"]. Based on the HIVAP cal-
culations [Reisdorf, 1981], the direct production of
2%Md via pn evaporation channel was negligible
[F.P. Hessberger, 2006].

2.1 Excited states of 2*Md

Using prompt CE-7 coincidence technique, the char-
acteristic K X-rays of nobelium, mendelevium and
fermium were identified (Fig. 5 b).

Strong 7y-ray transitions (53, 841, 887, 943keV)
corresponding to deexcitation of **No isomeric
state previously reported in [S. K. Tandel, 2006] were
present (Fig. 5 a). We observed prompt coincidences
between characteristic mendelevium K X-rays and y
transitions simultaneously with conversion electrons.
The y-v coincidences gated by conversion electrons
and mendelevium K X-rays 117-119keV (118.09
Md Ky [C. Thierfelder, 2008]) and 123-125keV
(124.17 Md K, ibid.) were used to identify tran-
sitions in coincidence with characteristic mendele-
vium X-rays (Fig. 6). To emphasize these transitions,
both gated spectra (117—-119keV and 123 -125keV)
were summed (Fig. 6a). Summary of y-y coinci-
dences gated by the conversion electrons and the
mendelevium X-rays or by the most intense 2>*Md
Y-ray transitions is in Tab. 2. All of these events
(277, 505 and 781 keV) have TAC value (time differ-
ences between STOP detector signals and CLOVER
signals) 1500—-2000 channels determining them as
”prompt” (Fig. 5 d).

Table 2 — y-7 coincidences gated by the mendele-
vium K X-rays or the most intense >*Md ¥ transi-
tions (277, 505 and 781 keV). Energies are in keV.

Gate Coinciding lines

Md Kq; 124 118, 124,277, 781

Md Kgp 118 118, 124, 276, 505, 781
277 118, 124

505 118

781 118, 124, 160

However, in case of the 2*Md most intense y-ray
transitions (277, 505 and 781 keV), they were found
in coincidence with the signals from BOX detector
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Figure 5 — a) Energy spectrum of 7 transitions and
and X-rays in prompt coincidence with conversion
electrons (Ecp=0-900keV). b) Inset displays part
of the same spectrum in the range 108 —-133keV. K
X-rays characteristic for the given elements are vis-
ible. ¢) CE-¥ coincidence matrix which displays co-
incidences of y and X-rays with conversion electrons
(Ece=0-900keV). Y axis corresponds to the con-
version electron energy. d) Uncalibrated TAC spec-
trum which shows a two-dimensional matrix for the
time differences between STOP detector signals and
CLOVER signals (TAC) versus their energy mea-
sured by the CLOVER detector. Y axis corresponds
to the time difference between the registration of
conversion electrons and Y ray or X-ray emission.

with energies ranging from 900 keV up to 1200 keV.
Energy from BOX detector is created as a sum of
energies from STOP and BOX detector. Therefore,
these signals could be indication of the population
even higher excited states than sum of Y transitions
(gated by the characteristic mendelevium X-rays
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Figure 6 — a) Energy spectrum of y transitions and
X-rays in prompt coincidence with conversion elec-
trons (Ecg=0-900keV) and gated by the character-
istic mendelevium K X-rays (117-119keV and 123-
125keV). Panels b), ¢) and d) show coincidences
with the most intensive 7y transitions assigned to
254Md. In panel d 161keV transition is artificially
created by the scattering of 943 keV transition as-
signed to deexcitation of 2>*No.

Fig. 6 a) and corresponding energies of conversion
electrons. In our analysis, we investigated the
concidences between the characteristic K X-rays of

mendelevium gated by the conversion electrons with
energy Egc=0-900keV (Fig. 6). Three most intense
transitions were observed, with energies 276.7, 504.5
and 781.0keV, where also K X-rays of mendelevium
are present. It should be noted that the sum of two
of these energies 276.7keV and 504.5keV fits the
value of the latter 781.0keV, and can be indication
of a transitions in a cascade. However, according to

CE 114-116 keV b)
K-, Fm

CE 120-122 keV

500 300 500 700 900

CE 117-119 keV d)
K-ot, Md

CE 123-125 keV c)
K-, Md

500 0100
Egrop/ keV

100 300 500 700

Figure 7 — Energy spectrum of conversion electrons
(Ece =0-900keV) gated by the characteristic fer-
mium K X-rays a) - 120-122keV b) - 114-116keV
and mendelevium K X-rays ¢) - 117-119keV d) -
123 -125keV.

the coincidence spectrum shown in Fig. 6 b) and
d) it can be shown that 276.7keV transition is in
coincidence with 781.0keV transition. Nevertheless,
due to the low statistics ambiguity of this coinci-
dence has to be noted. According to coinciding y ray
transitions (Fig. 6) we can assume, that the energy
of highest populated level is ~ 1060 keV, calculated
as a sum of ¥ ray transitions found in coincidence
(781 and 277keV). We also analysed CE energies
in coincidence with observed transitions 781 and
277keV (Fig. 8) to estimate energy of the highest
populated state. Summing the 277keV transition
with its maximum CE energy ~630keV and the
conversion electron L shell binding energy 28 keV or
the K shell binding energy 146 keV we obtain 940 —
1060 keV. Similarly, sum of 781 keV transition with
its maximum CE energy ~210keV and the L or K
shell binding energy gives the value 1020—1140keV.
We estimated the probability of direct population
of this state with energy ~ 1050keV. Ratio of coi-
cidences between 277keV and 781keV transitions
and number of 2*Md nuclei is 1678/27000 giving
the probability 6%. Number of coincidences between
277keV and 781keV was calculated using count
of observed coincidences (Fig. 6 b and d), y ray
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Figure 8 — Energy spectra of the conversion elec-
trons in coincidence with the 2>*Md 7 ray transi-
tions. a) Conversion electrons in coincidence with
the 277keV 7 ray transition. b) Conversion elec-
trons in coincidence with the 505keV v ray transi-
tion. ¢) Conversion electrons in coincidence with the
781 keV transition.

detection efficiency (0.06 for 277keV and 0.025
for 781keV transition [F.P. Hessberger, 2010]) 0.53
factor for registration of conversion electron and
0.75 factor determined by the active volume of
the detector. However, as we observed only one
coincidence (Fig. 6 b and d ) ambiguity of this
probability has to be noted. We calculate log(ft)
value corresponding to the direct EC decay of >*No
into 1050keV state using the Qpc=1270"130keV
(g.s. to g.s.)[M. Wang, 2012], energy of populated
state 1050700 keV, T} ,=51"10 s branching ratio for
EC decay 0.1 and absolute intensity 0.6f8:3% (per
100 decays of parent nucleus). Obtained log(ft) value
was 4.31“}% for the non-unique transition and 3.5ﬂ:§
for the first unique transition. Fractions of K-shell,
L-shell or M-shell capture were O.ngij, 0.48f8:};
and 0.21703! for the non-unique and 0.0, 0.63f8:}g
and 0.341’8:3 for the first unique. We also calculated
the log(ft) value for the g.s. to g.s EC decay. In
this case log(ft)=5.7 was obtained for non-unique
or unique transition. As excited states in 2*Md
are populated via EC decay of even-even nuclei
2%No with spin and parity 0+ we can asume that
these directly populated states should have spin <2
based on the calculated log(ft) values <55.7 which
correspond to the allowed or first forbidden transition
according to the log(ft) systematics [B. Singh, 1998].

From the comparison of conversion-electron ener-
gies in coincidence with the fermium or mendele-
vium K X-rays (Fig. 7), we can expect presence of

converted transition in the deexcitation of 2>*Md,
with energies of conversion electrons 30-90keV. It
has to be noted that similar energies of conversion
electrons are also in coincidence with the most in-
tense 7y ray transition (277 keV) assigned to the de-
excitation of *Md therefore this highly converted
transition could be in cascade with the 277 keV tran-
sition.

3 Discussion

In our previous work ([Bronis, 2018]), we dis-
cussed the possible configurations of low lying and
g.s. states in 2>*Md. We assumed that the low
lying 3~ state in 2>*Md composed from proton
and neutron one-qp states ([A. Parkhomenko, 2004],
[A. Parkhomenko, 2005]) populates directly high en-
ergy (>1000keV) levels in 2>*Fm via EC decay. Di-
rect population of this 3~ state in 3*Md via EC decay
of 2*No with g.s. 0" requires third forbidden transi-
tion with log(ft)>15 (AJ=1,2,3 and Am=yes). There-
fore, another populated higher energy level/s should
deexcites via this 3~ state. Presence of another lev-
el/s is also supported by our recent observation of y
ray transitions during deexcitation of states in >3*Md,
which are populated after EC decay of 2>*No. We can
expect that spin of these states should be <2 due to
the calculated log(ft) value <5.7.

Based on the calculated energies of pro-
ton 1-qp states for odd isotopes with Z=101
[A. Parkhomenko, 2004] in the vicinity of 2>*Md
and the known experimental data regarding N =153
isotone 2*Fm [S. Antalic, 2011] we estimate the
possible 2-qp configurations of excited states in
24Md. In isotope 253Fm neutron state v:9/21[615]
with energy 530-550keV was populated in EC
decay of 2>Md via probable transition between
proton and neutron states

m:7/27[514] — v : 9/27[615]

where also significant direct population of the
v:7/2+[613] state with energy 130-—150keV is
expected. In study of >>Md by Ahmad et al.
[I. Ahmad, 2000] same transition was observed
where also v9/2+[615] state was populated. Iden-
tical transitions were observed also in the EC
decay of *’Md [K.J. Moody, 1993]. Possible
2-qp configurations with spin <2 and excita-
tion energy ~1000keV based on combining
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of neutron states Vv:7/2T[613] or Vv:9/27[615]
with 1-qp states of odd (N=152, N=154 Fig. 9)
isotopes with Z=101 [A. Parkhomenko, 2004] are
v:9/2T[615]®7:9/21[624],v:9/2T[615]|®m:7/27[633]
v:9/27[615]® m:7/27[514].

512 M
1,0 5 a+40]  BI512]
=
4 1+]400] "
\‘ \\\+[402]
0,8 ] \\ +1400 5+4[642]
3{521] a1t
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Figure 9 — Systematics of one-quasiparticle proton
states calculated for odd-A isotopes of mendelevium
[A. Parkhomenko, 2004] . Black square denotes 1-
gp configurations used in our analysis.

For populated states with energies <1000keV

possible configurations are

v:7/27[613]® m:7/27[514],v:7/2[613]27:9/21[624],

v:7/27[613]1® m:7/21[633].

However, as ambiguity arises due to the proximity
of proton orbitals 7:1/27[521] and 7:7/27[514] in the
region of deformed nuclei ([R. R. Chasman, 1977]),
configurations combining the m:1/27[521] orbital
also need to be taken into account. In this case,
mw:1/27[5211® Vv:5/27[622] is possible configura-
tion for the states with energy 1000—1200keV and
7:1/27[521]1® v:3/27[622] is probable as a state with
energy <1000keV and spin <2.

Based on the analysis of possible 2-qp states and Y-y
coincidences found, we are able to present tentative
scheme of states populated after EC decay of 2>*No
(Fig. 10).

+254N0
0 1NN
' ~1020-1140
|
N
________ S
UV
(3) 254 D

Figure 10 — Tentative level scheme of states pop-
ulated after EC of 2*No. Scheme is based on the
investigations of -y coincidences and energies of
conversion electrons corresponding to the most in-
tense Y ray transitions assigned to the deexcitation
of *Md.

4 Conclusion

Excited states of >>*Md populated after EC decay
of 2*No were investigated for the first time. Tenta-
tive level scheme of states populated after EC decay
of 2*No was proposed with previously unobserved
277, 505 and 781 keV transitions. Corresponding to
this scheme new limits of excitation energy was cal-
culated (1050-1150keV). Moreover, possible 2-qp
configurations of these excited states of 2>*Md were
investigated. In the next analysis, we are going to fur-
ther extend the investigation of electron capture in the
transfermium region with focus on the mendelevium
isotopes.
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Abstract

Adverse effects of radon inhalation on human
body are well known; exposure from radon and its
decay products is the second leading cause of lung
cancer after smoking [UNSCEAR, 1982]. To
address this issue, the EU member states shall
establish national action plans addressing long-term
risks from indoor radon exposures, and to identify
areas where radon concentration is expected to
exceed the relevant national reference level
[Euratom 2013/59, 2014].

The regions where elevated indoor radon levels
are expected for natural, i.e. geogenic reasons are
called geogenic radon prone areas [Bossew, 2014].
Radon-prone areas can be identified either directly
by using indoor measurements [WHO handbook,
2009], or indirectly from the properties of the upper
layer of soil (radium and radon concentrations,
porosity, soil type, permeability, water content,
etc.). In this paper, four different indirect
approaches for determining the geogenic radon
potential are compared on the area of Mochovce,
Slovakia (22 x 22 km?). This area is especially
suitable for these purposes because due to the
presence of a nearby nuclear power plant, the
density of ??Rn, **®U, #*Th and “°K measurement
points is very high [SGIoDS, 2018]. Radon
potential maps were created and then used to
identify villages where elevated radon levels were
suspected. In these villages, measurements of
indoor radon were performed and evaluated.

Materials and Methods

Mochovce area (~22 x 22 km?) is especially
suitable for the study of geogenic radon potential
because this area was thoroughly mapped for the
presence of ®U, *?Th, “K in the soil (~2
measurement points per km?) and ??Rn in the soil
air (~0.6 points km™). In the vicinity of Mochovce
nuclear power plant, high soil radon concentrations
up to 100 kBg m™ were found. In addition, within
the framework of a joint project of V4 countries,

brisudovaalgmail.com
bulko@fmph.uniba.sk
Karol.Holy@fmph.uniba.sk

measurements of indoor radon and thoron
concentrations in this area were performed
[Miillerova et al., 2014].

In order to calculate the geogenic radon
potential, data on permeability and radon activity
concentration in the soil were required. These data
were taken from the map server of the State
Geological Institute of Dionyz Star [SGIoDS,
2018]. Soil permeability was classified either as
“impermeable”, “moderately permeable” or
“permeable”, and the values of the permeabilit
coefficient k were quantified as 5.2-:10™ m? 1-10°
m?, and 4-10™ m? respectively [SUJB, 2012;
Nazaroff et al., 1988]. Radon activity concentration
in the soil was measured at a depth of 0.8 m.

The maps of geogenic radon potential calculated
according to different approaches were created in
the geostatistical software Surfer 11. The kriging
method was used for data interpolation. Areas with
low, medium and high radon potential were
highlighted in blue, yellow and red color,
respectively.

2

Results and Discussion

The first approach, proposed by Neznal
[Neznal et al., 2004], is based on determining the so
called radon index (RI). This method is useful if the
permeability is determined only quantitatively.
Radon index of the area is defined in Table 1. In
this table, the symbol Ca stands for radon
concentration in the soil gas at a depth of 0.8 m. For
our purposes, the radon indexes were assigned
discrete numerical values (1=low, 2=medium, and
3=high).

Table 1: Radon index assessment [Neznal et

al., 2004].
Radon index (RI) Ca [kBag/m’]
Low Ca<30 Ca<20 Ca<10
Medium 30<Ca<100[20<Ca<70|10<Ca<30
High Ca>100 Ca>70 Ca>30
Permeability Low Medium High
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Based on the calculated values of RI, the map of
radon potential was created (Fig. 1). According to
this approach, there are two areas where elevated
indoor radon concentrations can be expected
(highlighted in red color).

Fad Fitkisy

yind i

Figu;:e 2: Ma[i of radon potential calculated
according to the formula proposed by Neznal [Neznal,
2004].

A\ : 1 The third approach for determining the
y e — geogenic radon potential was proposed by Tanner
< ) © \ [Tanner, 1988]. He defined the so called radon

Figure 1: ap of radon potential determined from availability number (RAN) as follows:
the table proposed by Neznal [Neznal, 2004]. '

RAN=C_M, )

The second approach for determining the
geogenic radon potential (RP) was also proposed by
Neznal [Neznal et al., 2004]. In this case, radon
potential is defined by the following formula:

where C, is the saturated radon activity
concentration in the soil air [kBq m™] and M is the
mean migration distance [m]. Since Tanner did not
provide any delineation between low, medium and

C, -1
=—d (D) high risk areas, we used our own scale that shows

—logk—10 high risk areas in red color. The resulting map is
shown in Fig. 3.

where C, is radon activity concentration in the soil
gas at a depth of 0.8 m [kBq m’] and k is the
permeability [m?].

Based on the calculated value of RP, the radon
index (low, medium, or high) is assigned according
to Table 2. The resulting map of radon potential is
shown in Fig. 2; we can observe that radon index in
the area of interest is either “low” or “medium”;
there are no radon indexes classified as “high”.

Table 2: Radon index assessment [Neznal et

al., 2004]. s

RP Radon index (RI) ”

RP<10 Low °

10 <RP <35 Medium ’
35 <RP High

according to the formula proposed by Tanner
[Tanner, 1988].
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The last (fourth) approach utilized in our study
was proposed by Slunga [Slunga, 1988]. In this
case, the geogenic radon potential (R,,) is defined
as:

Rn, =log,,(6C,k") =3, 3)

where Cy 1is the saturated radon activity
concentration in the soil air [Bq m™] and k is the
permeability of the soil [m?]. Based on the value of
geogenic radon potential R, the radon risk
category is defined (Table 3). The Surfer-created
map of geogenic radon potential calculated
according to this classification is shown in Fig. 4.

Table 3: Radon risk assessment [Slunga,

1998].
Rn, Radon risk category
Rn,<1 Negligible
1 <Rn,<2 Low
2<Rn,<3 High
3<Rn, Very high
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F igure 4: Map of geogenic radon potential calculated
according to the formula proposed by Slunga [Slunga,
1988].

From Fig. 4 it follows that Slunga’s approach
classifies the majority of the area of interest as
“low”, and the remaining area as “negligible”. This
approach predicts that there are no “high” or “very
high” radon risk categories in this area .

The values of geogenic radon potential for all
these approaches were calculated and compared
against the radon potential RP [Neznal et al., 2004].
The results are shown in the following three figures.

Fig. 5 shows that there is a good agreement
between the averaged Neznal radon index RI
defined in Table 1 and the Neznal radon potential
RP calculated according to Eq. 1 (Fig. 5, black line
R’=0.958). In this figure, full black circles represent

averaged values of RP for RI = 1, 2 and 3,
respectively; horizontal whiskers represent standard
deviations of the data. This figure also indicates that
the trend between RI and RP calculated for each
measured data point (black line) is close to the trend
between RI and RP predicted by Table 2 (grey line).

y=0,073x+0,72
3 R?=0,958

y=0,057x+0,71

Rl (Neznal, table)

® real data
—i—expected trendline

0 T T T T 1
0 10 20 30 40 50

RP (Neznal, formula)

Figure 5: Relationship between radon index RI and
radon potential RP [Neznal et al., 2004]. The values of
RP were averaged (full black circles); horizontal
whiskers represent the standard deviation of the data.

Geogenic radon potential R,, proposed by
Slunga [Slunga, 1988] compared against radon
potential RP proposed by Neznal [Neznal et al.,
2004] is shown in Fig. 6. The relationship between
these approaches is logarithmic, and the correlation
coefficient is very high (R*=0.985).

2,5 -
y =0,40In(x) + 0,50
2,0 - 2 _
0,985 T
—_— K]
&
S 15 S
a
1]
=
e 10
i
0,5 14
I‘I
0,0 T T T 1
0 10 20 30 40

RP (Neznal, formula)
Figure 6: Relationship between radon potential Rna
[Slunga, 1988] and radon potential RP [Neznal et al.,
2004].

Geogenic radon potential R,, proposed by
Tanner [Tanner, 1988] compared against the radon
potential RP proposed by Neznal [Neznal et al.,
2004] is shown in Fig. 7. In this case, the
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relationship between these approaches is linear, and
the correlation coefficient is also very high
(R?=0.980). Two different linear trends in Fig. 7 are
caused by the fact that soil in the Mochovce area
was classified either as “impermeable” or
“moderately permeable” [SGIoDS, 2018]. Each of
these two permeability values follows a different
linear trend between RAN and RP.

100 -
¢
80 - y=2,57x+1,04 o
R?=0,980 o

- o>
3 60
£ .
=3
Z 10
[~

20

U T T T 1

0 10 20 30 40

RP (Neznal, formula)
Figure 7: Relationship between radon available
number RAN [Tanner, 1988] and radon potential RP
[Neznal et al., 2004].

It can be concluded that while the match
between visualized values of geogenic radon
potential calculated from different classifications is
rather poor (Fig. 1-4), the correlation between them
is, in contrast, very strong (Fig. 5-7). Poor visual
agreement between the Surfer-created maps of
radon potential is likely caused by different
categorization of radon-related risk, which is on the
maps represented by blue, yellow and red areas.

Based on the created maps, four villages where
elevated values of radon potential could be expected
were chosen, and measurements of indoor radon
were performed there by RADUET track detectors
manufactured by the company Radosys during three
months of winter. At present, the measurement
results and their analyses are available for two
villages. In the village that is located in the area of
high radon potential calculated according to Tanner
[Tanner, 1988], indoor radon activity concentrations
(RAC) ranged from 130 to 900 Bgq m?®, and the
average RAC was 404 Bq m™. In this village, in 56
% of cases the average RAC exceeded 300 Bq m?,
which is the reference level recommended by the
EU directive [Euratom 96/29, 1996] as well as by
the Slovak law [Zakon 87 ZZ, 2018]. These results
indicate that the maps of radon potential could serve
as potent tools for delineating radon-prone areas.

Conclusion

In this paper, four different approaches for
determining the geogenic radon potential were used
to create radon potential maps in the Mochovce
area, Slovakia. Correlation analyses revealed that
these approaches are strongly correlated, but the
maps appear to be visually different from each
other. Poor visual agreement between the maps is
likely due to the fact that different approaches use
different categorization of radon-related risk. Radon
potential maps served as a basis for identification of
villages where elevated indoor radon levels were
suspected. In these villages, measurements of
indoor radon were performed and evaluated.
Preliminary results indicate that the maps of radon
potential are potentially valuable tools for
characterizing radon-prone areas.
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Abstrakt

Kontinudlnym  meranim radénu a  jeho
kratkozijucich produktov premeny bolo zistené
spravanie sa tychto radionuklidov vo vonkajSej
atmosfére v aredli Fakulty matematiky, fyziky a
informatiky UK. Analyzovali sme data z mesiacov
jal a november, ktoré dobre reprezentuji
podmienky v letnom a jesennom obdobi. Na
meranie objemovej aktivity radonu bola pouzita
velkoobjemova scintilacnd komora. Produkty
premeny radénu (*°Po, ““Pb a ““Bi), ktoré su
sucast’ou aerosolov obsiahnutych v atmosfére, boli
zachytdvané na filtri a nasledne boli merané alfa
spektrometricky, pomocou kremikového detektora
umiestneného tesne nad filtrom. Z vysledkov
vyplyva, ze denné priebehy objemovych aktivit
produktov premeny sa spravaju podobne a vSetky
vykazuji maximum v skorych rannych hodinach a
minimum v poobediajsich hodinach. Urcili sme
vztah medzi ekvivalentnou objemovou aktivitou
(Ceqrn) a objemovou aktivitou radénu (Crn), Spolu s
vplyvom niektorych meteorologickych parametrov
ako st vlhkost, teplota a rychlost’ vetra na ich
spravanie sa. V niektorych pripadoch sa zistilo az 2
hodinové oneskorenie objemovej aktivity radonu za
rychlostou  vetra. Taktiez sme Studovali
rovnovazny faktor, ktory vykazoval podobné
priebehy v oboch mesiacoch, s maximom popoludni
a minimom pocas noci. Rychlost’ vetra ma velky
vplyv na objemovi aktivitu radénu a jeho
kratkozijucich produktov premeny v atmosfére,
preto sme blizSie skimali aj smerovu distribuciu
objemovej aktivity radénu v zavislosti od smeru
vetra.

KPucové slova: radon, denné variacie, kratkozijiuce
produkty premeny

1 Uvod

Radon ?Rn neustale vstupuje z pody do spodne;
vrstvy atmosféry kde podlieha vertikalnemu
premieSavaniu a  horizontdlnemu  transportu.
Radioaktivnou premenou radéonu vznikaji dcérske

Markus.Helej@fmph.uniba.sk
Karol.Holy@fmph.uniba.sk

radionuklidy #®Po, **Pb a Bi. Kratkozijice
produkty premeny radéonu sa kratko po ich
sformovani stavaji sucast’ou aerosolov v atmosfére.
Kratko po sformovani su neutralizované a
naviazané na malé CiastoCky, plyny a vodné pary a
vznikaju takzvané klastre. Po vzniku klastrov sa
produkty premeny zachytdvaji na aerosoly v
atmosfére a turbulentnou difiziou st rozptylené az
do troposféry [1]. Koncentracia produktov premeny
radonu v atmosfére =zavisi od miery ich
odstraniovania, ¢i uZz suchou alebo vlhkou
deponaciou. Objemové aktivity “’Rn a jeho
produktov premeny (**Po, #*Pb, ?“Bi a *“Po)
vykazuji denné a sezénne varidcie, na ktoré
vplyvaju rdézne meteorologické faktory ako st
teplota, vlhkost’, rychlost’ vetra a tthrn zrazok [2].

Prvotny zaujem o radén nastal po uvedomeni si
jeho prispevku k radiacnej zatazi obyvatel'stva z
prirodnych  zdrojov.  Simultinnym  meranim
objemovych aktivit radéonu a jeho produktov
premeny sa ziskava dolezity parameter, rovnovazny
faktor, ktory je z radiohygienického hladiska
dolezity pre vypocet efektivnej davky a prikonu
efektivnej davky od radonu [3]. Neskor bol
rozpoznany potencial radéonu pre vyskum
atmosféry. Jeho dobre definovany zdroj, ktorym je
pdda a jeho radioaktivna premena, ho robia
spolahlivym ukazovatel'om kontaktu vzdusnej masy
so zemskym povrchom.

V praci su prezentované vysledky kontinualneho
monitorovania “?Rn a jeho produktov premeny
(*®Po, “*Pb a #*Bi) v Bratislave. Vysledky analyzy
dat zahrnuju S$tudium vplyvu meteorologickych
faktorov, vyskum rovnovazneho faktora a smerovej
distribucie objemovych aktivit radonu a jeho
produktov premeny.

2 Miesto merania

Objemové aktivity radénu a jeho kratkozijucich
produktov premeny (*®Po, ***Pb, **“Bi a ?*Po) boli
merané na vo vonkajSej atmosfére v areali Fakulty
matematiky, fyziky a informatiky UK v Bratislave.
Podnebie v Bratislave je vnitrozemské stredne teplé
a mierne vlhké so studenymi zimami. Podlozie je tu
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tvorené prevazne granitom a dominantné pradenie
vetra je zo severozapadu a vychodu [4].

3 Pouzité metody

Na meranie objemovej aktivity radonu bol pouzity
kontinualny monitor radonu, ktory pracuje na baze
scintilacnej komory a slizi ako referencny monitor
radonu na KJFB FMFI UK [5,6]. Do detektora je
vzduch privadzany cez 50m dlht hadicu s
vnitornym priemerom Smm. Pocas prechodu
vzduchu hadicou sa z velkej casti rozpadne
pritomny torén. Pred tym ako vzduch vojde do
komory, je zbaveny vlhkosti v koléne zo
silikagélom a produktov premeny pri prechode
vatovym filtrom. Prietok vzduchu je nastaveny na
0,5 Lmin-1 a nasavany vzduch sa tak v komore
zdrzi asi 9 minit a potom pokracuje von cez
prietokomer a cerpadlo. Na stenach komory je
vrstva scintilatora, v naSom pripade je to ZnS(Ag),
ktory reaguje na dopad o cCastic emitovanim
svetelnych  zableskov, ktoré vo fotonasobici
prevadzame na napatovy impulz. Zaznam poctu
impulzov z komory je uskuto¢iiovany v 30
minitovych intervaloch. Objemovu aktivitu radénu
vyhodnocujeme v dvojhodinovych intervaloch zo
sumy impulzov v Styroch po sebe iducich meracich
intervaloch. Detekény systém na baze scintilacnej
komory sme kalibrovali Ward — Borakovou
metodou [7]. Citlivost’ scintilacne] komory je 0,3
imp/min pri objemovej aktivite **Rn 1 Bq m” a
chyba merania je menej ako 30%.

Objemové aktivity produktov premeny radénu boli
merané pomocou detekéného systému zostrojeného
na KJFB FMFI UK [8]. Pri premene radonu,
respektive  torénu, vznikaji v  atmosfére
kratkozijuce izotopy poldnia, bizmutu a olova a
stavaji sa sucastou aerosolov, ktoré sa nachadzaju
v atmosfére. Pri presavani vzduchu moézeme tieto
produkty zachytit’ na filtri a meranim aktivity filtra
moézeme uréitt objemova aktivitu produktov
premeny vo vzduchu. Filter je umiestneny vo
vzdialenosti 4,5 mm pod polovodicovym
detektorom s povrchovou bariérou. Na zachytenie
produktov premeny radénu pouzivame filtre RW19
firmy Millipore s priemerom 47 mm, hribkou 200
um a priemerom pérov do 1,2 pm. Citliva plocha
polovodi¢ového detektora je 450 mm®. Objemovi
aktivitu kratkozijicich produktov premeny radonu
("*Po, *"Pb *“Bi), vyhodnocujeme v
dvojhodinovych intervaloch a chyba merania je
menej ako 30%.

4 Vysledky

Cielom prace bolo najméd =ziskat poznatky o
spravani sa “’Rn a jeho kratkoZijicich produktov
premeny, ktoré su sucastou aerosolov v atmosfére,
urenie ich vzajomného vztahu, §tidium vplyvu

meteorologickych prvkov, ako je teplota, vlhkost’ a
rychlost’ vetra na ich koncentracie, preskiimat
priestorovi  distribliciu ~ objemovych  aktivit
vzhladom na smer vetra a tieZ spravanie sa
rovnovazneho faktora v atmosfére. V praci st
prezentované vysledky merani z dvoch mesiacov,
jedného letného (jul) a jedného jesenného
(november).  Zakladné Statistické daje o
nameranych koncentraciach st uvedené v tabul’ke 1.
Udaje o hodnotach meteorologickych prvkov bolo
poskytnuté Katedrou meteorologie a klimatologie
UK a boli merané priamo v areali fakulty. Pre oba
mesiace bolo Studované spravanie sa priemern}?ch
dennych vin objemovych aktivit **’Rn , *'*Po, *'Pb
2UBi A. a tieZ rovnovazneho Faktora F, pretoze
na vicSom subore dat je aperiodicky vplyv
meteorologickych parametrov na koncentracie
uvedenych radionuklidov potlaceny.

Ak bola vypocitana podl'a vzorca ktory odporuca
UNSCEAR [3]:
4 kv,Rn222 0,105- AP0218 +0,515- APb214 +0,380- ABi2]4

8

kde Ap(,z]g, Apb214 a AB{214 su objemové akt1V1ty
218po, 2"Pb a 2'*Bi v atmosfére.

Rovnovazny faktor F bol vypocitany podla
vzt'ahu:

kde Arm22) je objemova aktivita 2Rnv prizemne;j
vrstve atmosféry.

Charakteristické denné varidcie ktoré
moézeme vidiet na obr. 1 spdsobuji neustale
meniace sa podmienky v spodnej Casti atmosféry.
Pocas dna je koncentracia radonu v spodnej Casti
atmosféry najvyssSia v skorych rannych hodinach.
Pokles koncentracie radénu az na minimum, sa
dosahuje v popoludinajSich hodinach. Po vychode
slnka zacinaju slnecné luce ohrievat’ zem a narusi sa
tak teplotna inverzia v tejto vrstve. Teply vzduch
stupa nahor a radon sa dostava do vysSich vrstiev.
Tymto spdsobom vzrastd intenzita vertikalnej
vymeny vzduchu , zatial’ o koncentracia radonu v
prizemnej vrstve klesa [9]. Najsilnejsia vertikalna
vymena nastava v popoludnajsSich hodinach a Cg,
dosiahne minimum. S klesajicou vyskou slnka sa
znizuje ohrievanie zemského povrchu a vertikdlne
pradenie vzduchu sa spomaluje. Koncentracia
radonu narastd. Pocas noci sa teplota pddy
ochladzuje.  Vertikdlna vymena vzduchu sa
spomal’uje a Cg, az kym dosiahne maximum kratko
pred vychodom slnka [10].

65



66 Markus Helej
12 rychlost’ vetra je dosiahnuta v poobednajsich
hodinach (11:00).
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Ako je mozné vidiet na obr. 1, priemernd denna
vina objemovej aktivity *’Rn (Cg,) v jili, vykazuje
maximum o 5. hodine (9,1 Bg.m®) a minimum
popoludni o 15. hodine (3,9 Bq.m™). Ekvivalentna
objemova aktivita (Ceqrn) ktord vyjadruje linearnu
kombindciu  objemovych  aktivit  produktov
premeny, vykazuje podobny priebeh s maximom o
5. hodine (3,29 Bg.m™®) a minimom popoludni o 17.
hodine (1,53 Bg.m™). Rovnovazny faktor je dolezity
parameter ktory vystupuje vo vypocte efektivnej
davky obyvatel'stva od radonu, spdsobeny
inhalaciou jeho kratkozijucich produktov premeny,
ale tiez je dolezité poznat ho pre vypocet
rezidenéného cCasu aerosdlov v atmosfére [11].
Priemerny denny priebeh vykazuje len slabu
variaciu s maximom o 13. hodine (F=0,43) a
minimom neskoro vefer az skoro rano (F=0,32).
Priemerné denné viny #°Po, **Pb a #*Bi majt
prakticky podobny priebeh s maximom v skorych
rannych hodinach a minimom popoludni.

Vzt'ah objemovej aktivity ’Rn a teploty, vlhkosti a
rychlosti vetra suvisi s meniacimi sa podmienkami
v spodnej vrstve atmosféry. Priemerny denny
priebeh Cg, je v dobrej antikorelacii s priemernym
dennym priebehom teploty (R? = 0,85) a je vidiet aj
dobru korelaciu s priemernym dennym priebehom
relativnej vlhkosti vzduchu (R® = 0,89), ¢o uzko
suvisi s ohrievanim atmosféry po vychode sinka [9].

Podla predpokladov ktoré vychadzaju s
race Jacobiho a Andre [12] je rovnovaha medzi
*?Rn a jeho kratkozijiicimi produktmi premeny v
prizemnej Casti atmosféry zavisla od turbulentného
premieSavania. AvSak zmieSavacie procesy su
mimo inych faktorov, aj funkciou rychlosti vetra.
Na obr. 2 je vykreslena priemernd radonova denna
vina (Cgry) v porovnani s priemernou dennou vinou
rychlosti vetra (WS) v mesiaci jal. Z priebehu
priemernej dennej viny WS vidime Ze najvyssia

Obr. 2: Priemerny denny priebeh objemovej aktivity
?22RN (Cry), V porovnani s priemernym dennym
priebehom rychlosti vetra (WS), relativnej vlhkosti (H)
a teploty vzduchu (T), v mesiaci jul.

V tomto obdobi je prirodzene aj radon
intenzivnejSie transportovany s prizemnej vrstvy
atmosféry, ¢oho vysledkom je antikorelacia medzi
priemernymi hodnotami Cgr, a rychlostou vetra.
Pritom existuje priblizne 2 hodinové oneskorenie
minimalnej Cr, za maximalnou rychlostou vetra.
Po posune priemernych dennych priebehov Cgy
dopredu o 2 hodiny bola zistena antikorelacia medzi
Crn a rychlostou vetra na urovni R? 0,93.
Priemerné denné priebehy objemovych aktivit
218po, 2Ph a Bi, vykazuju podobné priebehy ako
priemerné denné priebehy Cgrn,. Tiez vykazuja
maxima v skorych rannych hodinach a minima v
popoludiajsich hodinach. AvsSak existuje casové
oneskorenie priebehov rozpadovych produktov za
priebehom Cg,. U ?®Po je to ~ 0,5 hodina a u #*Pb
a “Bi je to ~ 1 hodina. Po posune Cg, priebehu
dopredu o uvedené Casy je korelacia medzi dennymi
priebehmi Cg, a dennymi priebehmi jeho produktov
premeny na tirovni R = 0,99.

V novembri prevlada v Bratislave typické
jesenné pocasie. Teplota a rychlost’ vetra sa v
dlhodobom priemere pocas diia len malo menia. V
priemere teplota v novembri vykazovala maximalnu
hodnotu 8,2 C° o 13. hodine a minimalne hodnoty
na trovni 4 C° v noénych hodinach az do vychodu
sinka.
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Obr. 3: Priemerny denny priebeh objemovej aktivity
222Rn (Cgp), V porovnani s priemernym dennym
priebehom rychlosti vetra (WS), relativnej vlhkosti (H)
a teploty vzduchu (T), v mesiaci november.

Rychlost vetra bola v priemernom dennom
prlebehu prakticky konStantna a to na urovni okolo
3,3 ms™* Prlemerny denny priebeh CRn vykazuje
miernu variaciu s maximom 10 Bq. m® v nocnych
hodinach (od 23. hodiny do 5. hodiny rannej) a
mlnlmom popoludni o 16. hodine na Grovni 6,2
Bq. m. Minimum Cg, bolo oneskorené prlbhzne 0
15 hodlny za maximom teploty v priemernom
dennom priebehu. Rovnaky ¢asovy posun bol aj
medzi minimom relativnej vlhkosti a minimom Ckgy,
(Obr. 3).

Objemové aktivity 218pg g 24ph, 2“Bj a Aeky
boli v nocnych hodinach od 23. hodiny az do 9.
hodiny rannej praktlcky konstantné a to na Urovni
okolo 5,1 Bg.m* a minimalne hodnoty na urovni
okolo 3,37 Bg.m™ sa dosahovali okolo 15. hodiny.
Hlavny rozdiel medzi  priemernymi dennymi
priebehmi Cg, a koncentrdciami jeho produktov
premeny respektive A je Vv tom, ze pokial
koncentracie produktov premeny radonu respektive
Ay stupaji s Cgrp z popoludnajsicho maxima, tak v
rannych hodindch sa medzi ich priebehmi vyskytuja
dobre pozorovatel'né odlisnosti. Cr, zacne klesat’ uz
o 7. hodine (¢as vychodu slnka v novembri), zatial
¢o koncentracie jeho produktov premeny zacnl
klesat' az po 9. hodine (Obr. 4). To znamena, ze
(konstantné) koncentracie produktov premeny
radonu, ktoré su viazané na aerosoly zotrvavaju v
atmosfére dlhsie, asi o 2 hodiny v porovnani s Cgy.
To moéze byt spdsobené tym, ze turbulentné
riediace procesy v atmosfére po vychode slnka

1nten21vne]s1e odstraiiujit s prizemnej vrstvy
atmosféry “’Rn ako aerosoly.
Korelacné koeficienty medzi dennymi

priebehmi koncentracii produktov premeny radonu
a Cgry st nasledovné : Apigere) = 0 54 Apazrn S R?
=0,57, Aquap) = 0,55 Agzzrn) R?=0,39 a Aqus) =
0,54 A(222Rn) s R“=0,45.

Priemerny denny priebeh rovnovazneho
faktora F v novembri dosahuje maximum az
neskorsie popoludni medzi 17. az 19. hodinou (F =
0,63) a minimum v skorych rannych hodinach
medzi 1. a 5. hodinou (F = 0,48) Priemerna hodnota
F faktora v novembri (F = 0,68) je takmer 2 krat
vyssia ako v juli (F = 0,37). Priemerny denny
priebeh rovnovazneho faktora F pomerne dobre
antikoreluje s priemernym dennym priebehom Chgp
(R? = 0,86) a koreluje s dennym priebehom teploty
(R*=0,6).
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Obr. 4: Priemerny denny priebeh Rn (Cgy),
ekvivalentnej objemovej aktivity (Ceqgrn) @ rovnovazneho
faktora F.

V praci sme tiez vyhodnotili vplyv rychlosti
vetra na smerovu distribiciu objemove;j akt1V1ty
222Rp, Chru, ekvivalentni objemovu aktivitu Ceqrn a
rovnovazny faktor F. VSetky udaje o rychlosti a
smere vetra boli namerané na fakulte FMFI UK.
Udaje o smere vetra boli rozdelené do 16 bodov, od
0° do 360° po 22,5° (0°= sever, 90°= vychod, 180°=
juh, 270°= zapad).

Celkova prlemerna rychlost’ vetra juli bola
267 m s’V mesiaci jul bol v Bratlslave
domlnantny severozapadny Vletor (3,34 ms™) a tiez
aj vychodny vietor (3,22 m s™) a juhovychodny
vietor (3,01 ms™). Na obr. 5 su zobrazené priebehy
Crn, Ceqrn a rovnovazneho faktora F ako funkcie
smeru prudenia vetra.
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Obr.5: Vplyv rychlosti vetra na smerova distribtciu
objemovej activity ?2Rn (Cg,), ekvivalentnej objemovej
aktivity (Ceqrn) @ rovnovazneho faktora F v mesiaci jul.

Z obrazku je vidiet' vplyv dominantného pradenia
vetra zo severozapadu, ktory mal za nasledok nizsie
hodnoty Cgrn @ Ceqrn. Tento priebeh je v dobrej
zhode s naSimi vysledkami v ktorych bola
pozorovana antikorelacia medzi Cgr, a WS
vzhladom na intenzivne odstranovanie radonu a
jeho  kratkozijucich  produktov premeny pri
vysokych rychlostiach vetra. Opacény efekt
pozorujeme v  pripade  prudenia  slabého
severovychodného  vetra (1 40 m sV a
juhozapadného vetra (1,25 m s™). Najnizsia hodnota
rovnovazneho faktora F je v oblasti prudenia

slabého severovychodného vetra (F= 0,33) a
najvy§siu  hodnotu ma v oblasti slabého
juhozapadného vetra (F= 0,48). Nepozorujeme

korelaciu medzi WS a rovnovaznym faktorom, no
do uvahy treba brat aj to Ze vietor zo sebou podla
smeru prudenia prindSa aj zmenu viacerych
meteorologickych parametrov, ako su tlak vzduchu,
vlhkost' a teplota, ktoré moézu mat vplyv na
premieSavanie vzduchu v atmosfére, turbulentni
difiziu a na odstranovanie produktov premeny

radonu z atmosféry, suchou alebo vlhkou
depoziciou [2,12].
V mesiaci november bol v Bratislave

dominantn}'/ severozapadny az zépadny vietor (4,4
msh a juhovychodny (3,6 m s™) az vychodny
vietor (3,9 ms’ ) Celkova prlemerna rychlost vetra
v tomto mesiaci bola 3,12 m s™. Znova je mozné
pozorovat’ antikorelaciu medzi CRn a WS ktora je v
zhode s naSimi vysledkami. V  oblasti
juhovychodného (F=0,76) a severozapadného
(F=0,66) smeru prudenia vetra vidiet najvyssie
hodnoty rovnovazneho faktora F, naopak najnizSie
hodnoty rovnovazneho faktora si v oblasti vel'mi
slabého (0,69 m s™) zapadného vetra (F= 0,46)
(Obr. 6).
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Obr. 6: Vplyv rychlosti vetra na smerovt distribtciu
objemovej activity *’Rn (Crn), ekvivalentnej objemovej
aktivity (Ceqrn) @ rovnovazneho faktora F v mesiaci
november.

5 Zaver

Objemové aktivity radonu a jeho produktov
premeny vykazuju typické denné varidcie s
maximom skoro rano a minimom popoludni, ktoré
su porovnatelné s vysledkami inych autorov [13].
Potvrdil sa wplyv teploty a rychlosti vetra na
objemové aktivity radéonu a jeho produktov
premeny. Priemerné denné viny produktov premeny
maju podobny priebeh ako maji priemerné denné
viny Cgy @ Ceqrn Korelacie medzi objemovyml
aktivitami produktov a Cra st vyssie v juli (R® ~
0,8) ako v novembri (R? ~ 0,47).

Rovnovazny faktor F vykazuje slabé
variacie s maximom popoludni (v ¢ase intenzivneho
vertikdlneho premieSavania) a minimum Vv
neskorych nocnych alebo skorych rannych hodinach
[14]. Priemerna hodnota rovnovazneho faktora je v
juli (F= 0,37) je priblizne 1,5 krat nizSia ako v
novembri (F= 0,57). Priemernd  hodnota
rovnovazneho faktora F, vypocitand zo vSetkych
hodnét z jila a novembra je F=0.47+0.18, ¢o je
menej ako F=0,6, Co je odporucanda hodnota
UNSCEAR pre vonkaj$iu atmosféru [3].

V mesiaci jal je jasne dominantny Vplyv
pradenia vetra zo severozapadu (3,34 ms™) a tieZ aj
vychodny V1etor (322ms")a Juhovychodny vietor
(3,01 m s, ktoré mali za nasledok niz$ie hodnoty
Crn @ Cegrn. V novembri boli priemerné rychlost1
dominantnych pradeni VySSle severozapadny az
zapadny vietor (4,4 ms™) a Juhovychodny (3,6 ms’
) az vychodny vietor (3,9 m s™) a rovnako mali
tieto rychlosti za nasledok niz§ie hodnoty Cgr, a
Ceq,Rn-
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Jul November
Parameter Max.  Min.  Priemer S;ﬁi;ﬁgé Max.  Min.  Priemer ngréﬁ?/rldkgé

Crn [Bqm?] 179 05 656 35 1568 05 83 3.64
Ceqrn [Bq M 713 047 234 19 928 075 46 19

Rovnovazny faktor F 061 018 037 0.08 099 023 057 0.17
Cro [Bq ] 77 025 212 1.13 931 092 462 25

Coo[Bg m™?] 736 028 249 1.18 1015 056 477 1.89
Csi [Bgm?] 677 044 221 1.2 888 116 465 1.95
Teplota T [°C] 335 975 2121 56 1665 08 567 334
ltly\'/gh[l;’nsi.f]etra 736 028 267 1.32 833 014 312 1.56
Relativna vihkost H[%] | 100 30 65 18.8 98 475 8355 12.76

Tab. 1. Statistickéudaje sledovanych radionuklidov a meteorologickych parametrov.
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Abstract: VW LMi was classified as an W UMa- single

Binary

type eclipsing binary after the discovery of photomet-
ric variability by Hipparcos mission in 1997. Long-
term spectroscopy by Pribulla et al. (2006) showed
that VW LMi is a quadruple system consisting of a
contact eclipsing binary and a non-eclipsing binary.
The short outer orbital period (355 days) indicates a
presence of significant orbital perturbations in the in-
ner sub-systems. The aim of this thesis is to improve
orbital elements and physical parameters of compo-
nents but also to search for secular changes. First
of all, new spectra from Stard Lesnd and Skalnaté
pleso observatories must be deconvolved to obtain the
broadening functions and the radial velocities of the
components. The fitting of observed radial velocities
as well as light-time effect visible in the photometric
data is crucial to determine orbital parameters. These
parameters will be used in further numerical simu-
lations to investigate evolution of the system and to
constrain mutual inclination of the inner orbits. Mul-
ticolour photometric observations will be used not
only to measure the light-time effect but also to con-
strain possible secular inclination-angle changes.

1 Multiple stellar systems

As discussed in Tokovinin (1997), multiple systems
are useful objects as they provide precise values of
stellar masses and luminosities - properties tied to-
gether via relation L = M%, which help us understand
the processes of the stellar evolution. On the other
hand, from the dynamical point of view, these sys-
tems aid our understanding of the formation of physi-
cal multiples or higher order stellar systems. Two cat-
egories of multiple systems are recognized. Chaotic
systems, as their name suggests, have chaotic dynam-
ics. These systems, also called trapezia, have strongly
interacting orbits, therefore they are dynamically un-
stable. Chaotic systems only occur in star forming
regions, therefore they consist of young stars. On
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Tpribulla@ta3 .sk
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Figure 1: Scenario of multiple star formation. Credit:
Tokovinin (2004)

the other hand, hierarchical systems have stable or-
bits, which could be divided into smaller nested sub-
orbits. It is important to note, that the mentioned sub-
orbits could be treated as Keplerian two-body prob-
lems, whilst chaotic systems must be treated via N-
body problem.

1.1 Mechanisms of quadruple formation

Stars form after gravitational collapse in interstellar
gas clouds, while the collapse generally occurs in
more regions of the cloud. This means, that multi-
ple stars form from one interstellar cloud and they
create loosely bound stellar open clusters. The fur-
ther fate of these clusters was discussed in Tokovinin
(2004). The cartoon showing the current understand-
ing of multiple stars formation is shown in Figure 1.

First of all, stars evolve in a collapsing cloud,
which is often part of a larger interstellar gas cloud.
The protostars accrete cloud material and fall towards
the center of the cloud as the timescale of both pro-
cesses is roughly 10* — 10°yrs. At the first close
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encounter of protostars, interstellar surrounding gas
is still present and it significantly affects the further
dynamical evolution of the cluster. Single or binary
stars may be ejected from this system and some un-
stable hierarchical multiples may form. Stronger hi-
erarchies may form through dynamics and tidal dis-
sipation. Or the initial weak hierarchies may became
unstable as the remaining gas of the cloud interacts
with their outer components. Studies of statistical
properties of multiple stars lead to comprehension
of quadruple stellar systems formation mechanism as
published in Tokovinin (2008). It was shown, that
dynamical dissipation of stellar clusters leaves be-
hind mostly single stars and just a minority of binary
and multiple systems Goodwin and Kroupa (2005).
However, other mechanisms for quadruple formation
were suggested. The most promising of these mech-
anisms are rotationally driven fragmentation and mi-
gration due to gas accretion. The first promising sce-
nario for quadruple system formation is the rotation-
ally driven fragmentation. In this scenario two bina-
ries are formed in the collapsing interstellar gas with
initial separation roughly 10> — 10* a.u. They inter-
act with the remnants of the surrounding gas, cre-
ate spiral waves and transfer their angular momen-
tum outwards, becoming tighter and tighter. This pro-
cess naturally produces quadruple stars consisting of
two binaries. The second scenario is migration of
the orbits as a result of accretion of gas to binary,
with consequent increase of the mass ratio, and as-
sociated braking by the massive circum-binary disc.
This scenario might consist of two separate mecha-
nisms: accretion induced migration, which acts on
larger scales and a second migration, not associated
with accretion, which shortens inner orbital periods.
All in all, the outer orbit shrinks by accretion from the
envelope, while the gas accreted in the inner binaries
inherits it’s angular momentum and shrinks the inner
orbits.

2 Secular orbital changes

Secular orbital changes, or secular perturbations,
are defined as long-term phase average evolutions
on timescales much longer than the orbital periods
of system’s sub-systems Naoz (2016). As secular
timescales are longer than the orbital periods, mo-
tions of the individual components could be averaged
over their orbits. Therefore, only secular changes
of the orbital elements should be studied Antognini

(2015). Obviously, contemplating secular perturba-
tions has sense for stellar systems with at least three
components - triples. In case of a triple stellar system,
the system is decomposed to a binary system and its
stellar companion bound by gravitational force. As
theories and observations confirm, the companion or-
biting around the binary system causes secular per-
turbations in the orbit of the binary.

2.1 The Kozai-Lidov effect

The Kozai-Lidov effect (KLE) emerged from the per-
turbed three-body problem described by the Hamilto-
nian:
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Here k? is the gravitational constant, P, are Legen-
dre polynomials, P is the angle between r;, and r,,.
M, is the mass parameter:
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Consider a three-body system consisting of a bi-
nary system and a third companion on a circular or-
bit. Due to gravitational perturbations from the third
companion, secular orbital changes would occur in
the inner binary system. In the described systems
exchange of the angular momentum from the inner
to the outer orbit occurs. The conservation of the z-
component of the angular momentum results in os-
cillations between inner orbit’s eccentricity and incli-
nation. The inner orbit becomes more eccentric for
lower inclination and vice versa. Also, due to trans-
port of the angular momentum of the inner binary
system to the distant perturber (consequence of KLE)
the orbit of the inner binary system could shrink un-
til tidal circularisation and non-gravitational effects
such as magnetic braking would occur. These effects
are directly responsible for the formation of tight or
even contact binaries.

The rate of secular changes of eccentricities and in-
clinations for this case is rather small. If the outer or-
bit in a hierarchical three-body system has non-zero
eccentricity the Hamiltonian in 1 requires the next-
level , so called octupole approximation. Non-zero
eccentricity leads to changes of the orbital parameters

2

M, = mymyms
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of the outer orbit (that are much slower than the KL
oscillation timescales in the inner orbit). In this ap-
proximation the inner orbit could flip it’s orientation
from prograde to retrograde. As a consequence, the
inner orbit’s eccentricity could reach very high and
not well defined values, as the whole system becomes
more chaotic. The mechanism, called the eccentric
Kozai-Lidov effect (EKLE) is applicable for far more
stellar systems as the KLE. It allows to study eccen-
tric orbits such us exoplanetary orbits, black hole dy-
namics and higher multiplicity stellar systems.

3 Presenting VW LMi

VW LMi is a spectral type F3-5V hierarchi-
cal quadruple with 8.0 maximal visual magnitude
Pribulla et al. (2006). It’s photometric variability with
period 0.477547 days was found by Hipparcos mis-
sion in 1997. It was classified as a W UMa - type
eclipsing binary. This type of system consists of a
contact binary with a common envelope and a char-
acteristic strong tidal distortion is present Rucifiski
(1973). Later analysis of light curves and deter-
mination of system’s parameters Dumitrescu (2003)
proved that the system is a contact binary. Long-term
spectroscopy (1998-2005) by Pribulla et al. (2008)
showed the presence of a second non-eclipsing bi-
nary system. Thereafter VW LMi was classified as
a spectroscopic hierarchical quadruple. However, it
was shown, that a nearby star HD95606 forms a loose
binary with the quadruple system. It’s separation and
gravitational effect is such minimal, that from the
view of the dynamics of the quadruple system it could
be neglected. The periods of the three orbits were de-
termined: contact eclipsing binary with period Py, =
0.4775 days, non-eclipsing binary with period P34 =
7.93 days, both systems on a tight, 355 days long pe-
riod mutual orbit. The masses of all four components
as well as the light-time effect (LITE) due to mu-
tual revolution were also determined. With its short-
est mutual period, VW LMi is the tightest quadruple
system ever discoveredTokovinin (2008). The short
mutual period is a key parameter of this thesis. The
ratio of the outer (mutual) orbital period and inner or-
bital periods is an important parameter - the value of
this fraction is tied to the probability of secular orbital
changes in multiple stellar systems. In the discussed
system the ratio of outer period P34 and inner non-
eclipsing period P34 is equal to 44.5. Since systems
with outer/inner period ratio higher than five are dy-

namically stable and have high probability of secular
orbital changes as a consequence of mutual gravita-
tional interactions Kiseleva et al. (1998), we expect
that secular orbital changes on timescales as short as
decades are present in this hierarchical system. Pho-
tometric and spectroscopic observations will be used
to determine the systems orbital parameters.

3.1 Presence of secular orbital changes

On human timescales, only the secular changes in
the orbit of the non-eclipsing binary could be de-
tected. However, long-term observations of VW LMi
are available. Pribulla et al. (2008) compared the ob-
servations of the quadruple system for a decade from
1998-2008. The important consequences of the re-
sults are: the eccentricity remains quite stable, the
semi-amplitudes remain stable within error, thus mu-
tual orbit and non-eclipsing orbit are probably very
close to coplanar and there is a definite apsidal mo-
tion. Further observations, which will expose the pre-
cise rate of the apsidal motion of the non-eclipsing
binary system are provided in this article. For bet-
ter view on the secular orbital changes of the quadru-
ple system and to determine the changes in the or-
bit of the eclipsing binary, which could not been de-
termined from observations yet, we will perform nu-
merical integrations of the quadruple system to reveal
the nature and timescales of secular changes in the
quadruple system VW LMi.

4 New observations of VW LMi

4.1 Spectroscopic observations

The purpose of acquiring new orbital parameters is
to compare them with the decade-old orbital param-
eters determined by Pribulla et al. (2008). This com-
parison should expose definite changes in system’s
orbits. New observations were obtained in season
2017-2018. Leo Minor is in observable altitudes in
a period from November up to May. In this pe-
riod during years 2017 and 2018 several new spec-
troscopic and photometric observations of VW LMi
were obtained at Astronomical Institute of the Slo-
vak Academy of Sciences in Tatranskd Lomnica and
at Thiiringer Landessternwarte Tautenburg. Medium
and high-dispersion spectroscopy of VW LMi was
obtained with three spectrographs. At Stard Lesnd
observatory the observations were performed at the
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G1 pavilion with a 60cm, f/12.5 Zeiss Cassegrain
telescope equipped with a fiber-fed échelle spectro-
graph eShel Pribulla et al. (2015); Thizy and Cochard
(2011). The spectrograph has a 4150-7600 A(24
échelle orders) spectral range and a maximum re-
solving power of about R = 11,000. The ThAr cali-
bration unit provides about 100 m.s~! radial-velocity
accuracy. An Atik 460EX CCD camera, which
has 2749x2199 array chip, 4.54 um square pixels,
read-out noise of 5.1 e~ and gain 0.26e”/ADU, was
used as the detector. The observations were also
performed with a 1.3m, £/8.36, Nasmyth-Cassegrain
telescope equipped with a fiber-fed échelle spectro-
graph at Skalnaté Pleso. Its layout follows the MUSI-
COS design Baudrand and Bohm (1992). The spec-
tra were recorded by an Andor iKon 936 DHZ CCD
camera, with a 2048 x2048 array, 13.5um square pix-
els, 2.7e~ read-out noise and gain close to unity.
The spectral range of the instrument is 4250-7375
A(56 échelle orders) with the maximum resolution
of R = 38,000. Additional spectra were obtained at
Thiiringer Landessternwarte Tautenburg with the Al-
fred Jensch 2m telescope and coudé échelle spectro-
graph. These spectra cover 4510-7610 Ain 51 orders.
A 2.2" slit was used for all observations giving R =
31,500.

4.2 Photometric observations

Multicolour photometric observations were needed
not only to measure the light-time effect but also to
constrain possible secular inclination-angle changes.
CCD BVI photometric data of VW LMi were also
obtained. The primary goal of the photometry was to
better define the timing variability in the outer orbit.
The data were obtained at the Stard Lesnd observa-
tory with a 18cm /10 auxiliary Maksutov-Cassegrain
telescope attached to the Zeiss 60cm Cassegrain used
to obtain the échelle spectroscopy (G1 pavillion). An
SBIG ST10 MXE CCD camera and the Johnson-
Cousins filters were used. The field of view (FoV)
of the CCD camera is 28.5x18.9°. The filter set is
also close to the Johnson-Cousins system. Ensamble
aperture photometry was performed with respect to 8
stars close to VW LMi.

S Data processing

The data processing consisted of processing the ob-
tained spectra in IDL to extract the radial veloci-

ties of the quadruple system’s individual components,
global fit to radial velocities and photometric min-
ima times to determine the orbital parameters and the
numerical integration of orbits for further study of
the system’s secular orbital evolution. While spec-
tra deconvolution and radial velocity extraction was
done in IDL using routines of Rucinski (1999), for
the global fit of data and the numerical integration of
orbits own software tools were developed.

5.1 Deconvolution and radial velocity ex-
traction

The reduced spectra of VW LMi were processed in
IDL using the routines of Rucinski (1999). The rou-
tines are based on the broadening function technique.
The broadening function technique is a method
of spectra deconvolution worked out by Rucinski
(1999). The aim of this method is to find the broaden-
ing function, which describes the dependence of line
intensity distribution from the radial velocity. The
method could be described through convolution:

P(A)=S(A)*B(1). 3)

The function S(A) is the sharp-line spectrum of
a star, in other words, it is how the star’s spectrum
would look like if there were no physical effects that
cause broadening of the spectral lines. The function
P(A) is the observed spectrum of a star with broad-
ened spectral lines. Now, we have observed spectrum
P(Q). If we could produce a synthetic spectrum S(1),
which would be the ideal spectrum of the star without
broadening effects, from Equation 3 we could deter-
mine the broadening function B(1). The broadening
function is in fact the dependence of stellar flux on
the radial velocity. As we are interested in broaden-
ing function caused by the motion of the star, we have
to choose spectral lines which are not affected by
other broadening effects. For this reason we have to
choose a spectrum with narrow metal spectral lines,
which are not affected by thermal or pressure broad-
ening. Ideally lines of hydrogen from green to yel-
low part of the spectrum, spectral range 4900-5500
A, without disrupting teluric lines. The functionS(A)
could be obtained by creating a synthetic spectrum
or using a template spectrum of a slow-rotating star,
which has similar spectral type, metallicity and log g
to our studied star. Broadening functions are a con-
sequence of stellar motion and rotation, which cause
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Figure 2: Broadening function (BF) of VW LMi fit-
ted by four Gaussian curves. Two sharp peaks are the
BFs of the slow-rotating detached binary, the remain-

ing peaks are the BFs of the contact binary.

Doppler spectral line broadening. As broadening ef-
fects caused by micro and macroturbulences, as well
as natural and pressure broadening are uniform on the
template and observed spectra, after the deconvolu-
tion all these effects are eliminated. Thus the remain-
ing broadened profile could be modelled via Gaus-
sian function. However, in case of a solid-body ro-
tation (contact binary) the broadened profile must be
modelled via rotational limb-darkened profile Gray
(2005). Using this procedure we could obtain the
broadening functions, which are caused by the mo-
tion of the star and from these broadening functions
we could easily determine the radial velocities of the
observed star. Broadening function of VW LMi is

shown on Figure 2.

From the broadening functions we could determine
each component’s radial velocity via least-square fit
of Gaussian functions. In the case of the contact bi-
nary system, the components of the detached binary
must be extracted and the remaining peaks should be
fitted via stellar rotational profiles Gray (2005). Us-
ing this method, we determined the radial velocities
of VW LMi’s all four components from the new spec-

tra.

5.2 The orbit fitter

From the set of radial velocities, orbital parameters of
the quadruple system could be determined via least-
square fit of the radial velocity equation to observa-

tional data. To obtain more precise values of the or-
bital parameters, we fitted the observed times of pho-
tometric minima together with the observed radial
velocities. Now, as VW LMi is a quadruple system
consisting of two binaries and the spectra of all four
components are observable, the radial velocity equa-
tion for this specific system as expressed in Pribulla
et al. (2008) is:

RV; = Vo + K12[e1234 c0S @1234 4 €08( V1234 + 01234)]

+ (=1)"'K;[e12 cos @12 +cos (Vi + @p2)],

“

RV; = Vo — K34[e1234 €08 01234 + c0s (V1234 + 01234)]

+ (—1)’“1(,- [€34 COS @34 + €OS(V34 + W34)].

&)
The contact binary’s elements are denoted with in-
dexes 127, while the detached binary’s elements are
denoted with indexes ”34”. The elements of the mu-
tual orbit of the quadruple system are denoted with
indexes ”1234”. The true anomalies could be com-
puted from derivatives by the truncated series up to

the second degree in orbital eccentricity as follows:

5
VA~ M+ 2esinM + Ze2 sin2M, (6)

where M = 2n(t — T) /P is the mean anomaly, with
t being the observation time, P the orbital period and
T the time of periastron passage. The photometric
minima times could be obtained from the equation

Tin = Ti2 + PoE + QE* + ATy, @)

here T}, is the time of periastron passage, P, the
period, Q the coefficient of the quadratic ephemeris,
E the epoch and ATy, is the delay caused by the light-
time effect (LITE):
Ki2Pio34(1 — e1234)/?
21c
sin(Vi234 + 01234) ®)
1 +e1234C08 Viozs
Orbital parameters were determined via simulta-
neous fit of all radial velocity datasets and minima
times. The sum of normalized x? is the merit func-
tion to be optimized:

5
11 ll
Z n; 02

J:

ATy =

Zx,, ©)
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where j is index of the dataset, n; is number of
observation for the given dataset, i is index of indi-
vidual observation and 62 is average standard devia-
tion of individual datapoint for the j-th dataset. The
Orbit fitter software tool was develop in Python, tak-
ing an advantage of LMFIT library Newville et al.
(2016). Least-squares method of multidimesional
function minimization by Olsson and Nelson (1975)
provided optimization of the merit function and pre-
cise determination of the systems orbital parameters.

5.3 N-body model

The next step was the numerical integration of or-
bits on scales of decades to study the nature and
scales of secular orbital changes. N-body model is an
object-oriented gravitational modelling toolkit based
of Cowell’s method of orbit integration developed in
Python. Cowell’s method, often called direct integra-
tion, is the simplest and most straightforward method
of orbit integration. It comes up from the N-body
problem. Simply, for N gravitationaly interacting
bodies, the final force affecting the i-th body is given
by the sum of forces from bodies j:

J=N
mif;=—G Y
J=Li#j

mimj(fi—fj) (10)

i —rjl?

where my;, 7 are the mass and position vector of the
i-th body, m;, FJ are the mass and position vector of
Jj-th body and G is the gravitational constant. Equa-
tion 10 is indeed the formulation of Newton’s law
of gravitational force for the N-body problem. The
principle of this method is to numerically integrate
the cartesian coordinates of each celestial body. Con-
sidering N-body problem, dividing Equation 10 by
m; we gain the acceleration of i-th body to the other
N — 1 bodies. The applied numerical integrator was
the fourth-order Runge-Kutta method (RK4). RK4 is
in fact an extended Euler method. However, fourth-
order Runge-Kutta method calculates new function
values in more steps, which eventually increases the
accuracy of calculation. Coming out from first order
differential equations , we obtain the function values
in time ¢ =t + h from the following equation:

h
=yi+6(k1+2k2+2k3+k4), (11)

Yi+1

where h is the timestep and the coefficients

ki,kp, k3 and k4 are defined as

f(t,yi)

f(ti +h/2,yi+k1/2)
(
(

(12)

f l‘i+/’l/2,y,’+k2/2)

ky
ko
k3
ko= f(t;+h/2,yi+k3).

Coefficients indicate the slope of the function at the
beginning, at the midpoint and at the end of the time
interval. As there are four coefficients, the fourth-
order Runge Kutta method requires four calculations
at each step of size 4. The final function value deter-
mined from Equation 11 is much more precise than
the function value determined from the Euler method.
The error in each step of this method is proportional
to O(h°). Smaller error means, that the methods re-
mains stable even if we use larger timesteps during
the integration.

Orbital parameters of VW LMi were transformed
to cartesian position and velocity vectors at a given
initial epoch using basic equations of celestial me-
chanics Danby (1992). Numerical integration of or-
bits was then performed for at least twenty years in
order to expose secular orbital changes in the orbit
of the detached binary system, which are present on
timescales of decades. What is more, apart from the
developed N-body model we also used ReboundX in-
tegrator Tamayo et al. (2016) for further numerical
integrations of VW LMi.

6 Results

Using routines presented in Section 5.1 we decon-
volved new spectra and obtained radial velocities of
the individual components. The quality of spectra
from various spectrographs differs widely - the best
spectra were from Thiiringer Landessternwarte Taut-
enburg. However, since there were only few spectra
available, we neglected the further use of the Tauten-
burg spectra. Thus, our results come from the spectra
from the eShel échelle spectrograph at Stard Lesna
observatory and the MUSICOS échelle spectrograph
at Skalnaté Pleso. Although these spectra provided
less precise radial velocities, there were more spectra
available. Thus, the fit of the radial velocity equation
was more reliable.
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Parameter 2008 2008* eShel MUSICOS Unit
Vo —0.15(25) —0.149 —235 -25 [km.s~ 1]
0 1.63(9) 10710 163310710 5991012 141071 [days]
P> 0.47755106(3) 047755127  0.47755454  0.47755409 [days]
T, 2452500.1497(2) 2452500.15 2452500.14 2452500.14  [HID]
Ki 105.8(1.0) 105.58 105.82 104.29 [km.s™1]
K> 250.2(1.2) 250.95 234.55 24132 [km.s™1]
Ki» 21.61(49) 21.59 21.11 22.48 [km.s™!]
P34 7.93063(3) 7.93018 7.93027 7.929 [days]
T34 2452274.54(11)  2553960.66 245222043 245222156  [HID]
ess 0.035(3) 0.035 0.0398 0.042
K; 63.99(23) 63.87 62.55 63.80 [km.s™!]
Ky 63.53(27) 65.48 64.09 65.24 [km.s™!]
K34 23.22(33) 23.18 23.23 21.31 [km.s™!]
o34 1.90(9) 1.90 2.80 2.84 [rad]
Piosa 355.02(17) 355.008 356.06 356.78 [days]
Tio34 2 453 046(6) 2471861.32 2453009.98 2453092.29  [HID]
e1234 0.097(11) 0.097 0.0262 0.049
w1234 220(12) 2.21 2.025 3.60 [rad]
22(RV1) 1.086 1.21 1.08 1.02
23(RV2) 1.058 1.02 1.00 1.01
2%(RV3) 0.862 1.09 1.06 1.31
XL(RV4) 0.851 0.86 1.16 0.75
X2 (MIN) 1.086 1.05 0.81 0.97

Table 1: Orbital parameters from global fit compared to the orbital parameters of VW LMi from Pribulla et al.

(2008). 2008* are the parameters determined from 2008 data via Orbit fitter.

6.2 Light-time effect

The performed fit of photometric minima times from
2004 until 2018 is shown in Figure 6. Figure 6 is an
(O —C) diagram, which shows the changes in pho-
tometric minima times after the removal of quadratic
ephemeris represented by Equation 7.
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Figure 6: Best fit of minima times.

Data were fitted via Equation 8, which represents

the changes in photometric minima times caused
by the LITE. As we see, the times of photomet-
ric minima vary due to LITE (blue line) and due to
the exchange of mass in the contact binary system
(parabolic trend). Photometric observations were im-
portant to determine precise values of the orbital pa-
rameters of VW LMi. During the spectroscopic con-
junction, when the RVs of the components are not
measurable as presented on Figure 7, we can observe
photometric minima giving the radial distance of the
eclipsing binary in the outer orbit. Therefore we can
obtain information about the orbital elements during
spectroscopic conjunctions, too.

6.3 Numerical integration of orbits

From the determined orbital parameters shown in Ta-
ble 6.1 we obtained cartesian position and velocity
vectors of each component at given epoch. These po-
sitions and velocities were determined with respect
to the plane of sky, which is our reference plane.
To transform position and velocity vectors of com-
ponents we performed rotations around angles of in-
clination i, argument of periapsis @ and the longitude
of the ascending node Q with respect to our reference
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Figure 7: BFs of VW LMi. From Ileft to right: all
components visible, contact binary in conjunction
(time of photometric minimum), detached binary in
conjunction.

plane. The transformation of coordinates as shown in
Hilditch (2001) is as follows:

x=r(cosQcos(w+ V) —sinQsin(® + V) cosi)
y = r(sinQcos(w + v) 4 cos Qsin(w + v) cos i)
7=

r(sinisin(®w+v)),
(13)
h h
Ve = xe sinv — —cos Qsin(@ + v)
rp r
+sinQcos(® + V) cosi
h h
vy = y—esinv——sianin(w—i-V) (14)
rp r

—cosQcos(w+ Vv)cosi

zhe . h -
~——sinv — —cos(® + V) sini,
rp r

where r is the components distance from the sys-
tem’s barycenter, p is the parameter of the orbital el-
lipse, e is the numerical eccentricity and V is the true
anomaly determined from Equation 6. Once the ini-
tial positions and velocities were defined, we set up
the timestep of the integration during one orbital rev-
olution. During the integration we focused on the
orbital changes of the detached binary as modelling
the contact binary system would require a different
gravitational model, with built in solid-body model
of the stars, which is not implemented in the current
version of our N-body model. Thus, we took the con-
tact binary system as one point mass and we stud-

Vz

ied the changes in the orbit of the detached binary.
As P34 = 7.929 days, the timestep of the integration
must be chosen to be much smaller than period Ps4.
Further, as the Kozai timescale of the secular orbital
changes in the detached binary system is on scale
of decades, we had to integrate the orbit for several
decades to observe secular changes in the orbital ele-
ments. From spectroscopy one cannot determine the
values of the longitudes of the ascending nodes. As
the scale of secular orbital changes in the orbit of the
detached binary directly depends on the difference of
the longitudes of ascending nodes Q34 and Q1734, we
set Q34 = 0 and integrated the orbits for various val-
ues of Q1234. The result of the integrations were the
positions and velocities of components, which were
then transformed to Keplerian orbital elements. Var-
ious values of Q534 resulted in various Keplerian el-
ements of the quadruple system. The true value of
Q1234 will be chosen after acquiring the best match
of the integrational elements with the orbital elements
determined from spectroscopy in Table 6.1. To envi-
sion the scale of the quadruple system VW LMi, we
present the integration in Figure 9.

lunit=1a.u.

Figure 8: One period integrations for various val-
ues of Q734. Red cross is the center of mass of the
quadruple system, green and orange lines are the or-
bits of the detached binary and the blue line is the
orbit of the contact binary.
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1a.u.

Figure 9: One period integration with i = 0 and
Q = 0, perpendicular view to the mutual orbit of two
binary systems.

Figure 9 displays how tight is the quadruple sys-
tem VW LMi. The separation between the mass cen-
tres of the contact and detached system is only 1.62
a.u., the separation of components in the detached bi-
nary system is 0.1 a.u., while the separation of mass
centres of the contact binary is only 0.004 a.u. (ap-
proximately twice of the Earth-Moon distance). With
these separations, VW LMi is the tightest quadruple
system discovered yet. The configuration shown in
Figure 9 is not the true projection of VW LMi on the
plane of sky. The true projection is one from the con-
figurations shown in Figure 8. After acquiring the
true value of Q),34, we will process the results of in-
tegration for the determined value of Q1734 in order
to obtain the time dependence of all Keplerian orbital
parameters.

7 Conclusion

New observations of the quadruple VW Leonis Mi-
noris proved the presence of secular orbital changes
in this tight quadruple system. Obtained data in-
cluded spectroscopic and photometric observations.
To acquire spectroscopic elements of the system and
to study their secular changes, new software tools had
to be developed. In this final section we discuss the
accuracy of our software tools and take a closer look

on the obtained data.

7.1 Spectra deconvolution

New spectra were processed in IDL using broadening
function routines of Rucinski (1999). The routines
provided highly precise results. One-dimensional lin-
earized spectra were firstly rectified and cleaned of
cosmic spikes. Star HD128167 served as the source
for the template spectrum, which was acquired with
the same instrument and resolution as the spectra of
VW LMi. HDI128167 has similar metallicity and
logg as VW LMi. The deconvolution of the object
spectra was done through singular-value decomposi-
tion of the template spectrum and thus, broadening
functions (BFs) of the components were obtained.
BFs were smoothed by convolution with Gaussian
functions of various width. Afterwards, we computed
heliocentric dates of middle exposure, heliocentric
radial velocity corrections and orbital phases of pe-
riodic variables. Profiles of individual components in
BFs were fitted by Gaussian (in case of the detached
binary) and rotational profiles (in case of the con-
tact binary). From the optimized fitting parameters of
these functions we finally obtained the radial veloci-
ties of the components. Routines of Rucinski (1999)
are a reliable and precise IDL tools for obtaining ra-
dial velocities of objects from spectroscopic observa-
tions. We were able to process most of new spec-
tra. The only exceptions were spectra, where BFs of
individual components were blended, because of an
occurring conjunction of the objects.

7.2 Fit of radial velocities and minima times

The next step was to fit the obtained radial velocities
and the photometric minima times in order to deter-
mine orbital parameters of VW LMi. A new soft-
ware tool, Orbit fitter was developed, specially cus-
tomized to produce a global fit of radial velocities of
quadruple stellar systems. We had available radial
velocities from spectra from three different observa-
tories. Unfortunately, wed had lack of the most pre-
cise data from Thiiringer Landessternwarte Tauten-
burg. Therefore we produced the global fit of the RVs
from the data from Stard Lesna and Skalnaté Pleso
observatories. These data were less precise, however
we had available bigger datasets of radial velocities.
Using significant amount of radial velocities implied
higher precision of the global fit. As the quality of
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spectra from Stard Lesna and Skalnaté Pleso observa-
tories was quite different, we fitted data from both ob-
servatories separately. Using Nelder-Mead method of
function minimization, we obtained the spectroscopic
orbital elements of the quadruple system VW LMi as
shown in Table 6.1. In Table 6.1, the first set of orbital
parameters (2008*) was determined to trial our devel-
oped software tool. As obtained parameters were sat-
isfactory, compared with the parameters of Pribulla
et al. (2008), we proceeded to fit the new datasets of
radial velocities. Orbital parameters from new obser-
vations shown in columns (eShel) and (MUSICOS)
proved, that striking orbital changes are present in
the quadruple system VW LMi. Substantial orbital
changes occur in the orbit of the detached binary sys-
tem and in the mutual wide orbit of the whole sys-
tem. These changes are the direct consequence of the
Kozai-Lidov effect as these changes are induced by
the contact binary, which acts as a disturber on the
detached binary system. Definite apsidal motion is
present in the detached and mutual orbits as well as
changes in the both orbit’s eccentricities.

7.3 Numerical model of VW LMi

To study the rate and scale of orbital changes we de-
veloped the software tool N-body model. This object-
oriented Python tool uses direct method of orbit in-
tegration, which is based on integration of cartesian
components of the position and velocity vectors. The
acceleration of each included body is computed in
each step from Newton’s law of gravitational inter-
action. To provide numerical integration, we im-
plemented the 4"* order Runge-Kutta integrator. N-
body model was tested on the Solar system. 4" or-
der Runge-Kutta integrator (RK4) provided precise
orbits of all planets included in the model. However,
as VW LMi is an extremely tight system, RK4 failed
to provide precise orbits for larger timescales. Inte-
grations of VW LMi for some periods were stable, al-
though we needed to integrate the orbits for decades.
Thus, the longer timescale orbital integrations were
performed using ReboundX tool. ReboundX is a
Python and C based gravitational simulator. With it’s
15" order adaptive stepsize Runge-Kutta integrator
iasl5 we were able to numerically integrate the or-
bits of VW LMi for several decades and centuries.
To study the rate and scale of the orbital changes we
have to implement a method which transforms carte-
sian vectors of positions and velocities to Keplerian

orbital elements. At the time of writing of this con-
tribution, the method was not implemented yet.

7.4 Overview

VW LMi is an exceptionally interesting stellar sys-
tem. It is the tightest quadruple stellar system yet
discovered and striking secular changes occur in it’s
orbits. Both the tightness and the secular orbital
changes are the aftermaths of a captivating physi-
cal perturbation - the Kozai-Lidov effect. Both of
the system’s inner binaries acts as perturbers on each
other, thus causing secular orbital perturbations in
each others orbits. In our work we proved the ex-
istence and the scale of these secular changes. How-
ever, some additional questions arose. First of all,
the existence of the contact binary could be a conse-
quence of the Kozai-Lidov effect. Due to transport of
the angular momentum of the (now) contact system to
the distant perturber, it’s orbit could have shrank until
the two stars reached the Roche-limit and eventually
became a contact binary. As stated in Section 1.1, the
transport of the angular momentum is directly caused
by the Kozai-Lidov effect. Secondly, even the mutual
wide orbit of the quadruple system is extremely tight
(1.62 a.u.). This tightness could have been caused by
an extra and yet unknown companion of the quadru-
ple system, which ”stole” the inner angular momen-
tum. This means that VW LMi is, or at some time
interval was even a quintuple stellar system. How-
ever, both of these questions/theories are difficult to
answer. The first question would require a large-scale
backward integration of the system, while the second
one requires observations of VW LMi’s closest stel-
lar neighbours. All in all, we see that the Kozai-Lidov
effect has various interesting implications in multiple
stellar systems and it is worthwhile to study this ef-
fect.
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Properties of the top quark have been
explored by the Large Hadron Collider
[Evans and Bryant, 2008] and previous collider
experiments in great detail. With increasing
center-of-mass energy and luminosity, some yet
unmeasured properties of most massive quark
become accessible. This analysis is focused on
evaluating differential cross section of one of the
very rare processes in Standard Model (SM),
namely the associated production of top-quark
pair and Z boson (t#Z) 1. Since cross section
depends on the top-quark coupling constant to
Z boson, obtained results can either verify or
exclude the SM prediction.

The analysis is performed using simulated
Monte Carlo samples and data with inte-
grated luminosity of 139 fb~! collected by AT-
LAS detector [ATLAS collaboration, 2008 in
proton-proton collisions at center-of-mass energy
Vs= 13 TeV.

In our analysis, the signal events are required
to contain three or four charged leptons. Two
charged leptons comes from Z boson decay (only
Z—ete or Z— utu are taken into account),
while the other lepton(s) come(s) from semilep-
tonic decay of at least one of the top or antitop
quarks.

The differential cross section measurement is
performed by unfolding variables from detector
level to truth level (in particular particle or par-
ton level). The technique chosen for this proce-
dure is called Iterative Bayesian Unfolding (IBU)
[D’Agostini, 2010]. It is based on the well-known
Bayes theorem:

P(E|C)P(C)

P(GIE)) = Y)<, P(E,|C)P(C) "

*dominik.babal@cern.ch
Tpavol .bartos@cern.ch
1Z boson can be radiated by (anti)quark in initial or
final state. Radiation by intermediate fermion propagator
is also possible.

where P(G;|E;) is the probability to obtain yield
C; in bin i (cause bin) of truth spectrum (our
hypothesis) while measuring yield E; in j-th
bin of the detector-level distribution. The term
P(E;|C;) denotes conditional probability to mea-
sure content of detector-level bin while consider-
ing certain truth distribution. The second term
in nominator (P(C;)) represents the prior proba-
bility of truth-level spectrum. The denominator
only serves as the normalisation factor. An es-
timate of truth spectrum #A(C;) can be then un-
folded from detector-level n(E;) as follows:

ng
#(C)= g R nEPCIE) ()
Jj=
where sum goes over bins of detector-level
distribution and term in the denominator
(0 < & = Y7L, P(Ej|C;) < 1) accounts for the
inefficiency of detecting each event in the detec-
tor. After evaluating the estimator of truth spec-
trum we can improve prediction of prior probabil-
ity as P(C;) = 5, where Ny = ¥/, 2(C)). The
main idea behind IBU is therefore to proceed it-
eratively until y? between new and previous es-
timator of truth spectrum is reasonably small.
The number of iterations need to be controlled
in order to prevent unfolding from strengthening
statistical fluctuations.
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Detailed spectroscopic studies of nuclei near the
deformed shells Z = 100 and N = 152 where the pres-
ence of so called K isomers was found, serve us as
a strong tool for investigations into the superheavy
elements properties. In deformed, axially symmet-
ric nuclei, the quantum number K is defined as the
projection of total nuclear spin Q, provided by un-
paired nucleons, onto the symmetry axis. By break-
ing nucleon pairs, multi-quasiparticle (qp) configura-
tions with relatively high-K value are possible (typ-
ically 2-qp or 4-qp configuration for even-even and
3-qgp for odd isotopes). The rules for de-excitation re-
quires the multipolarity of the decay radiation at least
as large as the change in the K value. This selec-
tion rule gives rise to K isomers, the metastable, rel-
atively long-lived states with high K. The existence
of K-isomeric states was confirmed in several even-
even (e.g. 252No [1], »*No [2], 2°°Rf [3]) and also
odd isotopes (e.g. 23No [4, 5], 2°Lr [4], 2"Rf [6].

We produced 2°Rf in fusion-evaporation reac-
tion Ti+2"’Pb via 2n evaporation channel. Col-
lected statistics of several hundreds nuclei allowed
the investigation of K isomerism in this isotope by
Y ray and conversion electron spectroscopy using the
detection setup at SHIP experiment in GSI Darm-
stadt [7]. The crucial task for evaluation of iso-
meric state excitation energy is precise measurement
of electrons from internal conversion and ¥ rays.

The low-energy (0—16000keV) calibration of Si
focal plane detector is done by implanted o activi-
ties with precision of few keV. When measuring fast
decays (up to 500 us) a pile-up of signals from im-
planted evaporation residue (ER) and consequent de-
cay (e.g. « decay or internal conversion) appears
as the signal from the decay "lays" on the tail of
ER signal resulting in incorrectly measured ener-
gies. We studied this effect on the o decay of >'°Ac
for which we collected high statistics in the reac-
tion >Ti + !"°Er. Isotope 2'®Ac has a well separated
peak at 9118 keV and short half-life of (440+16) us,
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Figure 1: Time difference between an implantation of
ER and following « decay of 2!6Ac.

which made ?'®Ac a perfect candidate for this pur-
poses. The plot of & particle energy as a function of
the time between the implantation of ER and o decay
is shown in fig. 1. A clear dependence can be seen,
influencing the energy of decays faster than 500 us
after the implantation of ER. Using the energy cor-
rection to this effect we were able to identify at least
one new isomer in 2°Rf, which we interpreted as a 3-
gp high-K isomer with excitation energy estimated to
(800—1200) keV and half-life of (38 +-4) us. Further
details of 2 Rf spectroscopic study as well as com-
parison with isomers found in neighbouring isotopes
will be presented within the talk at Student Science
Conference 2019.
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Baikal GVD

Gigaton Volume Detector (GVD) is an underwater neu-
trino telescope installed at the bottom of Lake Baikal [1].
Using a three-dimensional array of 1440 optical mod-
ules, it can detect neutrinos of all flavors by collecting
the Cherenkov light emitted by the relativistic charged sec-
ondary particles produced in their interactions. These in-
teractions include both, the Charged Current (CC) and the
Neutral Current (NC) interactions.

Cascade Events
Interacting neutrinos produce one of two topologically
distinct signatures: tracks and cascades [2]. CC vy in-
teractions yield muons that can travel several kilometers
through the water producing an elongated track signature
in the detector. CC interactions of other neutrino flavors,
and all NC interactions, yield hadronic and electromag-
netic showers that typically range less than a few meters.
The aim of our research is to study shower signatures
since the majority of detected events are cascades. More-
over, the most energetic events occur in the cascade chan-
nel. These showers produce a nearly spherically symmet-
ric light signature, which allows to estimate both, the in-
coming neutrino energy and direction as well as the spatial
and time coordinates of the interaction.

Reconstruction procedure
In our work, we developed the cascade reconstruction pro-
cedure for the Baikal GVD. Reconstruction algorithm is
a multi-step fitting procedure, which is based on the Chi-
Square minimization and Maximum Likelihood methods.
Hits pre-selection has to be taken into account by dif-
ferent algorithms (i.e. thresholds on hit charge and time)
that select caussally connected hits, which significantly re-
duces the background component. For the position recon-
struction, the Chi-Square function is used:

- 1 Nhirs [E*E(Eato)r
Npigs —4 i=1 o ’

X )]

where #; is experimentally measured and calibrated time
of the impulse, 7; is theoretically calculated time of detec-
tion of unscattered photon, which depends on the unknown
position of cascade R and also on time when the shower

*zuzanabardacova@gmail. com
fLukas.Fajt@fmph.uniba.sk
iRastislav.Dvornicky@fmph.uniba.sk

started 7o (i.e. four parameters are fitted R = (X,Y,Z) and
to). The reconstruction precision of the described methods
is tested with LED matrix calibration source (position is
known), which artificially produces flashes of light, whose
structure is identical with the cascades produced by neu-
trinos.

LED Matrix Position, QCut = 6000 [FADC], T Filter
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Figure 1: Difference between real and fit LED matrix X,
Y coordinates
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Figure 2: Distance between real and reconstructed posi-
tion of the LED matrix.
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Baikal-GVD is the state of the art neutrino tele-
scope installed in Lake Baikal. It is a 3D array of
photomultipliers. Since neutrinos do not have electric
charge, they can be detected only indirectly through
Cherenkov radiation of the secondary particles origi-
nated in the interactions of the neutrinos with matter.

The detected pulses can be divided to two types -
Single Pulses (SP), created by a single particle and
Double Pulses (DP), produced by more than one par-
ticle.
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Figure 1: An example of the measured DP waveform to-
gether with the fit of the individual pulses (green and pur-
ple curve) and their sum (red curve).

Selection of the aforementioned types of pulses
can provide us useful information for instance
whether one muon or bunch of muons are passing
through the volume instrumented by the detector.
This recognition can significantly improve event re-
construction and background suppression. The new
Double Pulse Detection Techniques (DPDTs) can
also help us with analysis of attributes of photomul-
tipliers installed in the detector. Moreover, DPDTs
can be used to search for the high energy astrophys-
ical tau neutrinos which can in the charged current
interactions produce double pulses. It is the most
challenging application of DPDTs because the high
energy astrophysical tau neutrinos have not been ob-
served yet. Detection of the high energy tau neutrinos
is a very promising way how to verify the existence
of astrophysical neutrinos.

The current pulse extraction algorithm can not dis-
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tinguish SPs and DPs thus large portion of informa-
tion is lost. Implementation of effective DPDT to the
data processing framework can have significant im-
pact on ongoing observations.

This work deals with development of the new tech-
nique for the double pulse detection based on ma-
chine learning with emphasis on the Boosted Deci-
sion Trees (BDTs) [1]. The BDT is a type of mul-
tivariate technique which according to the chain of
the decisions sorts dataset to the signal and the back-
ground file. The decisions are taken according to the
chosen variables which sufficiently characterize the
different aspects of SPs and DPs.

For proper training and testing of the BDTs, the
huge datasets are required. In this process identifi-
cation of possible DPs is limited by the production
of the local minimum. Even after a possible DP is
tagged it is hard to decide if this pulse is real DP or it
is just noise oscillation. As a consequence, the pulse
fitting with Gumbel function was added to the classi-
fication procedure. The new extension helps to sepa-
rate individual pulses as well as to improve SP versus
DP identification. (see Fig. 1).

The properly trained BDTs classify pulses accord-
ing to one number, the BDT response, which is cal-
culated for every pulse. The preliminary signal and
background datasets were created and the prelimi-
nary results show very promising classification capa-
bilities of the BDTs (see Fig. 2).
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Figure 2: Preliminary BDT response function values for
SP (background) and DP (signal) datasets.
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NA62 je experiment sidliaci v CERN-e kto-
rého hlavnym ciel’om je odmerat’ pravdepodobnost’
vel'mi zriedkavého rozpadu nabitého kaénu K+ —
wTvV. Jednym z najdoleZitejSich detektorov expe-
rimentu je Straw spektrometer (STRAW), ktorého
ulohou je Co najpresnejSie zmerat' hybnosti nabitych
Castic, ktoré cez neho prechadzaju.

Zakladnou suciastkou detektora STRAW je slamka
vyrobend z plastu (mylar) s priemerom 1 cm a diz-
kou 2.1 m. Vnitorna stena slamky je pokovovana
vrstvou medi a zlata a jej stredom je vedeny volf-
ramovy drot. Na kovovi vrstvu a drdt je aplikované
vysoké napitie, ktoré vytvdra silné elektrické pole
vo vnutri slamky. V slamke pridi plyn ionizovany
prechodom nabitych Castic. Signal tvoreny pohybu-
jucimi sa iénmi zaznamendva Specidlna elektronika
a je ho mozné pouZit' na zrekonStruovanie miesta
prechodu castice slamkou. STRAW sa sklada zo Sty-
roch slamkovych komor, pricom kazd4 z komor obsa-
huje 1792 slamiek, ktoré si rozmiestnené a natocené
tak, aby bolo mozné s vel'’kou presnost’ou odmerat’
miesto prechodu Castice komorou. Medzi druhou a
tret ou komorou je umiestneny silny magnet, ktory
zakrivuje trajektorie Castic. Z odmeraného zakrivenia
sa da zrekonStruovat’ pdvodnd hybnost’ Castice.

V tomto prispevku sa zaoberdme Stidiom caso-
vého rozliSenia STRAW na trovni jednej slamky
pomocou Monte-Carlo simuldcii, pricom hlavnym
predmetom skiimania je vplyv rozlicnych paramet-
rov na Casové rozliSenie. Medzi skimané parametre
patri intenzita elektrického pol'a, zloZenie plynu v
slamke, koncentricia jednotlivych zloZiek plynu, cel-
kovy tlak plynu a tiez pouzitd Citacia elektronika.
Na simulécie sti pouzité programy HEED, Garfield
a Ngspice. Cielom price je ndjst optimalne hod-
noty parametrov, ktoré by zlepSili Casové rozlise-
nie STRAW oproti aktudlnemu nastaveniu detektora:
plyn: Ar(70%) CO2 (30%), tlak 1000 mbar, napitie
1750 V.
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Obr. 1: Casové rozlidenie zbiehavej hrany signélu
pre: Ar-70% CO2-30%, 1000 mbar, 1750 V, ¢asovd
konstanta elektroniky: 15 ns

Na Obr. 1. a 2. sd prezentované rozdelenia Ca-
sov zbiehavej hrany signdlu v slamke ziskanych po-
mocou simuldci{ pri rozdielnych relativnych kon-
centrdcidch argénu. Vidime, Ze zvySend koncentra-
cia argénu mierne zlepSuje Casové rozliSenie zis-
kané ako paramater fitu Gaussovskym rozdelenim:
o1 = 11.92 ns vs. 6, = 11.0 ns, ale najmi vylepSuje
celkovy tvar distribucie zbehovych hran. Zvysenie
podielu argénu je preto jednym z moznych spésobov
zlepSenia ¢asového rozliSenia STRAW detektora.
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Obr. 2: Casové rozliSenie zbiehavej hrany signélu
pre: Ar-80% CO2-20%, 1000 mbar, 1700 V, Casovd
konStanta elektroniky: 15 ns
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Abstrakt

Vyuzitie plazmy v réznych odvetviach priemyslu
v poslednych rokoch vyrazne narastd. Osobity
vyznam ma pouzitie plazmy na opracovanie
biologickych materialov za icelom dekontaminacie
ich povrchu azlepsenia ich rastovych vlastnosti.
CielomnaSej prace je skUmanie  vplyvu
nizkoteplotnej plazmy na vlastnosti s6jovych bébov.
Nizkoteplotni plazmu sme generovali pomocou
Difazneho koplanarneho povrchového bariérového
vyboja a Kapacitne viazaného radiofrekvenéného
vyboja. Medzi skimané vlastnosti sme zaradili
imbibiciu vody, kontaktny uhol arast rastlin pri
roznych expoziénych ¢asoch. Stadium vplyvu
plazmy na rastlinné semend sme doplnili
elektrickymi a optickymi meraniami za 0G¢elom
charakteristiky pouzitych zdrojov plazmy.

KPucové slova: DCSBD, RF vyboj, imbibicia,
kontaktny uhol, optickd spektroskopia, elektrické
charakteristiky

1 Uvod

Séja patri medzi najdélezitejSie bezmisité zdroje
bielkovin. S rasticou populéciou rastie aj dopyt po
tejto surovine. Na zabezpeCenie dostatocnej
produkcie sa aplikuju mechanické a chemické
upravy za ucelom zlep$enia kli¢ivosti. Tieto metddy
v8ak zanechavaju chemické zvysky, sU Casovo
naro¢né alebo ekonomicky nevyhodné [Ling, L. et
al.,, 2014]. V poslednych rokoch sa intenzivne
Studuje vplyv nizkoteplotnej plazmy na biologické
materidly.  Stadie ukazuji  pozitivny  vplyv
nizkoteplotnej nerovnovaznej plazmy na vlastnosti
roznych druhov strukovin [Bormashenko et al.,
2012, Zahoranova, A. et al., 2014]. Vysledky
vyskumu preukazujld pozitivny vplyv na kli¢ivost’
semien, zmenSenie kontaktného uhla a vicsiu
imbibiciu  [Surov¢ik, J., 2016]. Taktiez bola
pozorovana redukcia koldnii mikroorganizmov na
povrchu semien [Zahoranova, A. et al., 2016].
V naSich experimentoch sme na generovanie plazmy
pouzili Radiofrekvenény vyboj a Difizny
koplanarny povrchovy bariérovy vyboj, ktory sa
ukazal ako mimoriadne vyhodnym zdrojom na
opracovanie povrchov roznych materialov [Cernak,
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M. et al., 2004]. Za pracovny plyn sme zvolili okolity
vzduch. Vyhoda nizkoteplotne] nerovnovaznej
plazmy, ktor( tieto zdroje generuju, spoéiva prave
vrozdielnych teplotach tazkych castic (i6ny
a molekuly) a elektronov. Celkova teplota plazmy je
uréena nizkou teplotou tazkych ¢astic, kym vysoka
energia elektronov iniciuje  vznik  réznych
reaktivnych Castic v plazme [Zahoranovd, A. et al.,
2016]. V naSej praci skaimame vplyv plazmy na
imbibiciu semien, kontaktny uhol a rast rastlin. Ako
biologické vzorky sme zvolili s6jové boby (Glycine
max L.). Taktiez sme skumali elektrické a optické
vlastnosti pouZitych zdrojov plazmy. Z elektrickych
vlastnosti sme sa zamerali na priebeh napatia, pradu
a urCenie realneho vykonu dodavaného do plazmy.
Optickil emisni spektroskopiu sme pouzili na
meranie spektier Ziarenia plazmy.

2 Experiment

2.1 Difazny koplanéarny
bariérovy vyboj

povrchovy

Ako sme uz spomenuli, jednym zo zdrojov pouzitych
pri opracovani bol Difazny koplanarny povrchovy
bariérovy vyboj (DCSBD), vytvoreny skupinou prof.
Cernaka, ktory generuje plazmu pri atmosférickom
tlaku [Cernak, M. et al., 2004]. DCSBD tvoria
pravidelne sa striedajlce elektrody chladené olejom
na vysokom napati auzemnené elektrody
umiestnené v jednej rovine. Na povrchu elektrdd je
dielektrickd wvrstva, ktora tvori Al,Os. Takéto
usporiadanie umoziuje generovat plazmu na
prakticky neobmedzenej ploche. Plazma hori
paralelne s povrchom dielektrika (Obrazok 1). Vyboj
mé& formu mikrofilamentov v tvare pismena H. Ich
hustota a objemovy vykon sa s rasticim prikonom
zdroja zvacsuju. Vzorky boli opracované pri prikone
zdroja 400W, pri ktorom sa plazma javi ako
makroskopicky ~ homogénna.  Vdaka  tymto
vlastnostiam nam pri opracovani materialov stacia
kratsie expozi¢né Casy, ktoré sme zvolili v rozsahu
30-120s.  Vé&c¢siu  homogenitu  opracovania
zabezpecovala trepacka, vd’aka ktorej vzorky pri
opracovani menili aktivnu plochu styku s plazmou.
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‘Obrazok 1: Plazma generovana DCSBD vybojom

2.2 Kapacitne viazany radiofrekvenény
vyboj
Druhym zdrojom pouZzitym na opracovanie vzoriek
vnaSom experimente bol kapacitne viazany
radiofrekvenény vyboj (RF vyboj) zostaveny na
Katedre experimentalnej fyziky na Fakulte
matematiky  fyziky ainformatiky  Univerzity
Komenského za ucelom aktivacie polymérov. RF
vyboj generuje plazmu pri nizkych tlakoch. Je to
objemovy vyboj tvoreny dvoma rovnobeznymi
elektrédami (Obrédzok 2), ktoré si vd’aka striedavému
napajaniu pravidelne vymieniajii charakter katody
aanédy. So zvySujicim sa vstupnym prikonom
rastie hustota generovanej plazmy. V naSich
experimentoch sme pracovali pri tlaku 50Pa.
Vzhladom na nizky tlak bol pri opracovani vzoriek
potrebny dlhsi expozi¢ny ¢as ako pri DCSBD. Pre
naSe experimenty sme zvolili Casy opracovania
vzoriek vrozsahu 1-10 min. Taktiez sme uréili
hodnotu prietoku vzduchu komorou. Komoru sme
postupne napustali vzduchom a merali hodnoty tlaku
Vjednotlivych casoch. Prietok sme nasledne
vypocitali podl'a vztahu:
VAp

1= e

kde q je prietok plynu, V objem komory, pa
atmosféricky tlak a Ap rozdiel tlaku za Cas At.

Obréazok 2: Plazma generovana RF vybojom

2.3 Imbibicia

Pod imbibiciou rozumieme absorbciu vody
semenami. Referen¢né a opracované vzorky sme
najprv  odvazili andsledne zaliali  100ml
deionizovanej vody. Kazda vzorka pozostavala zo 40
kusov semien soje. Pocas prvych piatich hodin sme
ich v pravidelnych 60 minGtovych intervaloch
zvody vybrali, osusili, odvazili aopit =zaliali.
Posledné meranie bolo uskutocnené po 24 hodinach
od prvého zaliatia. Pre jednotlivé ¢asy namocenia
sme nasledne uréili hmotnostny prirastok vody na
zaklade vztahu:

m_mo
5=

100%

my
kde & je hmotnostny prirastok, mo pociato¢na
hmotnost’ pred namocenim a m aktudlna hmotnost’
po namoceni do deionizovanej vody.

2.4 Kontaktny uhol

Kontaktny uhol je uhol na rozhrani troch prostredi:
kvapaliny, vzduchu apovrchu skimanej vzorky.
Zviera ho povrch vzorky s doty¢nicou k povrchu
kvapky, vedenou z bodu styku kvapky s rozhranim.
V naSom experimente sme kvapku vody s objemom
2ul kvapli na povrch referenénej vzorky a vzoriek
opracovanych plazmou. Uskuto¢nili sme 10 merani
pri  kazdom expozinom Case oOpracovania
a vysledky Statisticky vyhodnotili. Kontaktny uhol
bol ur€eny pomocou pristroja Drop Shape Analysis
DSA30 (Kriiss GmbH) napojeny na pocita¢
S prislusnym programovym vybavenim.

2.5 Rast rastlin

Pre nazornu ukazku vplyvu plazmy sme referenc¢né a
plazmou opracované vzorky zasadili do plastovych
kvetinaCov do hlbky priblizne 1 c¢cm pod povrch
zeminy. Kazdi vzorku sme zalievali rovnakym
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mnozstvom vody tak, aby mali semena dostatok
vlahy. Priebeh rastu sme zaznamenavali fotograficky
a nasledne porovnali.

2.6 Opticka spektroskopia

Chemické zlozenie aprocesy prebiehajice v
generovanej plazme sme skiimali pomocou optickej
emisnej spektroskopie. Vo vseobecnosti, vinova
dlzka Ziarenia zodpoveda prechodom atémov, idnov
alebo molekdl z excitovanych stavov do nizSich
energetickych stavov [Martisovits, V., 2006].
Ziarenie z plazmy bolo privadzané  optickym
vlaknom do spektrometra napojeného na poéitac, za
ucelom merania spektra ziarenia plazmy. V
pripade DCSBD sme optické vlakno umiestnili do
vzdialenosti = 4.2cm kolmo nad povrch dielektrika.
Pri RF vyboji bolo optické vlakno napojené na
prislusny kandl umiestneny v (rovni horiacej
plazmy. Vo vnutri kanala je kremenné sklo, ktoré
umoziuje prechod UV  Ziarenia. Spektrum
v rozmedzi 200-1100 nm sme merali spektrometrom
Stellar Net EP 2000. Namerané data boli néasledne
vyhodnotené programom Spectrum analyzer 1.7
[Navratil, Z. et al., 2016] ana zaklade Elankov
Machala, Z. et al., 2007, Danko, M. et al., 2010,
Tucekova, Z. et al., 2015.

2.7 Elektrické charakteristiky

Pri merani elektrickych charakteristik sme sledovali
redlny vykon dodavany do plazmy, priebeh napétia a

pradu.  Pri DCSBD sme na  svorky
vysokonapdt'ového zdroja umiestnili
vysokonapdtové  sondy  Tektronix  P6015A

a prudovu sondu tzv. "Rogovského krizok" na vodi¢
medzi elektrédou a zdrojom. Sondy boli zaroven
pripojené na osciloskop Tektronix TDS 2024B,
pomocou ktorého sme elektrické chrakteristiky
zaznamenali. Prikon zdroja bol merany pomocou
digitalneho wattmetra. Nakolko v zdroji dochadza
k energetickym  stratdm,  prikon  namerany
wattmetrom nemozno povazovat' za realny vykon
dodavany do plazmy. Pomocou okamzitych hodnét
napdtia a pradu znazornenych na osciloskope vsak
vieme ur¢it’ strednt hodnotu vykonu dodavaného do
plazmy podla vztahu:

1 (T ]
P = Tf u(t)i(t)dt

0
kde T je perioda, u(t) hodnota napétia v case t a i(t)
hodnota pradu v ¢ase t. Pomer vykonu a prikonu
zdroja udava tc¢innost’ zariadenia.

Pri RF vyboji sme postupovali obdobne, no
narozdiel od DCSBD boli pouzité napiat'ové sondy
Agilent N2890A, nakol’ko RF vyboj generuje
plazmu pri nizkych napatiach. Pradovu sondu nebolo
mozné pouZit’, pretoze merany prud bol mimo jej
rozsah. Prad | sme vypocitali zo zmeranej hodnoty

kapacity C=220pF a Gdajov napatia U nameranych
osciloskopom na zaklade vzt'ahu:

I=C—
dt

3 Vysledky

3.1 Imbibicia

Na obrazkoch 3 a4 sU znazornené zavislosti
imbibicie od doby ponorenia vzoriek do
deionizovanej vody pre jednotlivé expozi¢né cCasy.
Pri dlhsich expozi¢nych ¢asoch sme namerali vacsiu
absorbciu  vody v porovnani s referen¢nymi
vzorkami, zatial ¢o vzorky vystavené kratSim
expoziénym ¢asom (30s a 60s pri DCSBD, 1min na
RF) spociatku naberali menej vody, no postupne
predbehli referencné vzorky. Po 24h bola imbibicia
vsetkych  opracovanych vzoriek vécsia ako
referenénych. Pri 5 a 10 min ¢asoch opracovania na
RF vyboji sme pozorovali vyrazny rozpad vzoriek.
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Obréazok 3: Graf zavislosti imbibicie od doby
ponorenia po opracovani DCSBD vybojom
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Obrazok 4: Graf zavislosti imbibicie od doby
ponorenia po opracovani RF vybojom
3.2 Kontaktny uhol

Zavislost’ kontaktného uhla od expozi¢ného Casu
opracovania v plazme DCSBD vyboja je zobrazena
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na obrazku 5 av plazme RF vyboja na obrézku 6.
V oboch pripadoch sme pozorovali vyrazné
zmensenie kontaktného uhla plazmou opracovanych
vzoriek. Pri DCSBD sa so zvySujucim expozi¢nym
¢asom kontaktny uhol zmensoval. Pri RF vyboji sme
pozorovali vyrazné zmensenie kontaktného uhla uz
po 1 mindte opracovania. Pri expozi¢nom cCase
10min sa kvapky na povrchu vzorky hned’ rozliali ¢o
sposobilo nemeratelnost’ kontaktného uhla a pri
expozicnom case 5 min sa védcSina kvapiek taktiez
rozliala, meratelnych bolo len par vzoriek, ktoré
vsak mali porovnatel'ny kontaktny uhol so vzorkami
opracovanymi plazmou 1min.
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Obréazok 5: Graf zavislosti kontaktného uhla od doby
opracovania v DCSBD vyboji
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Obrazok 6: Graf zavislosti kontaktného uhla od doby
opracovania v RF vyboji

3.3 Rast rastlin

Na zasadenych semienkach s6je sme pozorovali
rychlej§i rast avicsi priemer listov vzoriek
opracovanych plazmou. Najrychlejsi rast sme
zaznamenali pri vzorkach s expoziénym ¢asom 120s
na DCSBD a 10min na RF vyboji. Fotografie so
zasadenymi vzorkami sU zobrazené na obrazkoch 7 a
8.

-TDbrézok 7: Rast sOje opracovanej na DCSBD v 4.
den, 8. den, 13. den od zasadenia




92 Adam Kerdik

N,C-B
2000 4 00
_ N,C-B
S 1500 01
<, |
e | \‘
I
g 10004 N, C-B N, C-B
IS 1-0 f)-z
]
500
NzC-B}\ \ n‘\ N.CBy e
20 || H M |l o3
| Nl 15
0 AL N ! LM
250 300 350 400 450 500

Vinova dizka [nm]

Obrazok 9: Emisné spektrum DCSBD vyboja
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Obrazok 10: Emisné spektrum RF vyboja

3.5 Elektrické charakteristiky

Na obrazku 11 je znazorneny Casovy priebeh pradu
anapatia DCSBD. Na prudovej krivke s
pozorovatelné charakteristické piky sposobené
horenim mikrovybojov. Pri prikone 402W bola
strednd hodnota vykonu dodavaného do plazmy
333,5W a ucinnost’ zariadenia 85,5%.

Obrazok 8: Rast géje opracovanej na RF vyboji v 4. oo

dei, 8. deii, 13. deii od zasadenia 10.6
10000 A los

3.4 Opticka spektroskopia s 1o
Emisné spektrum DCSBD vyboja je zobrazené na % 2500 :gji 2
obrazku 9 a RF vyboja na obrazku 10. Spektrum g o] oo 3
DCSBD vyhoja bolo dominované spektralnymi 2 2500 101 &
¢iarami  zodpovedajicimi druhému pozitivnemu 5000 1o
systému dusika N, (C-B).  Pri RF vyboji &iary 7500 104
S najvacsou intenzitou zodpovedali taktiez druhému 10000 105
pozitivnemu systému dusika. Namerany bol aj prvy 12500 , , , , , 106
pozitivny systém dusika N, (B-A) aNO (A-X) 150 100 50 0 50 100 150
systém. Cas (us)

Obréazok 11: Casovy priebeh pridu a napatia na
DCSBD
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Na obrazku 12 je vykresleny priebeh napatia
a prudu na RF vyboji. Stredna hodnota vykonu
dodavaného do plazmy bola 39,98W.
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Obréazok 12: Casovy priebeh pridu a napatia na RF
vyboji

4 Diskusia

V nasich experimentoch sme pozorovali priaznivy
vplyv nizkoteplotnej plazmy na vlastnosti s6jovych
bbbov. Pocas prvych piatich hodin sa so zvySujucou
dobou opracovania plazmou zviésovala imbibicia
semien. Pri DCSBD vyboji absorbovali najviac vody
vzorky s expozi¢nymi ¢asmi 90s a 120s apri RF
vyboji semend s dobou opracovania 5min a 10min.
Po 24 hodinich bola imbibicia referenénych
a opracovanych vzoriek priblizne rovnaka, no vsetky
opracované vzorky absorbovali viac vody ako
referenéné. Pri RF wvyboji mohla byt zvySena
imbibicia vody vzoriek s ¢asom opracovania Smin
a 10min spdsobenad vyraznym rozpadom vzoriek
a teda vaéSou absorbénou plochou. Vyrazné znizenie
kontaktného uhla sme zaznamenali uz pri kratkych
expozi¢nych ¢asoch (30s pri DCSBD a 1min pri RF
vyboji). S rastlicim expozi¢nym ¢asom sa kontaktny
uhol zmenSoval len minimalne. Po dlhSom
opracovani na RF vyboji (5min a 10min) sme
pozorovali Uplné rozliatie kvapky na povrchu vzorky
a teda nemeratel’ny kontaktny uhol. Kym kvapka na
povrchu vzorky opracovanej 10min sa rozliala vzdy,
pri niektorych vzorkach opracovanych 5min sa ndm
kontaktny uhol podarilo zmerat, ¢o moéze byt
spbsobené nehomogenitou opracovania. Vécsia
imbibicia vody azvdcSenie kontaktného uhla
pozitivne vplyva na rast rastlin. Pri opracovanych
vzorkach, ktoré sme zasadili sme so zvic¢sujicim sa
expozi¢nym Casom pozorovali rychlejsi rast rastlin.
Vynimkou bola vzorka opracovand na DCSBD
vyboji 90s. Jedna zreferenénych vzoriek rastla
rychlejSie ako vidcSina opracovanych vzoriek
s vynimkou 120s na DCSBD a 10min na RF vyboji.
Avsak rast rastlin je komplikovany proces na ktory
vplyva mnozstvo d’alsich faktorov. Pre lepSie urcenie
vplyvu plazmy na rast rastlin by boli potrebné

kontrolovanejSie podmienky a vdcSie mnozstvo
vzoriek, ¢o by umoznovalo Statistické vyhodnotenie
a teda presnejsi vysledok. Emisné spektra, ktoré sme
zmerali pomocou optickej emisnej spektroskopie
zodpovedaju dusikovym systémom typickym pre
plazmu generovand pri atmosférickom vzduchu
[Machala, Z. et al, 2007]. Zelektrickych
charakteristik sme urc€ili strednu hodnotu DCSBD
vyboja P=335,5W a RF vyboja P=39,98W. Pri RF
vyboji sme taktiez uréili prietok plynu komorou na
17,7 ml/min. Pozitivny vplyv plazmového
opracovania na hydrofilne vlastnosti s6jovych bébov
sa pri pouzitych vybojoch vyrazne nelisil. Napriek
tomu povazujeme DCSBD vyboj za casovo
a ekonomicky vyhodnejsi, pretoze hori pri beznych
podmienkach a nevyzaduje dlhé ¢asy opracovania.
Nevyhodou RF vyboja mohlo byt aj nehomogénne
opracovanie, ked’ze narozdiel od DCSBD vyboja, pri
ktorom bola pouzita trepacka, boli vzorky pocas celej
doby opracovania v plazme umiestnené rovnako.

5 Zaver

V nasej praci sme ukazali, Ze Giprava sdjovych bobov
plazmou mo6ze mat’ pozitivny vplyv na vlastnosti ako
imbibicia vody, kontaktny uhol arast rastlin.
Najlepsie  vlastnosti  preukazovali vzorky
S najvacsimi expozi¢nymi ¢asmi: 120s na DCSBD
a 10min na RF vyboji. V spektre oboch pouzitych
vybojov bol dominantny druhy pozitivny systém
dusika. Stredny vykon dodavany do plazmy bol pri
DCSBD 333,5W a pri RF vyboji 39,98W.
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Abstrakt

Tenké wvrstvy na baze diboridov a nitridov
prechodovych kovov z 11l az VIB skupiny st vd’aka
vybornym mechanickym vlastnostiam a vysokej
teplotnej stabilite atraktivne ako funkéné povlaky na
rezné hrany obrabacich nastrojov predlzujuce ich
zivotnost’. Fyzikalne depozicie z par (magnetronové
napraSovanie) patria k najpouzivanej§im depo-
zicnym technikdm na nanéSanie takychto vrstiev. V
prispevku sa zaoberdme pripravou a skimanim
Struktary a mechanickych vlastnosti perspektivnych
tvrdych vrstiev na baze TaBy vytvaranych
odprasovanim stechiometrického TaB. teréa pomo-
cou urychlenych Ar* iénov. Velkd atémova
hmotnost’ tantalu spdsobuje odrazenie Ar Castic od
terCa do rasticej vrstvy, ¢o vedie k rozpraSovaniu
Pahkého béru a vytvaraniu podstechiometrickych,
vakancie obsahujucich TaBy vrstiev (x < 2), ¢o
moze mat negativny dopad na ich mechanické
vlastnosti. V nasej praci sme pouzili depozi¢nu
technolégiu  HITUS (High Target Utilisation
Sputtering), ktora nam, na rozdiel od inych
technologii, umoznuje nezavisle menit' kineticku
energiu Ar* a ovplyviiovat’ tak chemické zloZenie
TaByx vrstiev aich vyslednu Struktaru a vlastnosti.
Regulovanim urychlovacieho napétia na ter¢i sme
menili kinetickd energiu Ar* iénov dopadajlcich na
ter¢, vdaka Comu sme pripravili TaByx vrstvy
v Sirokom kompozi¢nom rozsahu (x ~ 1,6 + 3,2).
Vysledné vrstvy mali nanokompozitny charakter,
kde bola Struktira tvorend kolomnarnymi TaB:
zrnami s hexagonalnou S$trukturou a-AlB; typu,
obklopena boérovou fazou (matricou). Vsetky vrstvy
su extrémne tvrdé s najvySSou hodnotou tvrdosti
48,6x1,7 GPa pre TaBig a najnizsou 42,2+1,9 GPa
pre TaBzi. Vrstvy maju, zial, typicky krehky
charakter  vyjadreny  vysokymi  hodnotami
Youngovho modulu pruznosti, snajvyssou hod-
notou 491,2+21,4 GPa pre TaBs,. TaByx vrstvy
svojou tvrdostou vyrazne prevySuju priemyselne
pripravované tvrdé vrstvy najma na baze nitridov
avdaka vysokej teplotnej stabilite TaB, fazy
predstavuju velmi slubny material pre povlaky
urcené na vysokoteplotné aplikacie.

viktor.sroba@gmail.com

L

marian.mikula@fmph.uniba.sk

KPacové slova: tvrdé vrstvy, tantal diborid,

nanokompozit, HiITUS

1 Uvod

Bor (B) vytvara s prechodovymi kovmi (TM) z 111B
az VIB skupiny periodickej tabul’ky (napr. Ti, Zr,
Ta, Nb, atd’) tzv. diboridy (TMB,), ktoré vynikaju
vybornymi mechanickymi vlastnost’ami a teplotnou
stabilitou, ¢o ich robi atraktivnymi na pouzitie v
strojarenskom obrdbacom priemysle vo forme
funkénych povlakov na rezné hrany obrébacich
nastrojov (fréz, vrtakov, atd’.), vd’aka ktorym je
mozné zvysit odolnost’ a teda aj zivotnost’ takychto
nastrojov. Diboridy maju zvicsa hexagonalnu o-
AlB; alebo ®-W:Bs- S$truktiru. Obe Struktiry
pozostavaju zo striedajucich sa vrstiev atbmov kovu
TM, ktoré su viazané kovovymi vazbami TM-TM,
a vrstvami atomov B, ktoré st medzi sebou viazané
silnymi kovalentnymi vézbami do Sestuholnikové-
ho vzoru podobného vcelim plastom. Pri Struktire ®
st av8ak borové vrstvy striedavo hladké (ako pri a)
a zvrasnené (puckered). Tenkeé diboridové vrstvy su
extrémne tvrdé (60 GPa pre TiB [1], 42 GPa pre
NDbB: [2]) av§ak pocas deformacie vykazuji slabt
schopnost’ plasticky sa deformovat’ a maji krehky
keramicky charakter, ktory je mozné vyjadrit
vysokymi hodnotami Youngovho modulu pruznosti
(napr. 580 GPa pre NbB: [2], 526 GPa pre MoB;
[30)

Na pripravu tenkych diboridovych vrstiev sa
najcastejsie pouzivaju plazmou asistované fyzikalne
depozicie z par (PVD), ako napriklad magnetrénové
naprasovanie, oblikové odparovanie, atd’. Pri
pouziti tychto metéd na pripravu diboridovych
vrstiev sa na vyslednej chemickej kompozicii
a struktare podiel’aju rozne faktory. Jednym z nich
je rozna uhlova distribucia odprasenych atomov TM
a B, kvoli ich vyrazne odliSnym hmotnostiam. Pri
odprasovani atomov zo stechiometrického terca
TMB; dopadajucimi iénmi inertného plynu (napr.
Ar), je vnormalovom smere na teré odprasené
vacsie mnozstvo lahSich boérovych atomov ako
tazsich atomov TM (napr. Ti), ktoré su viac
rozptylené. Toto moze spdsobit’ Ze vysledné vrstvy
obsahuju prebytok béru a su nadstechiometrické
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TMB::a [1]. Naopak podstechiometrické vrstvy
TMB:., s deficitom béru, vznikaju pri depozicii
z diboridovych terov obsahujucich prvky, ktoré
sU vyrazne tazsie (Ta, W, Mo, atd’.) v porovnani s
Ar atébmami. Vtomto pripade nezohrava
dominantnu dlohu uhlova distriblcia, ale odraz Ar
iénov od terca, ktoré su urychlené el. napétim, pred
dopadom na ter¢ sa neutralizujii, a od tazkych
atomov (Ta, W) sa odrazia smerom k substratu. Ich
vel’ka kineticka energia sposobi, Ze sa spravaju ako
projektil auréit¢ mnozstvo boérovych atéomov
vyrazia (odprasia) z rastlcej vrstvy [4].

Pri konvenénych depozi¢nych technologiach ako
napr. magnetrénové napraSovanie je kineticka
energia dopadajlcich i6nov, ateda aj odrazenych
neutralov, priamo previazand s mnozstvom dopa-
dajtcich i6nov na terc. Ak je napitie na terci prilis
nizke, v blizkosti magnetronu bude podkritické
mnozstvo i6nov, nebude horiet’ tleci vyboj a
depozicia nebude mozna. Pri technoldgii HiTUS su
ibny tvorené, pomocou helikénového vyboja
v oddelenej Casti zariadenia, vd’aka ¢omu je mozné
regulovat’ ich kineticki energiu (urychlovacie
napétie na ter¢i) nezavisle od ich koncentréacie.
Tymto rieSenim ziskavame velké mnozstvo i6nov
a zaroven dochadza k efektivnemu odpraSovaniu pri
natol’ko nizkom wurychlovacom napéti na terci,
ateda tak nizkej energii dopadajtcich idnov, Ze
bude potlaceny vplyv odrazenych neutralov Ar na
rast vrstvy.

V praci sme sa zamerali na vyskum TaBy
vrstiev, ktorych Struktira a mechanické vlastnosti
nie su prili§ preskimané avSak poznatky 0 vysokej
teplotnej stabilite, chemickej odolnosti a mecha-
nickych vlastnostiach objemovej TaB, féazy
predpokladaju excelentné vlastnosti aj v podobe
tenkej vrstvy. Granc¢i¢ akol. [5] pripravili TaBx
vrstvy magnetronovym napraSovanim. AvSak vy-
razny vplyv rozpraSovania rasticej vrstvy Ar
neutralmi viedol k vyraznému deficitu boru (x = 1,2
+ 1,7), ¢o sa prejavilo formovanim amorfnej §truk-
tury namiesto krystalickej, Maximalna tvrdost’ na-
merana na TaBis bola 42 GPa. V naSom pripade
boli vrstvy pripravené technolégiou HiTUS. Kon-
centracia chemickych prvkov, Struktira a mecha-
nické vlastnosti pripravenych TaBy boli skimané
pomocou réznych analytickych metdd. Na meranie
chemickej kompozicie bola pouzitda vlnovo
disperznd rontgenova  spektroskopia (WDS),
Struktara vrstiev bola analyzovana pomocou ront-
genovej difrakcie (XRD) a mechanické vlastnosti
ako tvrdost a Youngov modul pruznosti boli
merané pomocou nanoindentacie.

2 Abinitio predikcie

V termodynamike je stabilita materidlového
systému (fazy), jej Struktary (usporiadania atbmov
v mriezke) definovand Gibbsovou volnou energiou

4G. Faza je najstabilnejSia, ked’ je jej Gibbsova
energia najniz§ia. Je zaujimavé, Ze v pripade TaBy
s hexagonalnou $trukturou a-AlB; typu sa zda byt
Struktira najstabilnejSia ak obsahuje v mriezke
boérové vakancie (x ~ 1,8 na obr. 1). Avsak
s klesajucim (A= 0.0) resp. narastajucim mnoz-
stvom boérovych vakancii (A= 0.5) je Struktra
nestabilnd a ma tendenciu sa rozpadat’ (AG > 0).
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B-vacancy content x in MB, |

Obrazok 1: Zavislost’ Gibbsove voPnej energie 4G od
mnozstva vakancii v hexagonalnej TaB2-a typu a-
AlB2. Upravené z [6].

Na stabilitu hexagonalnej TaB, fazy sa da
pozriet’ aj pomocou projektovanej hustoty elektro-
novych stavov (DOS) na obr. 2, ktord4 zobrazuje
energetické rozdelenie delokalizovanych valen-
¢nych elektréonov tvoriacich vazby medzi Ta a B.
V pripade DOS pre TaB: je dolezita oblast’ (-2,5
eV), kde sa nachddza vyrazné lokalne minimum
(pseudogap), Co naznacCuje pritomnost antiva-
zobnych stavov (-2,5 eV + 0 eV), ktoré su
zodpovedné za nestabilitu Struktary. Je to
v dosledku prilis vysokému poctu valenénych
elektrénov. Priddavanim vakancii sa zniZuje pocet
valenénych  eletrénov, pseudogap sa  posiva
k Fermiho hladine a stabilita hexagonalnej Struktary
TaB; sa zvysuje. To tiez poukazuje na skuto¢nost’,
ze TaByx je stabilnejSie ako podstechiometrické
(x < 2), ¢o koreluje s vysledkami pre Gibbsovu
energiu zobrazenymi na obr.1 [6], [7].
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Obrazok 2: Projektovana hustota elektrénovych

stavov pre TaB:s a-AlB: $truktirou. Vertikalna ¢iara
zobrazuje hodnotu Fermiho energie Es. Upravené z

[71.

3 Priprava TaBx vrstiev

Vrstvy TaBy diskutované vtomto prispevku boli
pripravné pomocou plazmou asistovanej depozicnej
technolégii HITUS zobrazenej na obr. 3. Do
vakuovej komory vycerpanej na tlak < 3 x 10 Pa
odcerpavany
argon prietokom 100 sccm. Vysoko koncentrovana
plazma (102 c¢m?®) bola generovana pomocou
anténou
s vykonom 1500 W, v oddelenej Casti zariadenia.
lény Ar* si pomocou dvojice Helmholtzovych
cievok, ktorymi prechadza prdd 150 Aa75 A,
usmeriiované na stechiometricky keramicky TaB:
ter¢ (s Cistotou 99,5 at. % a s priemerom 100 mm),
odkial’ odprasuji atomy Ta a B, ktoré dopadaju na
substraty vyhriate na 400°C ulozené na drziaku
oproti teréu (vid’. obr. 3), na ktorych rastie TaBy

M Plazmovy "luE" zo [SEEE © | Véakuovd
zdroja plazmy = komora

bol kontinudlne napustany a

helikénového tvoreného rf

vyboja,

vrstva.

PQL oddeleny zdroj
plazmy

\|

. Driiak na
7 substrat

DC elektro-
magnety

Obrazok 3: Schéma depozi¢ného zariadenia HiTUS.
Ako substraty boli pouzité elektrolyticky lestené
zafirové (Al>Os) a kremikové wafery. Tie boli pred
depoziciou Eistené pomocou ultrazvukovej Eisticky
V acetone, izopropylalkohole, dalej boli oplachnuté
destilovanou vodou a zvysky vody boli sfuknuté

stlacenym vzduchom.

2Zvoleny odpra-
Sovaci ter¢

Prid na ter¢i je dany koncentraciou
dopadajucich i6nov a je takmer konstantny ~ 1,3 A,
ked’ze je dany nemennym vykonom rf antény (1500
W). Pomocou pulzného DC zdroja sa regulovalo
urychlovacie napatie medzi teréom a komorou (~
230 V + 680 V), ktoré bolo ekvivalentné kinetickej
energii Ar Castic s akou dopadaju na terc, odprasuju
ho a zaroven sa odrazaju smerom k rastucej vrstve.
Tymto spbsobom sme pripravili sériu TaBy vrstiev
vo vel'mi Sirokom koncentraénom rozsahu x ~ 1,6 +
3,2, kde x = B[at.%]/Ta[at.%)].

4 Vysledky

V nasledujucej casti prispevku st popisané
vysledky ziskané pomocou jednotlivych analyz
pouzitych na skumanie koncentracie prvkov vo
vrstvach, ich Struktary a mechanickych vlastnosti.

4.1 Morfoldgia vrstiev

Pomocou skenovacej elektrénovej mikroskopie
(SEM) bola zhotovena snimka lomu vrstvy, vd’aka
ktorej bolo mozné nahliadnut’ na morfologiu vrstvy
a taktiez urcit’ jej hrubku. Na obr. 4 je zobrazena
TaBs, vrstva rastend pri urychlovacom napati na
ter¢i 230 V, ktorej hribka je priblizne 900 nm, ¢o
ndm spolu s depoziénym ¢asom 2 hod. udava
depozicnu  rychlost priblizne 7,5 nm/min.
Topografia povrchu vrstvy je vel'mi jemna, zarovei
je mozné vsimnut' si naznak hustej, kolumnarnej
Struktury na lome.

Vrstva

Liiijnntl

1pum

Substrat

Obréazok 4: SEM snimka lomu TaBs2 vrstvy
pripravenej pri urychPovacom napéti na ter¢i 230 V.

4.2 Koncentracia chemickych prvkov
vo vrstvach TaBx

Na uréenie chemického zloZenia, charakterizované-
ho vzajomnym pomerom B/Ta vo vrstvach, bola
pouzitd metéda WDS. Najskor bol spektrometer
kalibrovany stechiometrickym ter¢om TaB>. Softvér
nasledne porovnaval intenzity pikov pre jednotlivé
prvky vrstvy s intenzitou nameranou na teréi,
z ¢oho bolo mozné dostat’ spolahlivé vysledky pre
koncentracie B a Ta ateda aj pre vzajomny pomer
B/Ta. Na obr. 5 je zobrazena zavislost' vzajomnej
koncentracie B/Ta od urychlovacieho napitia. Ako
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je mozné vidiet na grafe, aplikovanie nizkeho
urychlovacieho napitia < 250 V vedie k elimindcii
vplyvu odrazenych Ar neutrdlov, ktoré nemaju
dostato¢ni energiu na bombardovanie a odpra-
Sovanie rastucej vrstvy. Vysledkom s0 nadste-
chiometrické TaBy vrstvy s x v intervale 2,1+ 3,25.
Pri vysSich urychlovacich napitiach sa uz zacina
prejavovat’ vplyv odrazenych neutralov, bor je
zvrstvy odpraSovany avysledny pomer B/Ta
S rastiicim urychlovacim napétim postupne klesa
k~1,6.
34 e . ; - : :
324¢ 3
3.0 ]
281 .

2.6 5
©
=241 ]

~

221 ]
L ]
2.0 G N

1.84 \.\./.‘\.
1.6
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'300 350 400 450 500 550 600
Urychlovacie napatie [V]
Obrazok 5: Zavislost’ pomeru B/Ta od
urychlovacieho napitia na ter¢i. Horizontalna Ciara

zobrazuje stechiometricky pomer B/Ta = 2.

T
250

4.3 Struktara TaBx

Na StruktGrnu analyzu bola pouzita XRD v moOde
Bragg-Brentano (BB). Na obr. 6 su zobrazené XRD
zaznamy jednotlivych vrstiev pripravenych pri
roznom urychlovacom napiti v intervale 2 theta 25°
+ 70°. UZ na prvy pohlad je vidiet, ze TaBx vrstvy
maju krystalicky charakter, kde jednotlivé difrakéné
maximé su lokalizované v blizkosti reflexii pat-
riacich tabulkovym hodnotdm pre TaB; s hexa-
gonalnou S$truktarou o-AlB; typu. To je vyrazny
rozdiel oproti TaBx vrstvam pripravenych magne-
trébnovym napraSovanim, ktoré boli amorfné [5].
Véacsina vrstiev pripravenych HiTUSom mala
texturny charakter, kedy bola orienticia rastu
preferovana smerom 001. Posun maxim 001 do
nizSich uhlov je spdsobeny rozdielom v ste-
chiometrii oproti TaB, faze, zmenou mriezkového
parametra a makronapéatiami, ktoré sa generujud vo
vrstve vplyvom réznych defektov. XRD zaznam pre
TaBye vrstvu rastent pri najvysSom napédti 615 V
zobrazuje vyrazné rozsirovanie piku 001. To
naznacuje zmenSovanie rozmerov krystalickej fazy
a smerovanie Ktvorbe amorfnej Struktary v do-
sledku velkého deficitu béru kvoli rozprasovaniu
Ar neutrélmi.

Publikované vysledky zanalyzy pomocou
transmisnej elektronovej mikroskopie (TEM) pre
nadstechiometrické TiBys [1] ukazali, Ze vrstvy
maju  nanokompozitny charakter, kde TiB:

nanokolumnarne zrna sd vnorené v amorfnej matrici
tvorenej prebytoCnym borom. Je zaujimavé, ze
rovnaka nanokompozitna Struktura bola pozorovana
aj na podstechiometrickych NbB1s napriek deficitu
béru [2]. Suavisi to prave s uvedenymi ab initio
predikciami, ze aj NbB: vytvori stabilni hexa-
gonalnu $truktaru, ked’ obsahuje vakancie. Rovhako
formovanu §truktiru tvorend TaB; nanokolum-
narnymi zrnami s vakanciami a borovou matricou
ocakavame aj v naSom pripade. Bude vSak potrebna
TEM analyza, na ktorej sa uz pracuje.

615V

549V

Intensity [a.u.]

25 30 35 40 45 50 55 60 65 70

2 theta [°]

Obrazok 6: Difrakéné zaznamy pre vrstvy TaBx v
zavislosti od urychPovacieho napitia. Vertikalne ¢iary
a prislusné Millerove indexy predstavujui polohy
jednotlivych krystalickych rovin.

44 Tvrdost a
pruznosti

Youngov  modul

Tvrdost” a Youngov modul pruznosti boli merané
pomocou hanoindentaénej metddy. Vsetky pri-
pravené vrstvy su supertvrdé (tvrdost’ > 40 GPa)
(obr. 7). Je mozné si v§imnut, ze hodnoty tvrdosti
TaBy vrstiev s X > ~ 1,9 st priblizne rovnaké ~ 43
GPa. S miernym poklesom mnozstva boru tvrdost’
vyrazne narasta, kedy max. hodnota 48,6+1,7 GPa
bola namerané na vrstve TaBig. Interpretaciu tychto
vysledkov je mozné vysvetlit na publikovanych
TiBx wvrstvach [1], [8], kde je supertvrdost
podmienend okrem tvrdej TiB, fazy gj
pritomnostou amorfnej bérovej matrice. Matrica
posobi vo vrstve ako ,,lepidlo® a zvySuje kohéznu
pevnost’ medzi TiB; zrnami. Sila kohéznej pevnosti
je determinovana jej objemom, resp. hrabkou,
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ktorou st oddelené jednotlivé zrna. Existuje kriticka
hribka, kedy je kohézna pevnost’ najvicsia. Po jej
prekroceni (zvicseni alebo zmensSeni objemového
podielu boérovej matrice) sa kohézna pevnost
zmensuje a tvrdost klesa. To je mozné pozorovat aj
na TaBx vrstvach, kedy pri x < 1,8 dochadza
Kk poklesu tvrdosti, ktora sa uz d’alej prili§ nemeni,
~ 44 GPa. Youngov modul pruznosti TaByx vrstiev
sa pri zmene X, ateda pri zmene objemového
podielu  boérovej matrice, vyrazne nemenil
a dosahoval vysoké hodnoty ~ 470 GPa. Pri nizsich
mnozstvach béru (x < 1,7) je mozné vidiet
monoténne klesanie modulu pruznosti ku hodnote
425 GPa pre TaBi6. To pravdepodobne slvisi aj so
zvySenym mnozstvom vakancii v krystalickej faze.
Lokélne minima zobrazené na obr. 7 (250 V a 428
V) su pravdepodobne sposobené nedostatocnou
adhéziou vrstvy na substrat, co moze vyrazne
ovplyvnit meranie modulu pruZznosti. Vysoky
modul pruznosti sved¢i o krehkom charaktere
vrstiev pri deformécii.
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Obréazok 7: Zavislost’ tvrdosti a Youngovho modulu
TaBx vrstiev od urychlovacieho napitia na ter¢i.

5 Zaver

TaBx vrstvy boli pripravené pomocou technolégie
HiTUS, ktorda nam umoznila regulovat vplyv
odrazenych neutralov na koncentraciu chemickych
prvkov, Strukturu a mechanické vlastnosti. Podarilo
sa nam pripravit TaBy vrstvy v Sirokom koncen-
traénom rozsahu x (1,6 + 3,2). Z pohl'adu $truktury
boli vsetky wvrstvy nanokompozitné, tvorené
hexagonalnou TaB, fazou abo6rovou matricou.
Vrstvy boli supertvrdé s tvrdostou vys$Sou ako 40
GPa, kedy najvyssia tvrdost 48,6+1,7 GPa bola
dosiahnutd na vrstve TaBig anajnizSia 42,2+1,9
GPa na vrstve TaBy:. Zial, na vrstvach bol
namerany vysoky Youngov modul pruznosti, ¢o
hovori o ich krehkom keramickom charaktere. TaBy
vrstvy sU vdaka vysokej tvrdosti a d’alsim vybor-
nym vlastnostiam potencionalnymi kandidatmi na
funk¢éné povlaky reznych nastrojov.
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Teslova cievka so statickym iskrist om (Spark gap tesla coil - SGTC)

Tomé4s Fiantok!*
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Abstrakt: Teslovou cievkou (TC, v literatire sa
moZzno stretndt’ aj s pojmom Teslov transformator)
oznacujeme rezonanény vysokofrekvencny vzdu-
chovy transformadtor, sliZiaci na generovanie vel'mi
vysokych napiti. Zaklad TC tvoria dva navzdjom in-
duktivne zviazané rezonancné obvody. Ked’Ze trans-
formétor pracuje na zdklade rezonan¢ného principu,
kvoli najefektivnejSiemu prenosu energie je potrebné
jednotlivé Casti obvodu spravne “naladit’*“. TC so sta-
tickym iskrist om je klasické zapojenie, navrhnuté a
pouZzivané srbsko-chorvitskym géniom Nikola Tes-
lom. V tejto praci st zhrnuté vysledky nasej snahy zo-
strojit’ a “naladit’ “ TC so statickym iskri§t' om, podl’a
klasického navrhu Nikola Teslu. NaSou ambiciou je
zrozumite'nym spdsobom popisat’ a demonstrovat’
vlastnosti zostrojenej TC.

KT'iicové slovd: teslova cievka, vysoké napitie, rezo-
nancia, tranformator

1 Uvod

SGTC pozostava z primarneho obvodu (ktory ob-
sahuje vysokonapat'ovy (VN) tranformator, iskriste,
kondenzétory a primdrnu ,Jaditel'nd“ cievku) a se-
kundarnej cievky s toroidom. Jednotlivé komponenty,
su v naSom pripade uloZené v Specidlne navrhnutom
drevenom ,,boxe* (obr. 1,2).

1.1 Princip fungovania SGTC

Primérny obvod je napojeny na zdroj vysokého napi-
tia. Zdroj napétia nabija kondenzator. Po dosiahnuti
prahového napitia na kondenzatore, preskoci iskris-
t'om iskra a elektricky naboj uloZeny v kondenzatore
sa zacne vybijat’ cez primarnu cievku. Prid preteka-
juci primérnou cievkou vytvori magnetické pole a to
vyvola vznik napitia na niekol’ko cm vzdialenej se-
kundérnej cievke. Sekundérna cievka obsahuje vel'’ky
pocet zavitov, to znamend Ze vystupné napétie na se-
kundérnej cievke je ovel’a vicsie ako vstupné napitie
na primérnej cievke. V pripade ak je primérny aj se-
kundérny obvod navyse este vyladeny do rezonancie,

*fiantokl@fmph.uniba.sk
TFrantisek. Kundracik@fmph.uniba.sk

Obr. 1: SGTC - teslova cievka so statickym iskri$t om

VN - Kondenzator
II
l 1
Iskriste &

VN - transformator

L
Primdrna
cievka

Sekundérna
cievka

220V

Obr. 2: Schéma zapojenia SGTC

vystupné napitie mdze dosiahnut’ statisice, aZ milién
voltov [1].
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2 Stavba SGTC

2.1 Sekundarna cievka

Ako zdklad bola pouZitd novodurova rdra, dlha pri-
blizne 50 cm, s priemerom 7 cm, na ktord bol navi-
nuty medeny drdt s priemerom 0,03 cm, do vysky pri-
blizne 40 cm (obr.1). Cievku tak tvori priblizne 1300
zévitov. Néasledne bol zakipeny lodny lak na drevo a
na cievku nanesené tri vrstvy, kvoli dostatocnej elek-
trickej izolacii a mechanickej pevnosti. Rezonancnd
frekvencia sekundédrnej cievky bola odmerand oscilo-
skopom a jej hodnota je priblizne 258 kHz.

2.2 Primarna cievka

Primarnu cievku tvori 11 zavitov, Standardného ko-
axidlneho kabla s hrdbkou 0,5 cm (obr. 1). Vypo-
¢itand hodnota indukcnosti je priblizne 96uH. Ko-
axidlny kabel bol nasledne zbaveny tieniaceho opletu,
¢im sme odhalili vodivi Cast’ koaxidlneho kdabla.
To ndm umoznilo pripojit’ sa na I'ubovol'nd Cast’
koaxidlneho kdbla, resp. "menit’ dizku primérne;j
cievky". Zmenou dfiky vodi¢a primdrnej cievky, me-
nime indukcCnost’, teda menime rezonancnu frekven-
ciu primdrneho obvodu, ¢o ndm umoziuje ladit’ pri-
marny obvod do rezonancie so sekundarnym (pricom
k rezonancii doslo po pripojeni sa na 7. zavit, Comu
odpovedd induk¢nost’ primarnej cievky priblizne 50
UH).

2.3 VN - Kondenzator

Kondenzator v primdrnom obvode musi “zniest’™
vstupné napitie na trovni 3 — 5 kV. Ked’Ze takéto
kondenzétory je obtiazne (resp. cenovo nedostupné)
zaobstarat’, rozhodli sme sa vyskladat MMC kon-
denzdtor (multi mini capacitor — kondenzitor vy-
skladany z viacerych kondenzatorov) [2]. Ako z&-
klad boli pouzité FKP1 22N/1250V, ktoré su predur-
¢ené “znaSat’” rychle zmeny napétia v Case, ako aj
vel'ky pulzny vykon, ¢im su preduréené pre SGTC.
MMC tvoria dve paralelné vetvy po 10 v sérii za-
pojenych kondenzatorov FKP1 22N/1250V (obr.3).
Celkova kapacita MMC bola 8,8 nF a sd schopné
”vydrzat’™” napitie az 6 kV jednosmerného (3 kV
striedavého) napitia. Kondenzatory sme kvdli bez-
pecnosti premostili odpormi s hodnotou 6.8MQ. Po
vypnuti transformdtora sa tak zvy$nd energia uloZzena
v kondenzatoroch vyZiari do okolia vo forme tepelnej
energie.

Obr. 3: Sériova vetva 10-tich kondenzatorov FKP1
22N/1250V  premostenych odpormi s hodnotou
6.8MQ

2.4 Iskriste

Iskri§te pozostdva z 5 tenkostennych medenych ru-
rok dlhych 20 cm (obr. 4). Oproti Standardne pou-
Zivanému iskriSt'u (dve od seba vzdialené metalické
gule) je v iskriSti z medenych rirok vyboj rovno-
merne rozdeleny podiZ rirok, &im dochddza k lep-
Siemu rozdeleniu tepla a spomaleniu degradacie ma-
teridlu iskriSt’a [2]. Pre rirky sme vytvorili $pecidlny
dreveny drZiak, kvoli presnej kontrole vzdialenosti
medzi jednotlivymi rirkami, ¢o je pre nds vel’'mi do-
lezité. Tym sa zabezpeci ndhodnost’ preskoku vybo-
jov pozdiz medenych rirok. V pripade roznych me-
dzier medzi rirkami, by si vyboj vybral preferen¢ne
’najvyhodnejSie” miesto preskoku.

Obr. 4: Iskriste vyskladané z 5 medenych rirok na
posuvnom drevenom drZiaku

Casti tranformdtora (iskriSte, kondenzitory) boli
ulozené do Specidlne navrhnutého dreveného ,,boxu‘
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s drziakmi na zavity primarnej cievky. Je dolezité aby
boli jednotlivé komponenty pevne uchytené, pretoze
akdkol'vek nepatrna zmena vzdialenosti komponen-
tov voci sebe mdZe mat’ vplyv na rezonancnu frek-
venciu.

2.5 Zdroj VN

Ako prvy sme pre napdjanie SGTC vyuzili zdroj za-
pozicany z Katedry experimentalnej fyziky SPELL-
MAN - SL150, oddelenia fyziky plazmy. Tento in-
teligentny zdroj vykonnostne postacuje, avSak zial’,
disponuje “ochranou pred vybojmi”. V pripade pre-
skoku vyboja, (resp. kvdli toku spitnych vysoko-
frekvencnych pridov tectcich z primarneho obvodu
cez vézbu transformétora naspiat’ do zdroja) zdroj
kvoli svojej ochrane okamZite zniZi svoje napitie na
nulu. Néasledne opédt’ narastie na prahové napétie pre-
skoku vyboja, a napitie znovu pada. Tento zdroj, hoci
funkcny, rozhodne nie je dlhodobym riesenim.

V sucasnosti optimalizujeme zapojenie vyuZiva-
juce ako zdroj VN Ruhmkorffov induktor. Ruhm-
korffov induktor je generdtor jednosmerného napa-
tia na drovni 5 - 100kV napojeny na 220V strie-
davého napitia. Vyboje zo sekundarnej cievky s in-
duktorom dosahuji dizku cez 20cm. Problémom to-
hoto zapojenia je, Ze v okamihu zapnutia induktora
si TC ”vyZaduje” privel’ky prdd, ktory tecie rovno
zo siete cez induktor, ktory takto vel'ky prdd nie je
schopny "vydrZzat'", a kvdli ochrane induktora sa v
nom do niekol'’kych sekiind od zapnutia vyradia pois-
tky. Zaradenie odporovych vetiev s vysokymi hodno-
tami odporov, kvoli limiticii vysokého pridu sa ne-
ukézalo ako vhodné, nakol'’ko kvoli vysokému napi-
tiu dochddzalo k prierazom na odporoch. V blizkej
budicnosti pldnujeme zaradit’ do obvodu, kvoli limi-
tacii pridu tlmivky.

V blizkej budicnosti by sme radi vyskusali napa-
jat’ TC 4-vysokonapit’ ovymi transformatormi z mik-
rovinnych ridr, pricom hodnota vstupného napitia a
pridu bude na drovni 3kV a 1A. Pri tak vysokych
vykonoch (3kW) oCakdvame mohutné vyboje dizky
viac ako 50 cm.

3 Hlavné vysledky

Po vyladeni do rezonancie, so zapoZi¢anym zdrojom
SPELLMAN, dosahujeme vyboje (pri atmosféric-
kom tlaku) z hrotu transformatora s diZkou na drovni
5 cm (obr. 5). To odpovedd napétiu na drovni 50kV

Tabul'’ka 1: Zhrnutie parametrov zostrojenej SGTC

Sekundarna cievka

Priemer 7cm
Vyska 50cm
Vyska vynutia 40cm
Priemer drdtu 0.03cm
Pocet zavitov 1300
Indukénost’ 18mH
Rezonacna frekvencia | 258KHz
Primarna cievka

Priemer 39cm
Priemer kabla 0,5cm
Pocet zavitov 11
Indukénost’ 96mikoH
VN - kondenzator

Kapacita 8.8nF / 3kV (AC)
VN - zdroj SPELLMAN SL150
Napitie 2.2kV
Elektricky prid TmA

[2]. TC generuje okolo seba silné elektrické pole, Co
dokazujeme “zapélenim” nednovej trubice, viac ako
meter vzdialenej. NajniZsia ionizacna energia atomu
neénu je 2080.7 kJ/mol. Po konverzii na eV moZno
odhadnit’ prahovi hodnotu napétia pre 60cm dlhi
nednovu trubicu na hodnotu pribliZzne 20V (pre druhd
energetickd hladinu atému neénu by to bol priblizne
dvojnasobok, v [3] uvadzaji dokonca hodnotu napi-
tia potrebnu na zapdalenie vyboja v nednovej trubici
55-110V - AC). Z hodnoty prahového napitia pre za-
palenie vyboja v trubici moZno odhadniit’ hodnotu in-
tenzity elektrického pol’a vo vzdialenosti Im od TC
na hodnotu 33V/m a hodnotu intenzity elektrického
pol’a na povrchu cievky na hodnotu 16kV/10cm (pri
uvazovani priebehu pol’a riz, kde r je vzdialenost’ od
osi sekundarnej cievky). Napriek vel'mi hrubym od-
hadom, konStatujeme Ze prvotny odhad vystupného
napitia na sekundarnej cievke - 50 kV, rddovo sedi
s vypoctami s pouZitymi aproximdciami. Magnetické
polia st (kvoli nizkym elektrickym priddom tecdcim
v zdvitoch sekundérnej cievky) v okoli TC zanedba-
tel'né.

Pod’akovanie
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Obr. 5: Ukdzka Cinnosti zostrojeného SGTC
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Operative bacterial infections are still responsible
for several thousand deaths per year, requiring the
use of disposable medical equipment or more
reliable sterilization. Non-thermal plasma of
Transient Spark (TS) discharge induced by several
kilovolts drop during 20 ns and driving a current of
several tens of amperes demonstrated a significant
antibacterial effect when combined with water
electrospray. However, the mechanisms have not
been clearly identified yet. Previously we observed
significant bacteria reduction after direct exposure
of E. coli bacterial suspension to plasma compared
to only Plasma Activated Water (PAW) produced
by TS with water electrospray. The difference
between the results may be due to different plasma
products, such as electrons, ions, UV, acidic
condition, electric field, heating, Reactive Oxygen
and Nitrogen Species (RONS), which were clearly
identified as having strong antibacterial effects
individually.

However, there are synergies between the
different plasma products, which explain the
stronger effect of direct exposition. Here we focus
on the antibacterial effect of RONS in PAW
coupled with the effect of electric field. RONS are
known to damage the cell membrane, proteins and
DNA that explains this antibacterial effect of PAW.
Applying a high electric field moves the lipid
bilayer of the cell membrane; which expands the
membrane pore size depending on the length of the
pulse and the electric field intensity. These pores
allow the penetration of molecules, scuh as RONS,
DNA or drugs into the cell.

To highlight this antibacterial effect accentuation
due to the coupling between the RONS and electric
field we have carried out repeated experiments with
4 conditions:

1)control where bacteria are incubated for 15
minutes in Deionized water (DW).

2) bacteria in DW are exposed to pulsed electric
field and incubated for 15 minutes

3) bacteria are incubated for 15 minutes in PAW

4) bacteria in PAW are exposed to pulsed
electric field and incubated for 15 minutes

1kHz 10s 12,5kV/cm 200ns pulses 15min incubation
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Figure 1: E. coli antibacterial effect of electric pulses,
PAW and their combination. CFU/ml in log scale and
standard deviations as error bars.

After incubation, the liquids containing the
bacteria after treatments were deposited on petri
dishes containing agar gel mixed with bacterial
nutrient (Lauria-Bertani broth). After one-night
incubation, counting of the survived bacteria is
done, each of which is a macroscopic colony. The
results (Figure 1) are presented for 5kV/cm pulses
length for a duration of 200 ns at 1 kHz during 10 s.

The results illustrate a stronger antibacterial
effect when RONS are coupled with high electric
field pulses.
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Oxid grafénu (GO) je relativne novy material,
ktory preukazuje vysoky potencial vyuzitia Vv
roznych biomedicinskych aplikacidch. Jednou
z oblasti, kde si GO ziskal Specialnu pozornost je
cieleny prenos lieciv. Bolo preukazané, ze GO
moéze byt pouzity ako efektivny nosic pre
nanocastice nesuce rozne terapeutické latky ako aj
pre aptaméry — funkcéné oligonukleotidy, ktoré sa
Specificky viazu na cielové molekuly alebo bunky
[1, 2].

GO v kombinacii S aptamérmi Specificky sa
viazucimi na nadorové bunky predstavuje sl'ubnu
platformu pre jednoduché a ucinné
diagnostikovanie rakoviny. V pripade pouzitia
fluorescenéne znacenych aptamérov sa vyuZziva tzv.
OFF-ON koncept biodetekcie [3]. Délezitym javom
vtomto Kkoncepte je schopnost GO zhasat
fluorescencny signal. Fluorescencnou znackou
modifikované aptaméry po naviazani sa na Struktlry
GO stracaju svoj fluorescencny signal — signal OFF.
Preferencné viazanie aptamérov na svoje cielené
molekuly/bunky ma vSak za nasledok vzdialenie
molekuly od zhasaca a nastava obnovenie signalu —
signal ON.

V nasSej praci sme pripravili kompozit GO
S aptamérmi cielenymi na PTK7 receptor v
membrane buniek akttnej lymfoblastickej leukémie
(Jurkat T-bunky) a modifikovanymi fluorescen¢nou
zna¢kou ATTOS542. V prvom kroku sme preskiimali
zhasanie fluorescencie ATTO542-aptaméra pod
vplyvom rbéznej koncentracie GO. Pripravené
kompozity nasledne prestudujeme z hladiska
obnovenia fluorescencie po pridani Jurkat T-buniek.

Ziskané vysledky budu pouzité k optimalizacii
protokolu smerom K preciznej a ahko dostupnej
diagnostike leukémie na baze GO a aptamérov.
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The aim of this paper was to examine emission
continuum of electron-excited molecular hydrogen
H. (a%Zy" — b3Z,). This continuum was studied in
a crossed-beams experiment in the range of
wavelengths within 200-800 nm at electron energies
below the thresholds of other excitation processes.
Furthermore, relative cross sections were measured
for selected wavelengths.

Hydrogen is the most abundant chemical
substance in the universe, that is why it is essential
to study its properties and behaviour. [Kwok et al.,
1986] proposed that transition azy" — b%,* of
molecular hydrogen is a major contributor to the
opacity in stellar atmospheres and an important
source of emission in laboratory experiments and
possibly in the ultraviolet spectrum of the Jovian
planets.

Regarding previous research, J. M. Ajello and D.
E. Shemansky [Ajello et al., 1992] studied the
continuum in the vacuum ultraviolet from 11-30 eV
and broadened cross section data to 60eV. Middle
ultraviolet and visible regions (175-530 nm)
obtained at 14, 19 and 100 eV were studied by G.
K. James [James et al., 1998] and the absolute cross
sections of selected transitions were measured as
well.

For this study, a crossed-beams setup was used
[Danko et al., 2013]. Trochoidal electron
monochromator was used as a source of electrons
and the beam collided with H, molecules causing
their excitation and subsequent deexcitation during
which a photon was emitted. To obtain only single
step excitations the strictly linear dependence of
light intensity on the pressure of measured gas had
to be sustained.

Our study provides new, extended data on the
continuum ranging from the vacuum ultraviolet up
to the near infrared region. The continuum was
measured at several electron energies. Electron
energies up to 14 eV solely lead to the continuum of
Hz, however at higher energies, in our case 15.5 eV,
the Fulcher bands start to occur. In addition, the
continuum was corrected for the apparatus function
and the energy of the background noise was
subtracted, as shown in Figure 1. Relative cross
sections at chosen wavelengths were measured as
well and are depicted in Figure 2.
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Figure 1: Emission continuum of Ha.
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Figure 2: Relative cross sections.
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Atmospheric air plasma created in contact with
water creates acidic solutions containing reactive
oxygen and nitrogen species (RONS), which are
effective in killing bacteria in biomedical
applications [Burlica R et al., 2010].

The transport phenomena of various RONS from
the plasma into water, which have various Henry’s
law solubility coefficients, is determined by the
water droplet size [Machala Z et al., 2019].

We apply two optical techniques to control the
electro-sprayed deionized water droplet size and
density and investigate the transport of the gaseous
plasma species into the liquid through the plasma-
liquid interface.

The first technique is the photodetector method
which used to detect the light intensity signal
decrease caused by passing the electro-sprayed
water droplets through the light beam of the strong
white LED. The second technique is the fast camera
imaging method which records photographs
(CASIO EXILIM, with typical record parameters
60 fps and shutter speed 40,000) of the magnified
electro-sprayed water droplets using a convex lens
during illumination with the strong white LED.

The diameter (d) of the electro-sprayed water
droplets is estimated in the first technique from the
relative decrease of light intensity that is directly
proportional to the ratio of droplet shadow size and
the active detector area, while in the second
technique from the photograph sequences after
processing and analyzing by software (Microsoft
Office Picture Manager and GIMP). The droplet
size distribution histograms were created for each
technique after analysis of several waveforms and
20 groups of photographs (60 photos for each
group), as shown in Figure 1.

We found the most abundant droplets are with
d=20-40 pm using both techniques. We assume the
camera did not detect all droplets with a diameter
<20 um correctly because some of the
microdroplets deviated from the focusing plane of
the lens and camera. Also, the camera exposure
time=25 ps is not short enough to detect all droplets
precisely and so they appear elongated.
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Figure 1: Microdroplet size distribution

The camera imaging technique demonstrated a
good correlation with the size distributions
measured by the photodetector technique.
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Plazmova katalyza, t. j. kombinacia plazmy
s chemickou katalyzou, nachadza uplatnenie
v mnohych environmentalnych aplikaciach. Jej
prinosom je kombinovanie vysokej Kkatalytickej
selektivity s vysokou plazmovou reaktivitou, ¢o
vedie  Kkvy$8im  GCinnostiam  odstrafiovania
neziaducich  zloziek  snizSou  energetickou
naro¢nost'ou V porovnani s len katalytickymi alebo
plazmatickymi metodami.

V naSej praci sme experimentalne skumali
moznosti kombinovania nerovnovaznej plazmy
generovanej elektrickymi vybojmi pri
atmosférickom tlaku S vostinovymi katalyzatormi,
ktoré sa pouzivaju v automobilovom priemysle na
Cistenie vyfukovych plynov, za ucelom zlepSenia
ich G&innosti apredizenia ich Zivotnosti. Tvar
tychto katalyzatorov (paralelné uzke kanaliky) vsak
vyrazne stazuje podmienky generovania stabilnej
plazmy vich wvnutri, napriklad v doésledku strat
nabitych  Castic v interakcidch so  stenami
katalyzatora [Hensel, 2009].

V nasom vyskume sme pre jednoduchost’ tvar
katalyzatora nahradili zvdizkom tzkych sklenenych
kapilar (dizka 20 mm, priemer 2,8 mm), ¢o nam
umoznilo uskutocnit’ opticki diagnostiku vybojov
generovanych v ich vnutri. V minulosti sme vyboj
v kapilédrach generovali prostrednictvom
dielektrického bariérového vyboja generovaného
v16zku  keramickych  peletieck  aaplikaciou
jednosmerného vysokého napdtia (HV) pozdlz
kapilar [Sato, 2009]. Z fyzikdlneho hl'adiska sa
preto vyboj vkapilarach da povazovat za
superpoziciu dielektrického bariérového
a koronového vyboja. V stcasnosti ako pomocny
zdroj plazmy pouzivame povrchovy bariérovy
vyboj generovany perforovanym keramickym
elementom (Kyocera), ktory je napajany striedavym
(AC) HV s amplitadou 3 — 6 kV s frekvenciou 1000
Hz. Mriezkova elektroda umiestnena na kapilarach
bola  napajana  jednosmernym (DC) HV
samplitidou 11 — 17 kV amenitelnou +/—
polaritou. Ako nosny plyn sme pouzili vzduch
s réznou relativnou vlhkost'ou (RH) v rozsahu 0 —
80 % ardéznym prietokom (0,5; 1 a2,4 L/min).
Chemicka aktivita vybojov v plynoch (produkcia O3
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a NOx) Dbola vyhodnocovand  pomocou
infracervenej spektroskopie (FTIR) a v pripade Os
aj UV absorpciou (254 nm).

Ciel'om prace bolo Studovat’ zakladné elektrické
(vykon vyboja, amplitida a pocetnost’ pradovych
pulzov) a optické charakteristiky (optickd emisna
spektroskopia) povrchového bariérového vyboja a
vyboja v kapilarach, ako aj ich chemicku aktivitu v
plynoch pri roznych podmienkach. Dalsim ciel'om
bolo vyhodnotit’ efekt prietoku a RH plynu, ako aj
polarity DC HV, na intenzitu (stabilitu, kvalitu)
a distribuciu vyboja v kapilarach.

Merania odhalili, ze srastom prietoku a RH
plynu rastla intenzita aj stabilita vyboja
generovaného v kapilarach. Intenzita vyboja bola
vysSia v pripade pouzitého kladného DC HV.
V pripade suchého vzduchu sa vyboj v kapilarach
vobec neformoval a to aj napriek najvicsej stabilite
aintenzite pomocného povrchového bariérového
vyboja. Vyhodnotenie chemickej aktivity vybojov
ukazalo, ze produkcia Oz bola vzdy vyssia v pripade
generovania vyboja v kapilarach (t. j. pri aplikovani
AC aj DC HV), ako v pripade aplikovaného len AC
alebo len DC HV.

Obr. 1: Keramicky element so sklenenymi
kapilarami (a) bez vyboja; (b) s aplikovanym AC HV
(4 kV @ 1 kHz); (c) s aplikovanym AC aj DC HV
(4 kV @ 1 kHz; +16 kV) (vzduch RH 60 %,

2.4 L/min) [Expozicia 8 s, {/5.6, ISO 400].
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Abstract: Point clouds are sets of points in space,
usually obtained by a 3D scanner in varying quality
and detail. As with any widely used data structure, a
quality processing tool is needed. Since it is a rep-
resentation of a 3D spatial data, a flat 2D monitor
is evidently not the ideal displaying device. On the
other hand, virtual reality can provide a much better
environment for evaluating such data visually. Our
motivation in this implementation-oriented bachelor
thesis was to develop a tool which will be part of the
existing object reconstruction pipeline. After an ob-
ject is scanned from multiple angles and scans are au-
tomatically aligned, the user can load the result into
our tool to inspect it, fix the errors, adjust the align-
ment manually and delete potential outliers. We de-
veloped it using Unreal Engine 4, which provides a
robust and powerful framework.

The resulting software can be controlled with clas-
sical mouse and keyboard approach or with motion
controllers in virtual reality. Two different graphi-
cal interfaces are implemented for these two differ-
ent use-cases. For working with point clouds con-
sisting of a huge amount of points, several accelerat-
ing structures are evaluated. Octree best suited our
needs, so a custom version is implemented. We also
use several ray-object intersection algorithms to se-
lect a point with its neighborhood using a mouse or a
controller.

Keywords: point cloud, c++, virtual reality, motion
controllers

1 Introduction

Point cloud data is often converted into
more practical representation of a 3D surface
[Berger et al., 2016], such as a triangular mesh
[Cignoni, 2009]. Among other reasons, meshes are
easier and more unambiguous to render, they are
better at representing a continuous surface and they
can be easily materialized and textured. However,
our goal here is to implement a tool, which works

*1.gajdosech@gmail.com
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with the raw data from scanners as it is, without any
pre-processing or conversion. There are even some
advantages to using points as a display primitive
[Levoy and Whitted, 1985].

Conversion of detailed scans to meshes can be no-
tably time demanding. Working directly with the raw
data can save this conversion time. Also, there are al-
ready many programs for working with meshes avail-
able. The number of software for processing point
clouds is significantly lower and only few of them
exploit the potential of virtual reality. Trying to cre-
ate such tool is worthwhile and our motivation is a
specific usage in the object reconstruction pipeline.

We started the development with a choice of tech-
nology and with gathering of the required theoret-
ical knowledge. We decided to build the tool us-
ing Unreal Engine 4. The author of this thesis did
not have any previous experience with this technol-
ogy. A big part of this work was learning to use
this framework. Developing for virtual reality pro-
posed yet another challenge, not to mention the need
of a stable real-time performance. As with any other
implementation-oriented thesis, the developed soft-
ware tool is an inseparable part of this work.

2 Theoretical Background

In this section we describe the theory behind some of
the tools, designs, structures and algorithms used in
the tool developed with this bachelor thesis.

2.1 GUI in Virtual Reality

User Interface is the representation of the program
for the user. By clicking, pressing keyboard buttons
or using any special hardware, the user is communi-
cating with the software. In a case of a VR appli-
cation, actions such as using motion controllers and
looking around in the world extend the ways of in-
teraction. Quality of the UI can have a great impact
on whether the user decides to use a given software
[Sajedi et al., 2008].

Graphical user interface is a form of user interface.
It provides all sorts of graphical elements and han-



Inspection and Editing of 3D Reconstructions in VR

111

dles their drawing on the screen. It also deals with
recognizing the position of interface tools, such as
motion controllers. Implementing this functionality
is time demanding, thus UI design packages exists
[Sajedi et al., 2008]. One such tool is the Unreal Mo-
tion Graphics UI Designer found in Unreal Engine 4
[UE4 Documents, 2019].

Ul design metaphors are commonly used as a refer-
ence to a familiarity of a UI component to something
from our day-to-day life. In a typical application GUI
is usually laid over the rest of the environment, which
can be a three dimensional space in case of a 3D pro-
cessing software. This is known as a 2D Ul metaphor,
namely a heads-up-display (HUD) [Kopciak, 2015].
Kopciak in his research paper describes several dif-
ferentiations of GUI metaphors especially for VR.
Some of them are more suitable for games. For a 3D
processing tool, categorization based on the location
of elements is worth noting:

e [n the world: element is placed in the world as
an ordinary object. It can be a button or lever, or
something more exclusive to the virtual reality,
like a hovering tag.

e [n the hand: element is linked to the hand of
the user, in which he holds a motion controller.
This location type is unobtrusive and represents
a natural way of interaction.

e In front of the view: element is displayed at a
screen depth. This is the simplest conversion of
familiar 2D interface to virtual reality (HUD).

e On the Panel: several elements are grouped on a
plane. This metaphor can be combined with any
of the preceding ones. An example is a in-world
menu panel.

In the front of the view which is inspired by the clas-
sical approach may not be ideal for a VR applica-
tion [Kopciak, 2015]. GUI is rendered at a screen
depth, which yields the necessity of depth jumps be-
tween the GUI and the surrounding environment, re-
sulting in a clumsy and unpleasant experience. In our
tool, we want the user to be able to visually evaluate
point clouds without any GUI elements obstructing
his view. In the hand and on the panel in world seem
to be the two most suitable metaphors.

This theoretical knowledge together with other
guidelines on building a user interface with good
usability provides a solid basis for developing a
friendlier software [Sajedi et al., 2008]. It allows us
to develop two separate user interfaces for using our
tool on a 2D display with mouse and keyboard and in

the VR using motion controllers.

2.2 Accelerating Structures

There are usually hundreds of thousands of points in
every point cloud scan. Software intended to work
with this data must be able to do operations over it in
a reasonable time. We have to both search for a point
at given coordinates and also have a way to deter-
mine, if a ray from the controller collides with some
point. This enables the user to do actions like select-
ing a certain area of points and editing them.

A specific example is a nearest neighbor search
(NNS). It is a problem of finding a point within a
given set closest to some coordinates. Implemented
naively, NNS runs in O(n) time. We can extend
it to a problem of finding several points within a
given radius, forming a neighborhood. Even though
O(n) is a linear complexity, for large point clouds
it can still take a lot of time. We can avoid explor-
ing all points by employing spatial data structures
[Elseberg et al., 2012]. They divide a space by cer-
tain rules, creating a tree-like hierarchy, in which
proximity search operations can be done quicker,
usually in O(logn). In this section we present two
such structures.

Since we are making a point cloud processing
software, we are interested in building these struc-
tures over 3D data. Moreover, the time-complexity
for queries like the NNS grows quite rapidly with
higher dimensions. The O-notation hides constant
factors that are exponential in the number of di-
mensions, therefore an approximate algorithms are
worth considering in high-dimensional applications
[Arya et al., 1998].

2.3 Kd-tree

Kd-trees were invented in 1970 and the “k” in
their name denotes the dimension of a given tree
[Kingsford, 2019]. So a Kd-tree over a three-
dimensional data is a 3d-tree. Each node of the kd-
tree splits the space alongside an axis-aligned hyper-
plane. Points to the left of this plane are represented
by the left subtree and points to the right are repre-
sented by the right subtree. Usual strategy is to cycle
through the axes used to select the splitting planes as
one goes down the tree.

However, there is no definitive rule for where
exactly these splits should occur. Therefore there
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Figure 1: Example of the 2d-tree.

is not a unique way of constructing the kd-tree
[Elseberg et al., 2012]. One can either pick a median
from remaining points with respect to their coordi-
nates in the axis being used to create the splitting
plane, often resulting in a balanced tree. Disadvan-
tage of this strategy is the additional time for sorting
points and finding the median. To avoid this, picking
a random point is also a valid strategy. Another split-
ting rule is the so called midpoint rule, which merely
splits the current volume in half along its longest di-
mension. In this last strategy, nodes of the tree are im-
plicit splitting planes with points only in leaf nodes.

In Fig. 1 we present a simple example of a 2d-
tree, where a splitting point is chosen at random and
each node represents a point at which we split. We
start with a point at (30, 40) as our root node. Here
we divide the space into two halves, creating a split-
ting plane parallel to the y-axis. Now we proceed
with points with x-coordinate less or equal to 30. As
we mentioned earlier, we cycle through the dividing
axes as we go down the three. Point (5, 25) divides
the space alongside its y-coordinate of 25. With no
points of y-coordinate greater than 25, only point (10,
12) remains, which splits the space alongside its x-
coordinate and ends this branch. We form the right
part of this tree in a similar fashion.

To find a point at coordinates (x,y) using this struc-
ture, one simply traverse down the tree and compare
the coordinate from the cutting dimension at each
level. Clearly, this query takes time in O(log,n).
However, if we are asked to find a point closest
to some arbitrary location Q, the solution is not so
straight-forward. Reason is that the nearest point to
Q in space may be far from Q in the tree. For ex-
ample, let’s consider a Q location of (5, 5). Now
imagine that the root node of our tree would split
the space along its x-coordinate of 4. We would then

naturally traverse down its right subtree, since 5 is
greater than 4. But it can so happen that all points
in the right subtree have the y-coordinate very differ-
ent than the y-coordinate 5 of Q and the true nearest
neighbor with coordinates (3, 5) lives in the left sub-
tree. In order to find it we seemingly need to traverse
the whole tree, effectively ruining its purpose. How-
ever, there are some clever concepts for pruning un-
necessary subtrees and in practice the running time
of this problem is then close to O(2%mension 1 1ogn)
[Kingsford, 2019].

We can conclude that kd-tree is a reasonable struc-
ture for both partitioning the space to tackle search
queries and intersections with a ray, since it forms a
hierarchy of rectangular cuboids.

2.4 Octree

Octree as opposed to kd-trees splits the space in a
more regular and predictable way. Same as with kd-
trees, it partitions the space recursively. This time
however, we are splitting using all three coordinates
and consequently a node has exactly eight children.
A root of the octree usually represents enclosing box
that incorporates the whole point cloud and is then
further subdivided.

There are  several types of  octrees
[Kingsford, 2019]. In a PR (point-region) oc-
tree partition locations do not depend on the data
points. We simply pick the center of the root cube
and then divide it into 8 cubes of half the size. In
theory, each node can subdivide up until each leaf
contains either one or zero points, but this can be very
memory consuming for big point clouds. Therefore,
we define a stopping rule like a minimum number of
covered points. With division not depending on the
locations of points, there can be lot of empty nodes
in a PR octree.

Another type is a MX (Matrix) octree. It is good
for a data in which smallest element is know. Ex-
ample is an image data with pixel being the smallest
element. As opposed to PR octree, it always subdi-
vides until the smallest element is reached, that is,
when the pixel fits exactly inside of its node. The ad-
vantage is that all the leaves with data are at the same
depth. In our case, we do not exactly know the size of
the smallest element (point has no volume). Also, we
do not want to divide to such a fine detail and often
stop before each node contains only one point.

Last type of octrees presented here are Point oc-
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Figure 2: Example of the Quadtree.

trees. They are similar to PR octrees, except we split
on locations of the points, rather than evenly dividing
space, similarly to kd-trees. Each node is still divided
into 8 children, but they are not regular cubes. This
can be more memory effective, as we divide the space
with regard to the structure of point cloud, which can
save the number of empty nodes.

As in preceding subchapter, we present a simple
example of PR octree in Fig. 2. For illustrative pur-
poses we again demonstrate this on a 2D data. Equiv-
alent of a PR octree in 2D is a PR quadtree. Each
node represents a rectangle and has 4 children. We
start at the outer enclosing box L, which includes all
the points. It is divided into 4 children, each repre-
sented by a rectangle of half the size. As we can see,
the upper-left rectangle is empty and top-right has ex-
actly one point inside, so these are not subdivided any
more. Rest of the process is quite self-explanatory.

Finding a point P with (x,y) coordinates using this
structure is rather simple. We start at the root of the
tree and look at the coordinates of its center. In a
case of quadtree, 4 cases can occur. Either the x-
coordinate of P is less/equal or greater than the x of
the center of the current node and same applies for
the y-coordinate. Complexity of this operation is in
O(log,n). Similar to kd-tree, NNS for an arbitrary
location Q is not so evident and the key to an effi-
cient traversal is the order in which children are vis-
ited [Elseberg et al., 2012].

For the purpose of the tool developed with this
bachelor thesis a custom implementation of PR oc-
tree is used. It may have bigger memory require-
ments than some of the other structures considered,
but we picked it for its exact division, regularity and
a uniformal, cube-shaped partitioning. It makes im-
plementation easy and also provides a clean way for
finding points intersected by a ray, as we shall discuss
in the next subchapter.

As a final note of this subchapter, we mention the

Figure 3: Finding the ray-sphere intersection.

fact that points in a cloud have no volume. This is
actually beneficial in the case of spatial partitioning.
Thanks to their nature, we are always able to assign
the point into one of the nodes of our tree. If they
had a volume, special cases for then they overlap into
several nodes would have to be considered.

2.5 Intersection Algorithms

After we construct the octree over a point cloud data,
we need a way to determine if a ray from cursor/con-
troller intersected any of the points. It can be done
in two steps. First, the algorithm checks if the ray
hits any of the cubes represented by the nodes of the
octree. Then, points within the intersected cube are
represented as small spheres, so ray-sphere algorithm
can be used. Now we look at the theory behind these
two intersection algorithms.

2.6 Ray-Sphere Intersection

Since points have no volume, we represent them by
small spheres of suitable radius. The problem of find-
ing an intersection of a line and sphere have sev-
eral interpretations and after some research we picked
a geometric solution [ScratchPixel 2.0., 2019]. It is
easy to implement and works with vector formulation
of the line, which is natural in case of a ray-cast.

In Fig. 3, there is a 2D visual interpretation of the
solution. O is the origin of the ray and D its normal-
ized direction. The point is located at the centre of
the sphere C, with the radius of d. In our application,
we do not require the exact positions of intersections
P and P'. We only need to know if the ray collided
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Figure 4: Examples of problems with using the inap-
propriate sphere radius.

with the sphere or not. The problem then turns into
a simpler one of finding a distance from a line to a
point [Ballantine and Jerbert, 1952].

We find the vector L as C — O. From that, we can
find the distance 7, as the dot product of L and D. If
this distance is lower then 0, it means that the vector
L and the vector D points in opposite directions. This
is the case when the intersection occurred behind the
origin of the ray O. We result this case as a miss,
since the user apparently do not want to select points
behind him. Finally, we calculate the distance d us-
ing Pythagorean theorem and compare this distance
to the radius of the sphere [ScratchPixel 2.0., 2019].

Sphere radius is the decisive factor. By adjusting
it, we practically change the sensitivity of the selec-
tion, which is the required distance of the ray from
the point to be resolved as a hit. This can be very
individual for a given point cloud data, as the Fig. 4
exemplifies. On the left we can see a situation with
a sparse point cloud. By using a small decisive dis-
tance, it can easily happen that the ray-cast is resolved
as having no intersections, even though the user may
have wanted to select one of the points marked by
green. A different situation with a denser point cloud
is visualized on the right. Here selection may seem
to be off target. An expected behaviour for the user
would be to select the point marked with green, but
since the radius is too big, a different point is selected
first. A possible solution to this would be to gather all
intersected points first and then pick the one which
was closest to the ray.

Nevertheless, a more efficient solution may have
been to select a better radius of the representing
sphere. In practise we have to analyze the point cloud
first and pick the best decisive distance possible. It
may be calculated from the average distance of neigh-
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Figure 5: Scenarios of the ray-box intersection.

boring points. We are still looking for a most versatile
solution, which would give a good results on various
data.

From a functional point of view, this is the only al-
gorithm we need. It allows us to determine whether
a ray-cast intersected some points of the point cloud.
We could use it even without spatial partitioning by
the octree. However, this solution would be very time
inefficient in case of huge point clouds. We would
have to check for a hit with every single point. By us-
ing the octree, we narrow down the search to a small
area represented by the node. But how exactly do we
find leaf nodes intersected by the ray? For that we
need the second algorithm which now follows.

2.7 Ray-Box Intersection

In the octree, each node has its center position and
side length. From this we can calculate the two posi-
tions BY and B'. They define an bounding box in the
coordinate system of the point cloud. Each of these
points define three axis aligned planes (two in case of
a 2D). Deciding whether a ray intersected the box is
then matter of finding intersections with these planes
and examining, if the resulting combination indicates
a hit.

There are several possible scenarios for the loca-
tion of the cube in the world and the direction from
which the ray is coming. The general idea of the al-
gorithm is visualized in the Fig. 5. Since it is a 2D
illustration, there are only 4 lines (instead of planes)
formed by the corners of the rectangle. The lines
formed by the x,y coordinates of the BY are denoted
B and BB respectively and similar naming applies for
B'.

The ray is characterized by the equation O + D1,
where O is its origin, D its normalized direction and
the parameter # is any real value. Now using the equa-
tion above, we can express the coordinate Bg as O, +
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Dy * tY, from which we by rearranging terms get the
value of parameter 10 = (B — 0,)/Dy. Calculating
t;) ,t; and ty1 is analogous [ScratchPixel 2.0., 2019].

Finally, if tyl < t)? or tj < t;,) we call it a miss,
otherwise the ray intersected this rectangle. This
logic may change depending on the direction of the
ray and the position of the cube. Algorithm can
easily be extended to three dimensions by introduc-
ing two additional planes formed by the z-coordinate
[Williams et al., 2005]. Full version can be found in
the work by Williams et al.

Our application is to gather nodes of the octree,
which were intersected by the ray. This is a recursive
process, which starts by checking the intersection of
the outer bounding box represented by the root of the
octree and continues on children nodes in case of a
hit. We describe implementation details later in this
document.

3 Choice of Technologies

Our software could be developed from the ground up,
using some graphical library such as the OpenGL.
However due to quicker implementation, robustness,
support of multiple platforms, VR headsets and mo-
tion controllers, we decided to use one of the avail-
able graphical engines.

There are several options available and after some
research, we decided to use Unreal Engine 4 (here-
inafter referred to as UE). The supervisor of this the-
sis and his company Skeletex have years of expe-
rience using C++ and they have several custom li-
braries. UE runs with C++ code, which was one of
the major deciding factors.

3.1 Unreal Engine 4 Class Structure

A class  hierarchy of UE is  huge
[UE4 Documents, 2019]. Of course, developer
does not have to know every single class to success-
fully work with UE. There are some principal classes
though, which should be extended for a given usage.
UObject is at the root of this hierarchy and there
exists 2561 inherited classes within the engine at the
time of writing. It provides the basic functionality for
all other classes, such as a set of constructors, meta
information, destructor functions, several boolean
properties etc. Most of these are usually not used
directly by the developer, but are necessary for the
engine to work properly. Without this boilerplate,

many useful features like changing a property of an
object (i.e. color of something in the scene) directly
in editor window (instead of modifying the code)
would not be possible.

In practise, custom classes made for a certain
project usually do not extend UOBject directly, but
some of its subclasses instead. AActor is one of the
most used parent classes in UE (together with over
150 derived classes). Another common parent class
is APawn, used for actors controlled by an input from
the user or by an Al Script [Sherif, 2015].

Following the class-naming scheme of the UE,
name of every class derived from UObject must be
prefixed by U, except for classes derived from AAc-
tor, which are prefixed with A. To create a struct sup-
porting all Unreal Engine features, aside from tag-
ging it correctly, its name must start with F (for exam-
ple FVector). Finally, UE provides own implementa-
tion of usual containers, templated to hold any type,
prefixed by letter T. Most notably TArray, TSet and
TMap [UE4 Documents, 2019].

3.2 Unreal Engine 4 Reflection

UE have several annotations and macros. Together
they form a property system, that is used for a reflec-
tion, which is an ability of a program to examine itself
during run-time. Developer should mark correspond-
ing program structures with macros like UCLASS()
or UFUNCTION(). Every .cpp file with code an-
notated in this way must also have#include File-
Name.generated.h”. This lets UHT (Unreal Header
Tool) know that it should consider and examine this
file [Noland, 2014] [UE4 Documents, 2019].

However, only classes derived from UQObject can
be marked with these macros. Any custom code with-
out macros is invisible for the UE and is not han-
dled by it. That matters mainly because of the au-
tomated garbage collection. Dynamically allocated
instances of custom types are not taken care of and
must be deleted by the programmer. Instances of
UCLASS() are on the other hand handled by the sys-
tem and should not be destroyed manually. This can
be both very helpful and dangerous. A property in
form of a pointer without the UPROPERTY () macro
is practically invisible to the system, it is considered
unreferenced and may be automatically deleted.
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Figure 6: Example of the Unreal Engine 4 Blueprint.

3.3 Unreal Engine 4 Blueprints

Further down the hierarchy Blueprints appear. They
are child-classes made directly inside of the editor
window. Developers of UE recommend to use both
C++ code and Blueprints in cohesion. The common
workflow is to implement the base class in C++ and
further enhance it via Blueprints.

Blueprint system is a form of visual scripting. Pro-
gramming with Blueprints is like making a UML
flowchart (Fig. 6). There are nodes for function calls,
branching, looping etc. Practically everything that
can be made in C++ can also be implemented with
Blueprints. The main drawback is slower perfor-
mance, due to the required translation. Complicated
logic performed every frame should by implemented
directly in C++.

Blueprints are great for quickly developing a pro-
gram in an easy and visually appealing way. Some-
times a functionality which would require a long
C++ code can be performed using only few nodes in
Blueprint. Code made in this way is more fail-safe.
For example, the engine prevents null pointer excep-
tions. Compiler shows a warning and does not run
the problematic part of code, while the same thing in
C++ would cause a run-time crash.

One area where the usage of Blueprints is es-
pecially useful is creating a GUI using the Unreal
Motion Graphics UI Designer (UMG). Similarly to
Blueprints, layout is made in a visual way. Every
component, like a button or a slider is extension of
the UUserWidget. Functionality then can be attached
using Blueprints [UE4 Documents, 2019].

3.4 Point Clouds Rendering

Point cloud rendering is usually not a part of a de-
fault tool-set of any engine. Implementing such fea-

ture would take time and form a thesis on its own.
Before the implementation, research about available
plugins for UE had to be done.

3.5 Available Options

Two well developed plugins for UE capable of point
cloud rendering currently exists. One of them is made
by Valentino Craft and according to his website, it
was made as his Master Thesis [Kraft, 2018]. Sec-
ond one is developed by Michal Cieciura and after
some testing, it is the one being used for purposes of
this bachelor thesis. There are several reasons for this
decision.

None of them provides a full, detailed documen-
tation. But the one from Cieciura has a better struc-
tured, easier to understand (which can be subjective)
code. Almost all methods and properties are com-
mented. On the contrary, the first plugin named lacks
comments completely. Functionality of the chosen
plugin is more robust and provides useful methods,
like several different rendering modes (single points,
sprites, lit/unlit). Lastly, it is still in active develop-
ment and supports the latest version of Unreal Engine
4. The one from Valentin was on the other hand last
updated 4 months ago.

3.6 Point Cloud Plugin

Now we look at the plugin from Michal Cieciura
in more detail. It is a fully open-source plugin. It
supports loading point cloud in a .xyz or .txt file
format, where each line describes a single point.
When importing the point cloud in the editor, import
wizard dialog appears with some settings available
[Cieciura, 2018]. There are options to scale the point
cloud by some factor, center it, change the rendering
mode etc. However, all of this is available only in the
editor window. Software developed in this thesis is
opened from a standalone .exe, not as a UE project.
Therefore, the import wizard is not utilized and we
provide a custom run-time GUI instead.

After import, the point cloud lives in the system
as an instance of UPointCloud class. There is also
a structure for holding individual points and several
other classes. Nevertheless, this plug-in merely pro-
vides a framework for displaying point clouds. Every
specific functionality like dynamic import and export
or manipulation with point cloud data is implemented
in custom code.
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4 Implementation

After describing all theoretical necessities, required
technologies and expected functionalities, we can
now describe the actual implementation process of
the tool. However, it is not in the scope of this docu-
ment to describe every class and method in great de-
tail. We try to describe everything from a conceptual
standpoint and make a summarized overview of enti-
ties and their relations within the system.

4.1 Class Structure

Trying to maintain an optimal class structure is the
vital part of the development process. One of the
major required functionalities is the ability to load-
in any number of point clouds. This can be done in
a numerous ways, but we settled on a structure with
one parent object holding a list of scans attached to
it. Developing this hierarchy brings a number of ad-
vantages and is also in accordance with the object re-
construction pipeline, where one object consists of
multiple scans. We can either access each of loaded
scans and edit them individually, or we can change
the properties of the parent object with all child scans
acting relatively to it. An example would be chang-
ing the position of the parent object with all attached
scans moving accordingly.

If we want to instantiate a class in UE and place
this object in the world, it must inherit from AAc-
tor base class [Sherif, 2015]. Actors can have mul-
tiple components attached to it, such as a camera
or a mesh. To implement the behaviour mentioned
above, we develop our own component class UP-
ointCloudScan intended for holding a scan, inherit-
ing the UPointCloudComponent from the plugin. It
provides methods for operations like changing colors
of points, applying transformations, deleting points
or finding a point at specific coordinates. Last men-
tioned functionality together with a need to select
points based on a ray-cast required a custom imple-
mentation of the octree. Point cloud data itself is
represented by another structure containing individ-
ual points. Point coordinates are in a local system
with the origin at the location of the parent object,
which serves as an anchor. Aside from the location,
structure for holding the point also contain additional
data, such as normals.

After a class for individual scans was developed,
we could make a parent intended for holding a TAr-

Figure 7: Color identification of individual scans.

ray of those. In terms of UE, this is our main Actor.
Since the Actor from the Point Cloud Plugin do not
provide any useful functionality, we made this class
from the ground up, inheriting only from the base
AActor class. Besides holding the list of scans, it
also has additional properties. It encloses all scans
in a rectangular bounding box, which serves as a first
way of telling whether user interacts with it. After a
ray has been detected within this boundary, it serves
as a delegate, deciding which of the child scan is af-
fected and querying it. Additionally there are meth-
ods for actions like adding another scan, printing out
the total number of points or coloring scans in ran-
dom colors for an easier recognition (Fig. 7).

Naturally, there are many more classes in our sys-
tem, but the structure we described seemed like the
most interesting one for a closer description and is
visualized in the UML class-diagram (Fig. 8) (fol-
lowing the implementation of the octree later in this
chapter).

4.2 File Formats

There are several formats used to store point clouds,
both in binary or ASCIIL. PCD is used by the widely
used Point Cloud C++ Library. There is also LAS,
which was primarily developed for exchanging a Li-
dar point cloud data. Another popular formats in-
clude PLY and FBX, formats originally intended to
store mesh data [Thomson, 2019].
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+ pointsSelection(rO, rD): void

Figure 8: Simplified class-diagram of the software.

Point Cloud Plugin which we used for displaying
point clouds is using a simple ASCII format and it
recommends using either .xyz or .txt ending. Each
point of a cloud is described by a single line with the
minimum of 3 columns for each of the x,y,z coordi-
nates, with optional 4 other columns for RGBA color
values. A snippet (describing 3 colorless points) from
this file looks like this:

0.11 0.18 0.5
0.36 0.26 0.22
0.13 0.42 0.22

The user can import any such file from a Content
folder located in the root folder of the application.
After he copies a file into this folder, it can be loaded
from within the software by simply typing its name.
To manage the import and export of these point cloud
data files, we implemented class UPointCloudLoader
with some static methods. These include helper func-
tions like getting the list of files in the Content folder
and determining a format of a file. To avoid any hic-
cups due to the loading during run-time, all files are
preloaded at the start-up. This increases the start-
up time and memory requirements, but significantly
improves the performance. The user must wait only
when he copies the point cloud data file into the Con-

Figure 9: Previewing scans from the Content folder.

tent folder during the run-time.

The tool in this bachelor thesis is being made with
the intention of usage by a company Skeletex and
it is important for us to support a proprietary for-
mat developed by this company. It is a robust con-
tainer containing many other information about the
point cloud in a binary form and a part of their
C++ library COGS (Computer graphics structures)
[Skeletex Codebase, 2019].

Developing a support for this format starts with
the inclusion of the mentioned C++ library in our
software. Building in UE is handled by a custom
UBT (Unreal Build Tool) [UE4 Documents, 2019].
There is a PROJECT_NAME.Build.cs file in every
UE project, where developer can include external li-
braries. Afterwards, we implemented a UCOGS-
PointCloud class, inherited directly from the UObject
for a native support within UE. This class serves as an
wrapper of the cogs::PointCloud format. We need a
temporary conversion from this format to structures
we use for displaying the point cloud. This class en-
capsulates all the required methods for doing so and
can be considered as an adapter.

Finally, we wanted a quick way to inspect all point
clouds in the Content folder. For this purpose there
is a APointCloudPreview class. User can walk up to
the instance of this class inside of the virtual world
and look through all scans that were preloaded at the
start-up. There is a hovering text with the file name
of the given scan (Fig. 9). In this inspection mode,
the point cloud can only be seen as it is. After the
user picks the desired scan, it can then by loaded for
modification.
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4.3 Octree and Ray Intersection

We described the theory and a general idea of using
the octree with ray-intersection algorithms to select
the point and its neighborhood in the second chapter.
From an implementation point of view, we develop a
custom octree class suited to work with our represen-
tation of point cloud and the required algorithms.

Custom octree class UOctree derives from UOb-
ject directly, because it does not need additional func-
tionality of the AActor and is never placed in the
world on its own. Each instance of UPointCloudScan
has an instance of UOctree as its property. After a
new point cloud data is imported, UPointCloudScan
calls an initialization method of the Octree which in
pseudo-code looks like this:

void Initialize (UPointCloudScanx s)
{
float minE = s—>ScanMinExtent ();
float maxE = s—ScanMaxExtent ();
float ¢ = (minEt + maxE) / 2;
Vector pos = Vector(c, c, c);

root = NewObject<UOctreeNode >();
root—>parentScan = s;
root—>position = pos;

root—>size = maxE — minE;

int32 n = s—>NumberOfPoints ();
root—>pointIndices = range (0...n);
int32 minPoints = Max(32, n/100);
root—>Subdivide (minPoints );

To start out, we need to determine the position
and the size of the cube enclosing all points, which
will be represented by the root node. A perfectly fit-
ting box with a minimum volume would be cuboid-
shaped most of the time. But we are looking for a
cube that will include all points, even if it is a little
bigger than necessary. We do this by a very simple
algorithm, which worked well on most of our data.

We start the calculation by looking at the mini-
mal and maximal extent of the scan, which practi-
cally means traversing all points and finding the min-
imal/maximal coordinate at any of the three axes.
From this we calculate the center of the bounding
cube simply as the midpoint between these two. The
side length will be then equal to the difference be-
tween the maximal and minimal extent (maxE >=
minE always holds true). Since locations Q1 and
02 where Q1 has coordinates (minE,minE,minE)
and Q2 (maxE ,maxE ,maxE) are both covered by the
cube, every other point of the cloud is included as

Figure 10: Visualization of the octree on a regular
point cloud of a sphere.

well. If there was some point with any of its coor-
dinates bigger than maxE or smaller than minE, this
value would be picked in the first part of the algo-
rithm. We can therefore conclude, that this bounding
box truly contains all the points.

Afterwards, we create an instance of UOctreeN-
ode and assign it to a root variable of this UOctree.
We set its center position, side length and also give
it a reference to the parent scan, which passed it-
self in the argument. We implemented it in this way,
because the node does not hold a list of points, but
just a list of their indices. This is memory efficient
and also prevents error with accidental duplication of
some points. The node must therefore have a refer-
ence to its parent scan, so it can access points and
their locations if needed.

Finally a number of minimum points for a node
to split up is counted as either one hundredth of all
points or 32 for sparse scans. Root node then calls
the subdivision method on itself. The subdivision is
a definitive process as described in the theory chap-
ter. At first we check if the current node contains
at least the minimum amount of points, if not, the
subdivision for this branch ends. Otherwise we cre-
ate 8 child nodes with respective center locations and
halved side length and distribute points depending on
their locations. Subdivision process recursively con-
tinues for all children nodes, until the whole octree is
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Figure 11: Selection of neighborhood (orange) using
a ray-cast (green) with some deleted points (circle).

constructed. Octree bounding boxes of each individ-
ual scan can be visualized (Fig. 10).

Implementing the two ray-intersection algorithms
was straight forward using the equations from the
second chapter. They are both implemented as meth-
ods of UOctreeNode.

bool IsNodelntersected
(Vector rO, Vector rD);
bool IsPointIntersected
(Vector rO, Vector rD, Vector p);

The first method checks if the actual node was hit
by the ray with origin rO and direction rD. Second
method additionally takes a location of a given point
p- The point itself does not need to be contained by
the cube of this node, so this method is more univer-
sal.

After we developed individual pieces, we can join
them all up together. After user input is registered
and the ray is cast, we take its origin location (con-
verted from the world space to local coordinates of
the point cloud actor) and its normalized directional
vector. Using ray-box intersection algorithm we de-
termine if the root cube was hit. If yes, the pro-
gram starts a recursive process down the octree and
gather all intersected leaf nodes. We then order them
by their distance from the origin of the ray. Starting
with the one closest to the origin, we iterate through
them and check for a point hits in a similar closest-
first fashion. After we find a first intersected point,
the recursion terminates and the operation ends by
selecting this point and its neighborhood. Selected
points are highlighted in orange (Fig. 11).

Aside from selecting points by ray-casting, user
can also manually enter coordinates of a location to
be selected. These coordinates have an origin at the
location of the parent object holding all scans, there-
fore they are in the same coordinate system as points
locations. We implemented two different algorithms
and the user picks which one to use by a button click.
Simpler one of the two finds all leaf nodes across

Octrees
Number of No#zs

i

Toggle Octree Visibility
Active Scan Octree __~=/

All Scans Octrees

_ Selection
e — )

Iterable Selection

___ Octree Selection

Figure 12: Screenshot of the user interface.

all scans that contain the given location and select
all points within them. However, this effectively se-
lects small cubes of points rather than a neighbor-
hood. The more complicated scenario is to find near-
est neighbors of the given location. We mentioned
why this is not so straight-forward using the octree in
the subchapter 2.3.

4.4 User and the Interface

The AUser class manages everything related to the
control over the program. Functions like changing
the position of the camera, ray-casting and interacting
with the graphical user interface are available both
with the mouse and keyboard and motion controllers
at the same time. There is a button to switch between
displaying the context into the head mounted display
or to the monitor.

As a reader can see in Fig. 12, there is an in-
teractive panel next to the scan, which is statically
positioned in the world according to the metaphor
mentioned in the GUI in Virtual Reality subchapter.
Hands of the user are displayed as simple axis guides
with the left hand selecting points of the scan and the
right hand controlling the interface.

All functions of the software are available to the
user through these Ul panels. There are 3 of them,
each containing a group of similar actions. On the
File panel, user can do actions like importing and
exporting point cloud data, toggling visibility of in-
dividual scans or printing out point counts. On the
edit panel user can translate scans, highlight them in
colors, delete selected points, as well as change the
quality of rendering to gain performance. Lastly, se-
lect panel contains elements for activating the visual-
ization of octrees, changing the selection radius and
selecting points based on the given coordinates.



Inspection and Editing of 3D Reconstructions in VR

121

A notable method of the AUser class is the void
AUser::Tick(float DeltaTime), which is called every
tick of the program. It handles the movement of the
user and the visualization of motion controllers and
their directional vectors. To maintain a same rate of
movement across all devices with possible varying
tick intervals, we use the DeltaTime attribute, rep-
resenting the amount of microseconds since the last
tick occurred. It allows us to scale the velocity of the
user accordingly.

5 Results and Conclusion

We started this document by describing the theory be-
hind designs, structures and algorithms used in the
developed tool. Afterwards we presented a general
overview of the Unreal Engine 4, which is the back-
bone technology. In the implementation chapter, we
described the process of making the point cloud pro-
cessing software. This tool is currently still in devel-
opment as a part of author’s bachelor thesis. We are
still looking for ways to improve its functionality. As
a result, it may be used in the object reconstruction
pipeline and for processing point cloud data in VR.
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Abstrakt: Sledovanie a segmenticia objektu z
videa patri medzi najviac vyuZivané video post-
processing metddy nie len pre filmovy priemysel,
ale aj v odvetviach pocitacového videnia. Pri rieSeni
problému oddelenia popredia od pozadia, nardZame
aj na problémy hardvérovej limiticie snimania vi-
dea. Medzi zndme neziadice efekty vznikajice li-
mitdciou hardvéru patria aj degradédcie obrazu ako
Sum, rozmazanie pohybom (ang.motion blur), pre-
exponovany alebo podexponovany obraz, rozne fa-
rebné oklizie sposobené inymi objektami, skreslenie
spdsobené objektivom a d’alSie.

V nasledujicom clanku sa zameriavame na seg-
mentdciu aj takych objektov, ktoré mdzu byt’ rozo-
strené rychlym pohybom. Navrhli sme poloautoma-
tickii metédu skladajicu sa z vytvorenia masky ob-
jektu na akejkol’'vek snimke vo videu pomocou me-
tédy GrabCut, nasledného pouzitia OSVOS (One-
Shot Video Object Segmentation) konvolu¢nej neur6-
novej siete na najdenie objektu na ostatnych snim-
kach videa a alpha matting metédy (konkrétne KNN
matting) pre zvysenie presnosti segmentacie objektu
na okrajoch a detekcie a segmentdcie mozného roz-
mazania objektu spdsobeného rychlym pohybom.

KUl'iicové slovd: foreground extraction, motion blur,
detection, segmentation, Grab-Cut, OSVOS, KNN
matting, alpha matting

1 Prehlad problematiky

V odbornej literattire existuje par rieSeni blizkych da-
nému zadaniu, a mnoho rieSeni ktoré CiastoCne rieSia
dant dlohu.

Najbliz§ym rieSenim z mnoZiny poloautomatic-
kych metdd je Video Snapcut [Bai et al., 2009]. Ro-
bustny systém na segmentaciu objektu z videa, ktory
je zaloZeny na vytvarani takzvanych klucovych sni-
mok, na ktorych segmentujeme objekt z danej snimky
videa. Nésledne sa vytvori sada lokdlnych klasifika-
torov, nachddzajiicich sa na hranici popredia a po-
zadia v tvare Stvoruholnika, a kazdy extrahuje lo-
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kalne obrazové priznaky. Nasleduje doprednd pro-
pagicia lokalnych priznakov a segmentovania ob-
jektu na nasledujicom snimku videa. Systém je adap-
tivny, umoznuje vytvarat’® d’alSie klicové snimky a
tak upresnit’ aj lokalne klasifikatory pre vypocet pop-
redia na snimkach, ktoré si neklicové. Tento sys-
tém je poloautomaticky, a teda vyzaduje vstup od
pouZzivatel'a, zdrovein ale dokdze dobre segmentovat’
objekty, ktoré mozu obsahovat’ vyssie uvedené de-
fekty ako napriklad preexponovy alebo podexpono-
vany obraz, farebné okliizie, rozmazanie pohybom.

Uloha automatického segmentovania objektu z
videa je dnes velmi populdrna a existuje via-
cero jej rieSeni.V roku 2017 dosiahli najlepSie vy-
sledky v danej problematike techniky Masktrack
[Perazzi et al., 2017] a OSVOS [Caelles et al., 2017].
Obe metddy st zaloZené na konvoluénych neur6-
novych siet’ach a existuje viacero d’alSych prac od
tychto autorov, v ktorych spdjaju tieto techniky s d’al-
Symi neurénovymi siet’ami, ktoré rozpoznavaji sé-
mantickd informaciu o objektoch zaujmu a znizuju
tak naroky na vstupné parametre. OSVOS metéda po-
sunula vysledky v problematike na 79,8% z 68% ak
mdame na vstupe jednu snimku s maskou objektu. Pri
Styroch maskach pre Styri snimky je presnost’ metédy
az 86,9%.

2 Navrh rieSenia

V nasledujicej kapitole popiSeme 3 metédy, ktoré
pouzivame na segmentaciu objektu z videa.

2.1 Grabcut

Metéda GrabCut bola navrhutd z dovodu presnej seg-
menticie aj v pripadoch, kedy sa popredie a poza-
die podobaju farbou, intenzitou alebo textirou. Tech-
nika vychadza z metédy GraphCut. GraphCut je za-
loZeny na hl'adani optimdlneho rezu grafu. V prvom
kroku sa obrdzok prevedie na graf G(V,E), kde V
je mnoZina vrcholov a E je mnoZina hran. Graf je
plne prepojeny, to znamend, Ze kazdy vrchol je pre-
pojeny zo vSetkymi ostatnymi. Vrcholy zodpovedaji
pixelom a hrany reprezentuju susednost’ medzi pixe-



Sledovanie rozostrenych objektov spésobené rychlym pohybom

123

lami. V grafe sa hl'add optimalny rez grafu. Opti-
malny v tomto pripade znamend, Ze rez splia pod-
mienky podobnosti. Tymi mozu byt” vzdialenost’ pi-
xlov, farebnd podobnost’ pixlov, podobnost’ intenzity
pixlov, textdra a d’alSie. Rez Grafu (ang. Graph Cut)
je teda mnoZzina hran, ktorych odstrdnenim vznikne
graf z niekol'’kymi komponentami. Existuje mnoho
typov rezov grafu, my sa budeme blizSie venovat’ ST
minimdlnemu rezu (ang. the st min cut). V grafe exis-
tuja este d’alSie dva vrcholy, jeden znamena popredie
a druhy pozadie, kazdy vrchol grafu je prepojeny s ty-
mito dvoma vrcholmi. Hodnota hran medzi vrcholmi,
v naSom pripade pixelmi, a popredim alebo poza-
dim, sa vypocitava ako pravdepodobnost’ kam patri.
Hodnota ST minimalneho rezu je teda globdlna mini-
malna hodnota sictu hodndt hran, ktoré pre rozdele-
nie grafu na komponenty musime odstrdnit’. Takdto
hodnota sa vola funkcia energie a bola zadefinovani
takto:

E(x,0,z) =U(a,0,z) +v(w,z), (1)

kde o je priehl'adnost’, z st dita (v naSom pri-
pade hodnota intenzity pixlu), U vyhodnocuje pris-
pdsobenie rozdelenia priehl’adnosti & pre data z, V je
hladkost’, ktord vyhodnocuje nerovnovdhu medzi su-
sednymi hodnotami. Uk4zku segmentacie popredia a
pozadia pomocou GraphCut metédy je zobrazend na
obrazku Obr.1.[Boykov and Jolly, 2001]

(a) Image with seeds.

| M

(d) Segmentation results.

Background Background
@ terminal ® terminal
cut
== &4 D @D
@ a» ) < o
@ B2 g -
-
Object objeclh
rerminal terminal

(b) Graph. (¢) Cut.

Obr. 1: Ukazka vyrieSenia segmentécie popredia od
pozadia na obrazku pomocou GraphCut metddy.
[Boykov and Jolly, 2001]

2.1.1 Grabcut algoritmus

Metdéda Grabcut je rozSirenim metédy Graph cut na
farebné obrazy. Je to iterativna graph-cut segmenta-
cia pouZivajica Gaussovské zmieSané modely (d’alej
len GMM).

Inicializacia

PouZivatel' vytvori Stvoruholnik R okolo objektu
zaujmu na obrdzku a nasledne sa inicializuje trimap
T(TF,Tu,TB), Ty=R,Tr=0aTg= Tﬁ.An =0,n€e
TpaA,=1,n € Ty. GMM pre popredie a pozadie sa
inicializuji z mnozin A, =0aA, = 1.

Iterativna minimalizacia

1. Prirad GMM komponenty pixelom: Pre kazdé n
ey

K, := argn]l(inDn(OC,kaaZn) @

2. Vypocitaj GMM parametre z dat z

6:= argmeinU((x,k,G,z) 3)

3. Odhadni segmentdciu, pouZi min-cut na vyrie-
Senie:

i inE (o, k 4

o min minE(a,k,6,2) )

4. Opakuj od kroku 1, kym rieSenie

nekonverguje.[Rother et al., 2004]

2.2 Onme Shot Video Object Segmentation -
OSVOS

OSVOS (ang. One-Shot Video Object Segmentation
) - su inicidly techniky, ktoré by sme mohli prelozit
ako segmentdcia videa na zaklade jedného snimku s
vyznacenim objektom. Ide o automatickd techniku
segmentdcie objektu z videa, zaloZend na FCNN -
plne konvolucnej neurénovej sieti. Této technika do-
kaze uspeSne preniest’ genericki sémantickd infor-
maciu, naucend na ImageNet sieti, na tlohu seg-
mentdcie popredia, a nakoniec k nauceniu vzhl'adu
objektu na zdklade jedného snimku z videa, v kto-
rom je vyznaceny objekt. Napriek faktu, Ze vSetky
snimky videa su spracovdvané nezavisle od seba, vy-
sledky su suvislé a stabilné. Metéda vylepsuje vy-
sledky préace v danej problematike o vyznamnu hod-
notu 79,8% oproti 68%.[Caelles et al., 2017] Model
OSVOS siete moZeme vidiet' na obrazku 2.
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Base Network
Pre-trained on ImageNet

=3

=l

Results on frame N
of test sequence

Parent Network
Trained on DAVIS training set

Test Network

Fine-tuned on frame 1 of test sequence

Obr. 2: Preh’'ad OSVOS modelu. 1. Zakladna vrstva sieti 2. RodiCovskd vrstva 3. testovacia vrstva

[Caelles et al., 2017]

2.2.1 OSVOS - Trénovacie detaily

Zakladna konvolucna siet’ architektiry OSVOS je
predtrénovana na ImageNet sieti ktord rozpozndva
objekty. Autori OSVOS pretrénovali tito siet’ na
Davis Datasete, k nauceniu generickej informacie
ako segmentovat’ objekt od pozadia, jeho zvyc€ajnych
tvarov atd’. PouZili Stochasticky Gradientny zostup
(SGD) s momentom 0.9 pre 50 000 iteracii. Augmen-
tovali dataset pomocou zrkadlenia o pribliZenia. Uro-
ven ucenia (learning rate ) je nastavend na 10na8, a je
znizovand. Po tomto tréningu, siet’ je naucena extra-
hovat’ popredie z pozadia. S dostupnou rodi¢ovskou
siet'ou, ktord dokdze extrahovat’ popredie z pozadia,
mdZeme prejst’ na poslednii testovaciu siet’. Ulohou
je segmentovanie konkrétneho objektu vo videu, ak
mdme k dispozicii jeden snimok a k nemu odpove-
dajicu presni masku. Pokracujeme v d’alSom tréno-
vani materskej siete pre konkrétny obraz a masku a
nasledné testovanie na celej sekvencii s pouZzitim no-
vych véh.[Caelles et al., 2017]

2.3 Od Motion blur k Alpha Matting

Matting si kladie za ciel' extrahovat' objekt z ob-
razu tak aby zapocitaval zlomkové hodnoty priehl’ad-
nosti pixlov popredia. Vo vicSine prac zaobrajicich
sa touto témou, sa predpokladd Ze objekt v popredi
je staticky a Ciasto¢na priehl'adnost’ vznika z len
Ciastocného pokrytia pixlu objektom popredia, takzZe
farba pixlu je vytvorend ako kombindcia popredia a
pozadia. Prikladom mdZe byt pramein vlasov, ktory
je Casto prili§ tenky aby Uplne pokryl pixel a tak je
farba pixelu zloZenim farby pramena vlasov a poza-
dia. Dal§im zdrojom &iasto¢nej priehl’adnosti je roz-

mazanie objektu spdsobené pohybom.V tomto pri-
pade je pixel obsadeny objektom popredia len Cast’
expozic¢ného Casu, a pozadim po zvySok expozi¢ného
Casu. [Myeong et al., 2014]

Alpha matting odkazuje na problém rozdelenia ob-
rdzku na popredie a pozadie, ¢o je konvexnou kombi-
ndciou na obraze:

I=0+F+(l—a)=*B, (5)

kde I je dana farba pixlu, F' je nezndme popredie,
B je nezndme pozadie, a & je nezndma hodnota prie-
hI'adnosti.

2.4 KNN Matting

KNN matting vychddza z nelokdlneho principu, ¢o
znamend Ze pre pixely zdiel'ajuice rovnaky vzhl'ad
sa ocakava Ze budu zdiel’at’ rovnakd hodnotu prie-
hl’adnosti. Podl'a tohto predpokladu, vytvorime pri-
znakovy vektor X (i) na pixeli i je definovany ako

X (i) = (cos(h),sin(h),s,v,x,y)i (6)

kde h, s, v su prislusné stradnice HSV fareb-
ného priestoru a (x,y) st priestorové siradnice pi-
xelu i. Priznakovy vektor je I'ahko rozsiritel'ny aj do
iného farebného priestoru.Vo vektorovom priestore

najdeme K-najblizsich susedov pre dany pixel (v na-
Som pripade 10). Funkcia jadra

| X =X |l
C

sa pouZiva na reprezentovanie afinity medzi dvoma
pixlami, kde C je najmengia hornd hranica || X; —
X(j) |I- Din et al., 2013]
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3 Vysledky

Ked’'Ze k detekcii rozmazania objektu pohybom na
videu neexistuje dataset, vytvoril som vlastny data-
set obsahujuici r6zne objekty so zameranim na rdz-
norodost’ videi a réznorodost’ podmienok segmen-
tacie. Na obrazku Obr.4 v Casti a.) mdZeme vidiet’
snimku kde popredie od pozadia mdZe byt I'ahko
oddelené na zaklade farebnej zlozky, zaroven je to
ale snimka so silnou degradaciou informacie spdso-
benou rozmazanim pohybom. Na obrazku Obr.5 v
Casti a.) moZeme vidiet’ farebni podobnost’ popre-
dia a pozadia. Na obrazku Obr. 6 v Casti a.) mdZeme
vidiet’ uniformnost’ pozadia. Medzi d’als$imi testova-
cimi videami su vided objektov pohybujicich sa pred
takzvanou "zelenou stenou", kord sa pouZiva najmi
pri VEX efektoch vo filmovom priemysle. Vided s
réznou expoziciou, s pohybom kamery alebo len po-
hybom objektu vo videu a d’alSie. Segmentacia ob-
jektu pomocou metédy OSVOS zlyhava pri niekto-
rych snimkach na ktorych je silné rozmazanie pohy-
bom. MdéZeme to vidit' na obrazku Obr. 3 na druhe;j
a tretej snimke zI’ava.Kde je Cervenou farbou vyzna-
¢end maska naucend OSVOS technikou, a na tychto
snimkach nepokryva cely objekt.

Obr. 3: Na sekvencii snimok mdzeme vidiet” masku
segmentacie OSVOS technikou pre 1000 iteracii uce-
nia. [Caelles et al., 2017]

Na obrdzku Obr.4 m6Zeme vidiet’ blizSie treti sni-
mok z obrdazku Obr.3 na ktorom je najvyraznejSia
chyba segmentdcie OSVOS metddy. Je vidiet' Ze po-
uzitim KNN mattingu, v Casti ¢ sme zlapsili segmen-
taciu popredia.

Obr. 4: Segmentdcia OSVOS vs KNN matting. Kde
A) je pdvodnd snimka videa B) segmentdcia po OS-
VOS metéde C) upravenie masky pomocou KNN
matting metédy

3

Obr. 5: Vysledok segmentovania A) podvodny snimok
videa B) segmentécia po OSVOS metdde s 200 itera-
ciami ucenia sa masky objektu. C) Vysledok po KNN
matting metdde

Na obrazku Obr.5 mdézZeme vidiet’, Ze metdoda OS-
VOS zle segmentovala Cast’ hlavy psa, vd’aka KNN
mattingu sa segmentdcia napravila. Takisto sa pri da-
nom obrazku zlepSila segmentdcia srsti zvierat'a.
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Obr. 6: Vysledok segmentovania A) pdvodny snimok
videa B) segmentécia po OSVOS metdde s 200 itera-
ciami uenia sa masky objektu. C) Vysledok po KNN
matting metdde

Na obrdazku Obr.6 mdzeme vidiet segmenticiu
ruky rozmazanej pohybom. KNN matting odstranil
pixely vel'mi blizke pozadiu.

4 Zaver

V tomto ¢lanku sme sa venovali segmentacii objek-
tov, ktoré mdZu byt rozostrené rychlym pohybom.
Navrhli sme poloautomaticki metédu skladajicu sa
z vytvorenia masky objektu na akejkol’ vek snimke vo
videu pomocou metédy GrabCut, nasledného pouZzi-
tia OSVOS konvolu¢nej neurénovej siete na najdenie
objektu na ostatnych snimkach videa a KNN matting
metddy pre zvySenie presnosti segmentdcie objektu
na okrajoch. Nase vysledky ukazujd, Ze v niektorych
pripadoch KNN vylepSilo segmentaciu objektu ziska-
ného metédou OSVOS. V d’alSom vyskume chceme
vyskuSat’ vylepsit’ vytvaranie trimapu, ktory je vstu-
pom pre KNN matting a tak vyrazne vylepSit' seg-
mentdciu KNN mattingu pre popredie a pozadie. Dal-
$im krokom je pouZitie metddy border matting pre
zjemnenie hranice objektu.
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Abstract: This paper is part of the research on vari-
ous aspects of the notion of information. Supplemen-
tary information (advice) may reduce the complexity
of solving a problem in some cases. The notion of
usefulness of supplementary information was studied
in the finite automata setting and in the deterministic
push-down automata setting. In this paper, we study
the possibility of exploiting supplementary informa-
tion in finite transducers setting. The notion of advice
is formalized as a regular language which the trans-
ducer transforms to a different regular language. We
consider the advice to be useful if the transducer re-
quires fewer states than it would require to transform
the language of all strings over the input alphabet.
This approach can be used with either determinis-
tic or nondeterministic transducer as a computational
model. We define families of languages for which
useful advice exists and show particular languages
that belong to these families. We compare these fam-
ilies to the families defined by decomposability of au-
tomata studied earlier and study their closure proper-
ties. We show that some modifications of the advice
can affect its usefulness. We also study the families
defined by a fixed advice language.

Keywords: supplementary information, transducers,
state complexity, regular languages

1 Introduction

The notion of usefulness of information was stud-
ied in several previous works at the Department of
Computer Science of the Comenius University. The
problem was formalized as constructing an automa-
ton accepting a language L and supplementary in-
formation was formalized as a guarantee that every
input word shall belong to a regular language Ly,.
The information was considered useful if after tak-
ing the guarantee into account, a new automaton ac-
cepting L could be constructed and the descriptional
complexity of both the new automaton and the ad-
vice language was lower than the descriptional com-
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plexity of the language L. This process can be also
viewed as constructing two simpler automata such
that the intersection of the languages recognized by
them is the original language L. However, being able
to only perform an intersection means that the advice
language needs to be a superset of the desired lan-
guage. Besides intersection with a regular language,
transducers can also apply homomorphisms and in-
verse homomorphisms. In this paper, we shall define
and study a new approach using finite transducers and
show similarities and differences to the existing set-
tings using finite automata as models of computation.

2 Preliminaries

Transducers are models of computation used to trans-
form languages. In general, they can be viewed
as finite automata augmented with an output func-
tion. The models we shall use are modifications
of the sequential transducer defined by Ginsburg.
[Ginsburg, 1966]

Definition 1. A deterministic sequential transducer
is a 6-tuple M = (K,X1,X2,H,qo,F) where K is a
finite set of states, ¥ is the input alphabet, ¥, is the
output alphabet, qq is the initial state, F is the set
of accepting states and H C K x (£ U{e}) x (XU
{e}) X K is a transition relation. H must also fulfil
the following conditions:

1. If (g,c1,¢2,p1) € H and (q,c1,¢3,p2) € H, then
¢y =c3and py = p2

2. ]f(qvg?clvpl) € H and (%027037172) € H, then
cy=¢,c; =c3and p; = p>

3. There does not exist a sequence of states
qi,---,qn and a sequence of symbols cy,...,cp—1
such that g\ € F,q, € F andVi€ {1,...n—1}:

(qiagvciaqi+l) €H

If € can be read in some state, no alphabet symbol
may be read in this state. Moreover, for every state
and input symbol, the next state and the output are
uniquely determined. This is comparable to the way
determinism is achieved for deterministic pushdown
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automata, which is described in

[Rovan and ForiSek, 2013]. Without rules of the
form (g, €,c, p), it would be impossible to produce
an output word longer than the input word. The
condition 3. is required to guarantee there shall be at
most one accepting computation for any input word.
Due to this condition, it can be assumed that the
computation shall halt once the entire input is read
and an accepting state is reached. At most one
symbol can be read and written at a time in order to
achieve state complexity comparable to that of finite
state automata.

Definition 2. A configuration of a transducer is a
3-tuple (q,u,v), where q is a state, u € X is the
remaining input and v € X3 is the content of the
output tape.

Definition 3. A computation step of a transducer is
a relation \- on the set of configurations such that

‘We shall also consider the nondeterministic variant
of transducers.

Definition 4. A nondeterministic sequential
transducer is a 6-tuple M = (K, X1,X,H, qo, F)
where K,X1,%,,q0 and F are interpreted the same
way as for deterministic transducers and H is a
subset of K x (£1U{€e}) x (X, U{e}) x K without
any further restrictions. A configuration and a
computation step are defined the same way as for
deterministic transducers.

Definition 5. The image of a language L is defined
byM(L)y={w|3gr € F ucL:(qo,u,€) "
(qFa £, W)}

The concept of decomposing a finite automaton A
into two simpler automata A; and A, was studied by
Gazi [Gazi and Rovan, 2008] and Sadovsky

[Rovan and Simon Saddovsky, 2018]. This process
can also be viewed as constructing an automaton
accepting a language L with a supplementary
information that every input word will belong to a
language L,g,.

‘We shall denote the number of states of a transducer
M by #5(M). The same notation shall be used to
denote the number of states of a finite automaton.

Definition 6. Deterministic state complexity of a
regular language L is defined as

sc(L) =min{#s(A) | L(A) = L} where A is a finite
state automaton. Nondeterministic state complexity
is defined similarly and denoted by nsc(L).

Definition 7. A regular language L is decomposable
if there exist languages L and L, such that
L=LiNLy, sc(Ly) < sc(L) and sc(Ly) < sc(L).

Definition 8. A regular language L is
nondeterministically decomposable if there exist
languages L| and Ly such that L = L N Ly,
nsc(Ly) < nsc(L) and nsc(Ly) < nsc(L).

In this paper, we shall be concerned with using the
supplementary information in a different way. Given
aregular lanugage L and an advice L4y, we shall be
interested in whether there exists a simpler (in terms
of state complexity) transducer that can transform
L,y into L.

Definition 9. Transducer state complexity of a
language L is defined as tsc(L) =

min{#s(M) | M(X]) = L} where M is a deterministic
sequential transducer. For nondeterministic
sequential transducers, state complexity of language
L is defined in the same way and denoted by ntsc(L).

Definition 10. Let L4, be a regular language. The
SJamily £p(Laay) is defined as

Zp(Laay) = {L| sc(Laay) <tsc(L),3IM : M is a
deterministic sequential transducer, M(Lygy) = L,
|Z1,,.] < |ZL], #s(M) < tsc(L)} and the family
Ln(Laay) is defined as

In(Laay) = {L | nsc(Lyay) < ntsc(L),3IM : M is a
nondeterministic sequential transducer,

M(Ladv) =1L, ZLad\'| < ‘EL , #S(M) < I’ZZSC(L)}.

Note that we require the advice language to be
regular. Also note that we do not allow the advice
alphabet to be greater than the original alphabet.

Definition 11. The family £pra is defined as
Lpra = {L | gy 1L € gD(Ludv)}' The family
Lhra is defined as

INTA = {L ‘ ALsav 1 L € gN(Laa’v)}'

To reason about the state complexity of transducers,
we shall use the extended fooling set technique. The
definition is taken from Palioudakis

[Palioudakis, 2012].

Definition 12. An extended fooling set for language
Lis aset P={(x;,y;) | 1 <i<n} suchthat x;y; € L
and if i # j, then x;y; ¢ L or x;y; ¢ L.
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Theorem 1. Let P be an extended fooling set for
language L. Then nsc(L) > |P|.

Proof. By contradiction. Let P be an extended
fooling set for L, let |P| > nsc(L). Let A be the
minimal automaton accepting L. Using the
pigeonhole principle, it can be shown that there exist
two distinct indices i, j such that

0(qo,xi) = 8(qo,xj) = g for some state g. Since

x;yi € Land x;y; € L, it must hold that x;y; € L and
x;y; € L. This contradicts the definition of an
extended fooling set. [

The following simple observation allows us to
compute a (not necessarily tight) lower bound of
sc(L) based on the value of nsc(L).

Lemma 1. For every regular language L,
sc(L) > nsc(L).

Proof. LetA = (K,X,0,qo0,F) be a minimal DFA

accepting L and let A’ = (K, X, 8, go, F) be an NFA.
LetVg € KVceX: 8 (¢q,c) ={8(g,c)}. Obviously,
#s(A) =#5(A")and L(A") = L. O

3 Supplementary information for
transducers

3.1 Languages in %pra

The following simple lemma allows us to use the
extended fooling set technique to reason about the
state complexity of deterministic transducers.

Lemma 2. Transducer state complexity of a
language is greater than or equal to its
nondeterministic state complexity.

Proof. For the sake of contradiction, let L be a
regular language such that sc¢(L) < nsc(L) and let M
be a transducer such that M(X}) = L. Let A be a
nondeterministic automaton such that

KA = KM,C]()A = QOM»FA = FM,ZA = 22 and

04(q1,¢) = q if and only if there is d € X; such that
om(q1,d) = (q2,c¢). It is easy to see that the
automaton A accepts the language L and its state
complexity is equal to that of the transducer M. [

Theorem 2. If n > 3, the singleton language {a"} is
in gDTA'

Proof. Let P ={(a',a" ") |0<i<n}. Then Pisa
fooling set for {a"} and therefore nsc({a"}) > n+1.
By Lemma 2, it also holds that tsc({a"}) > n+ 1.
Let Lyg, = {atgJ }. The following diagrams show the
transducer M,,,,, based on the parity of n.

Figure 2: The transducer M,,,,, forn =2k+ 1,k > 1

The construction of a DFA accepting L., using

| 5] +2 states is trivial. Since n >3, [5] > 2. Thus
|5] +2 <n+1and sc(Lyay) < tsc(L). In every
case, #s(Mpew) < 4 < n—+ 1. It can also be easily
seen that My, (Lagy) = {a"}, therefore if n > 3, then
{a"} S XDTA‘ ]

Theorem 3. Let L, = {a*" | k € N}. If niis not a
prime, L, is in Zpra.

Proof. Since n is not a prime, there exist integers p
and p, such that n = pp;. Let

Lagy = {d*" | k € N}. The transducer M,,,, is shown
in Fig. 3.

Figure 3: The transducer M,,,, that realizes the inter-
section of Lyg, and {a*?? | k € N}.

Let P={(a',a"") | 0 <i<n}. Then Pis an
extended fooling set for L,, therefore tsc(L,) > n.
However, #5(M,.,,) < n and it is trivial to construct
an automaton A accepting L4, such that

#5(A) = p1 < n. It can also be easily seen that
Myew(Laay) = L. Therefore, L, € Zpra. O
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3.2 Languages not in %pr

In this section, we shall show examples of languages
not in the family Zpra.

We shall use the following lemma to reason about
the cardinality and finiteness of the advice language.

Lemma 3. IfL € Lpra and Mnew(Ladv) =L, the
cardinality of L,g, must be greater than or equal to
the cardinality of L.

Proof. For every word w in L, there must exist a
word v in Ly, such that M,,.,,(v) = w. Due to the
transducer’s determinism, there is only one possible
computation for every word. Thus, M,,,, represents a
surjective mapping. O

In the following theorem, we shall prove that if a
language’s state complexity is already low enough,
no suitable advice may exist.

Theorem 4. Iftsc(L) <2, Lis not in Zpra.

Proof. The theorem trivially holds when tsc(L) = 1.
If tsc(L) = 2, then there must exist a transducer
M, such that #g(M,,,,) = 1 and a regular language
Ly such that sc(Lyg,) = 1 and Mye,, (Lagy) = L. The
only languages with deterministic state complexity
equal to 1 are £} and 0. It holds that M,,,,(0) = 0.
Thus, it must also hold that L = (. However,

tsc(0) = 1. If L.y, = X7, a contradiction with the
assumption that zsc(L) = 2 is reached as well. O

Corollary 1. The languages X*,0 and {€} are not in
Zpra-

We have shown that the languages of unary-coded
multiples of composite numbers are in the family
Zpra. Now, we shall show that this does not hold
for the multiples of primes.

Theorem 5. Let L, = {a"? | k € N} where p is a
prime. Then L is not in Zpra.

Proof. Without loss of generality, letX; , = {a}.
The language L4, must contain some word a* such
that s > p by Lemma 3 and the fact that L, is
infinite. Since tsc(L,) = p, the automaton that
accepts L4, must have fewer than p states. Thus, a
part of @’ of length r; can be pumped and

Vk € N : ¢tk € L4, Since M, must also have
fewer than p states, a cycle where r, symbols are
read and r3 symbols are written must be reached

during the runon a®; 0 < rp, < p, 0 < r3 < p. Let

w = a**"1"2, During the run on w, the cycle must be
reached additional r; times and the output will be
a4?173 for some g. Both ry and r3 are less than p
and p is a prime, therefore p { r1r3 and L, can not
contain a??*""3. Thus, Myew(Laay) 7# Lp- O

Note that we assumed that the advice alphabet
contained only one symbol. If it also contained a
new symbol b, we could find a useful advice
language L4, = (ab)* (assuming that p # 2). The
transducer M,,,,, would apply a homomorphism /
such that i(a) = a and h(b) = aP~".

3.3 Languagesin %y

In the following lemma, we shall show that
nondeterministic state complexity of a regular
language is equal to its nondeterministic transducer
state complexity.

Lemma 4. If L is a regular language, then
nsc(L) = ntsc(L).

Proof. If A= (K,X,0,qo,F) is a minimal NFA such
that L(A) =Land M = (K,X,X,H, qo,F) where
H={(q,c,c,p) |q,p €K,c€XZU{e},p € 5(q,c),
then M(X*) = L. Therefore nsc(L) > ntsc(L) for
every regular language L.

For the sake of contradiction, let

M = (K,X,X,H,qo,F) be such a transducer that
M(X}) = L and #5(M) < nsc(L). Then a NFA

A= (K,%,8,q0,F) where Vp,q € K¥c e LU {e} :
p€d(g,c)= I’ e U{e}: (q,c,c,p) €H
accepts the language L and at the same time,

#s5(A) < nsc(L) holds, which is a contradiction.  []

In the following theorems, we shall show that the
languages consisting of one word of lenght at least 2
and the languages of unary-coded multiples of
composite numbers belong to the family Zyra.

Theorem 6. Let L = {w}, let |w| > 2. Then
Le .ipNTA.

Proof. Letw=aj...a,. Let P=
{(a1..-ak,ars1--.ay) | 0 < k <n}. It can be easily
seen that P is an extended fooling set for L and that
ntsc(L) > n+ 1. Let Ly, = {a,}. Clearly

nsc(Lygy) = 2. The transducer M, is shown in the
following diagram.

Since #5(Myey) = n and Mo, (Lagy) = L,

L e %nra. ]
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al’h an

Figure 4: The transducer M,,,, that adds a prefix to
the input word

Theorem 7. Let n be a composite number, let
L= {ak” ‘ ke N} Then L € XNTA.

Proof. The proof is analogous to the proof of
Theorem 3. O

3.4 Languages not in Zyr4

In this section, we shall show examples of languages
not in the family Zy74.

Theorem 8. If nsc(L) <2, then L is not in £yra.

Proof. The proof is analogous to the proof of
Theorem 4. O

Theorem 9. Let L, = {a"? | k € N} where p is a
prime. Then L, is not in Lnra.

Proof. The proof is similar to the proof of Theorem
5. For the sake of contradiction, let L,,;, be a useful
advice language. If the transducer contains a
reachable cycle where € is read and @™ (1 < r; < p)
is written to the output tape, a”' can be written to the
output tape one more time and the resulting output
will no longer belong to L,. Now, let us suppose that
M,,,, contains no e-cycle. If Ly, is infinite, the
automaton must contain a cycle. The transducer
M\, has to contain some cycle as well, otherwise
the output language would be finite. Thus, there
exist constants s and r, such that

Vk € N:a**2 ¢ L4, and constants 3 and r4 such
that M,,,, contains a cycle where r3 symbols are read
and r4 symbols are written. It must also hold that

1 <rp,r3,r4 < p and that there is some n such that
a"’ € My, (a®). During the run on @**"2"3, M,,,,, can
enter the cycle additional r, times and thus add a">"*
to the output. Neither r, nor r4 is divisible by p,
therefore r>r4 is not divisible by p either. Thus,
a2 € My, (a*t7?3). Since a*t"'3 € Lyg, but
a"? e & L, Lagy is not a useful advice language. If
L,y 1s finite there exists a constant ¢ such that for
every ¢ symbols written, the transducer has to read at

least one. Thus, My, (Lagy) is finite and Ly, is not a
useful advice language. O

Analogously to Theorem 5, adding an additional
symbol to the input alphabet would allow us to find a
suitable advice language.

3.5 Relations to families of decomposable
languages:

In this section, we shall study the relations between
the families Zpra and Zy7a and the families
defined by automata decomposability.

Theorem 10. There exists a language in Lpra that
is not deterministically decomposable.

Proof. LetL = {a94}. By Theorem 2, L € %pra.
However, it was shown by Gazi and Rovan that L is
not deterministically decomposable.

[Gazi and Rovan, 2008] ]

Theorem 11. The family of nondeterministically
decomposable languages is a subset of £nra.

Proof. Let Ly, L, be regular languages such that
nsc(Ly) < nsc(L),nsc(Ly) < nsc(L) and LyNLy = L.
LetA; = (K,X,8,q0,F) be an NFA such that

L(Ay) =L, and #5(A;) < nsc(L). Let

M= (K,X,%,H,qo,F) where

H={(q,c,c,p) |q,p €K,c€XU{e},p€ 6(q,c)},
The transducer M realizes the intersection of the
input language with L. Since M (L,) =L,

nsc(Ly) < ntsc(L) and #5(M) < ntsc(L),

L e %yra. ]

Theorem 12. There exists a language in Lyta that
is not nondeterministically decomposable.

Proof. As shown by Rovan and Sadovsky

[Rovan and Simon Sadovsky, 2018], the language
{a®*} is nondeterministically undecomposable.
However, by Theorem 6 {a®*} € Zyra. O

4 Properties

4.1 Properties of Zpra

In this section, we shall study the closure properties
of the family Lpra.
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Theorem 13. The family £pra is not closed under
&-free homomorphism, inverse homomorphism,
intersection, union, Kleene star, Kleene plus and
concatenation.

Proof. Let L = {abb}*, let Lyy, = {ab}*. It can be
easily seen that L € £p(L,4,) and thus L € Zpra.
Let h(a) = a and h(b) = a. Then

h(L) = {a*" | n € N}. However, the language

{a® | n € N} is not in .-Zpr4 by Theorem 5.

Let L = {a'%}, then L € Zpra by Theorem 2. Let
h(a) = €. Then h~'(L) = 0. By Theorem 4,

0 ¢ ZDTA- Let L1 = {a94} and L2 = {a%}. Then

Ly N L, = 0, which is not in -Zpr4 by Theorem 4.
LetL; = {a* | n € N}, let L, = {a*"*? | n € N}. Let
Lagyo = {a®*! | n € N}. It can be easily seen that
Ly € Zpra. The transducer M,,,,, applies the
homomorphism A(a) = a?, therefore Ly € Lpra.
However, L; UL, = {a*" | n € N}, which is not in
«’?DTA by Theorem 4.

Let L = {€,a?,a*}. Thentsc(L) > 5. Let

Luay = {€,a,a*}. The transducer M,,,, applies the
homomorphism A(a) = a?, therefore L € Lpra.
However, L* = LT = {a®" | n € N}. Thus, L* and L*
are not in Zpra by Theorem 4.

LetL; = {a* |n €N}, L, = {a,a®,a’} and

Loagv, = {a,a*,a®}. The transducer M,,,,, is shown in
the diagram:

a,a
—

a,a
€,a

Figure 5: The transducer M.,

It can be easily seen that tsc(L,) > 6 and

s¢(Laav,) <5, therefore L, € Zpra. However,

LiL, = {a®"*' | n € N}, which is not in Zpr4 by
Theorem 4. O

4.2 Properties of Zyra

In this section, we shall study the closure properties
of the family Zyra.

Theorem 14. The family £yt is not closed under
intersection, union, Kleene star, Kleene plus, €-free
homomorphism, inverse homomorphism and
concatenation.

Proof. Let Ly = {a®*}, let L, = {a®}. Then
LiNL, =0. By Theorem 6, L;,L; € £y74 and by
Theorem 8, O & Lra-

LetL; = {a* |n e N}, let L, = {a**? | n e N}. It
can be easily seen that L, L, € £yra. However,
LyULy = {a*" | n € N} and by Theorem 8,

LiUL, & Zyra. Let L= {€,a*.a*}. Tt can be easily
seen that L € %yra. However,

L*=L" ={a* | n€ N}. By Lemma 8,

{a2” | ne N} ¢ NTA-

Let L = (abb)*. It can be easily seen that L € £y7a.
Let h(a) = a and h(b) = a. Then

h(L) = {a*" | n € N}. By Theorem 9, h(L) & Lyra.
Let L = {a'"} and h(a) = €. Then by Theorem 6

L € %nra. However, h~!(L) = 0 and by Theorem 8,
0 ¢$NTA‘ LetL; = {Cl4n | ne N}, let

Ly = {a,a’,a’}. It can be easily seen that

Li,L, € %yra. However, L1 Ly = {a*"*! | n € N}.
By Lemma 8, L1L2 ¢ XNTA- ]

5 Fixed advice

The families generated by a fixed advice language
were studied in the Bachelor’s thesis of Marti$
[Martis, 2018] in the setting of deterministic finite
automata. We shall study the properties of families
Zp(Lagy) and £y (Ladv) for a fixed advice language

Lad Ve

5.1 Fixed deterministic advice

We shall show that for a fixed language L, the
family .£p(L,qv) does not necessarily have to be
closed under common operations. In the
deterministic transducers setting, this is a
consequence of Lemma 3.

Theorem 15. There exists a language L4, such that
Zp(Laay) is not closed under complement, union,
intersection, Kleene star or Kleene plus.

Proof. By Lemma 3, if L € %p(L,q4y), then

IL| < |Laay|. Let Lyg, = {a®}, let Ly = {a'%} and let
Ly = {a**}. Clearly, L4, is useful for L; and L, but
not for L‘f,LT, L} or L1 UL, since their cardinality is
greater than that of L,4,. It can also be easily seen
that Zp(Lagy) is not closed under intersection, since
LiNLy =0. By Lemma 4, no advice exists for

0. O
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Theorem 16. There exists a language L,g, such that
Zp(Laay) is not closed under concatenation.

Proof. Let Ly, = {a* a®},let L = {a®,a'®} and let
Ly = {a'%,a%*}. Clearly, Ly, is useful for both L,
and L,. However, L1L, = {a24,a32,a40,a48} and by
Lemma 3, L4, is not useful for L;L,. [

Theorem 17. There exists a language L4, such that
Zp(Lagy) is not closed under homomorphism or
inverse homomorphism.

Proof. Let Ly, = {a*}, let L= {a%}. Clearly

L e Zp(Lyay)- Let h(a) = €. Then h(L) = {€} and
h~'(L) = 0. By Lemma 4, neither 4(L) nor A~ '(L) is
in g]_) (Ladv)- [

5.2 Fixed nondeterministic advice

In this section, we shall show that for a fixed advice
Laay, the family %y (L,4,) does not have to be closed
under common operations either.

Lemma 5. If £yra is not closed under an unary
operation f, then there exists a language L,g, such
that £n(Laay) is not closed under that operation.

Proof. Since ZLyra is not closed under the
operation, there must exist a language L such that
advice L, exists for L but no advice exists for f(L).
Thus, Le D%N(Ladv) but f(L) ¢ D%N(Ladv)' O

Corollary 2. By Lemma 5 and the results in Chapter
4, there exist languages Lgq, such that £y (Laay) is
not closed under homomorphism, inverse
homomorphism, Kleene star and Kleene plus.

Theorem 18. There exists a language L4, such that
Zn(Laay) is not closed under intersection.

Proof. Let Lyg, = {a*}, let L; = {a%}, let

Ly = {a'?}. Then clearly L; € %y (L,q,) and

L, € gN(Ladv), butLiNl,=0¢ D%N(Ladv) since

0 & LNta- O

Theorem 19. There exists a language L4, such that
Dy (Laay) is not closed under union.

Proof. Let Ly, = {az"“ | n € N}, let

Ly = {a*"* |ne N}, let L = {a*" | n € N}. Then
L€ gN(Ladv) and L € «iﬂN(Ladv), but

LiULy = {a* | n € N} & Ly (Laay), since

{a@*®" | n € N} & Zyra by Theorem 8. m

5.3 Adyvice modifications

In this section, we shall study whether some
common modifications preserve the usefulness of
the advice.

Theorem 20. There exists a pair of languages L,
Laay such that L € £p(Laay) but L & £p(LR,).

Proof. Let L= {ba® | n € N}, let L, = {b}{a}*.
It can be easily seen that

{(g,b),(b,aaqa), (ba,aa),(baa,a)} is a fooling set
for L and therefore tsc(L) > 4. The transducer M,;,,,
is shown in the diagram.

Figure 6: The transducer M,,,,, .

Since My (Lagy) = L, #5(Mye,,) =3 and

s¢(Lagy) < 4, Lygy 18 nontrivial advice for L.

If {a}*{b} is used as advice, there must exist a state
g where a or € is read and b is written to the output.
If b could be written only while reading b, b could
be written only after the entire input was read.
However, since the run where ba® is written must
end in an accepting state and it must stop once the
input is read and an accepting state is reached, it
would be impossible to write a° after reading the
entire input. At least 6 steps are needed and by the
pigeonhole principle, some state has to be reached
twice. If it is an accepting state, a contradiction is
reached since the run would have to stop after
reaching such a state for the first time. If only a
non-accepting state is reached twice, the part of the
run inbetween will be repeated indefinitely due to
the transducer’s determinism and the fact that no
input is read during any of the steps. Thus, an
accepting state will never be reached.

Once b is written, g can not be reached again unless
q is accepting and the entire input is read, thus only
the two remaining states can be used while writing
the a® part. Then, some state has to be reached twice
with a or aa read and a or aa written inbetween. The
necessary number of symbols can be added to the
input to produce a word that does not belong to

L. O
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Theorem 21. There exist languages L, Lygy,, Lagy,
such that L € Zp(Lagy,) and L € Lp(Lygy,) but
L g gD(Ladvl ULadvz)

Proof. Let L= {a'"" | n € N},

Laav, = {a* | n € N}, Lygy, = {a®™' | n € N}. It
can be easily seen that both L,4,, and L4, can be
used as advice for L. However, L,g,, ULygy, = a*.
By the definition of transducer state complexity, a*
can not be used as advice. O

Theorem 22. There exist languages L, Ly, , Loy,
such that L € £p(Laay,) and L € £p(Laay, ) but
L Q/ -i/ﬂD(Ladvl mLaolvz)

Proof. Let L= {a**}, Loy, = {@*}, Laav, = {a*}. Tt
can be easily seen that both L,4,, and L4, can be

used as advice for L. However, Lyg,, N Lyg,, = 0 and
M, (0) = 0 for any transducer M, . O

Theorem 23. There exist languages L and L4, and
a homomorphism h such that L € £p(Lagy) but
L € gD(h(Ladv))'

Proof. Let L= {a* | n € N}, Ly, = {a*" | n € N},
h(a) = €. Then h(L,y,) = {€}. If a transducer M
with fewer than 4 states such that M(g) = L existed,
an NFA accepting L with fewer than 4 states could
be constructed and a contradiction with the
nondeterministic complexity of L (which is
obviously 4) would be reached. O

5.4 Relations

In this section, we shall study whether some
additional relations hold.

Lemma 6. There exist languages Ly and Ly such
that Ly C L, and fD(Ll) Z fD(Lz)

Proof. Let Ly = {a® | n € N}, let L, = {a}*. By the
definition of deterministic transducer state
complexity £p(Ly) = 0. O

Lemma 7. There exist languages L and L, such
that L, Z Ly and g[)(L]) Z D%D(Lz)

Proof. Let Ly = {a® | n € N}, let L, = {a’}. Then
L) can be used as advice for the language

{a%" | n € N}. By Lemma 3, L, can only be used as
advice for finite languages. O

Lemma 8. There exist languages L and L, such
that fp(Ll ﬂLz) g XD(Ll) ﬂfp(l‘z).

Proof. Let Ly = {a*},let L = {a}*. Then
Zp(Ly) =0 and thus Zp(L1) N ZLp(Ly) = 0.
However, L1 N L, = L; and it can be easily seen that

fD(Ll) 750. ]

Lemma 9. There exist languages Ly and L, such
that gp(Ll) ng(Lz) z gp(L] ULQ).

Proof. Let Ly = {a*" | n € N}, let

L, = {a**! | n € N}. Then L, UL, = a* and
Zp(a*) = 0. It can be easily seen that

Zp(L1) ULp(La) # 0. O

6 Conclusion

In this paper, we have formalized and studied the use
of supplementary information in finite transducers
setting. We have shown that some types of advice
that can be intuitively seen as useful, such as
homomorphic images, can be useful in our setting
but not necessarily useful in the finite automata
setting. Furthermore, we have shown that the family
LNt is a proper superset of nondeterministically
decomposable languages and that the family .Zp74
is not a subset of deterministically decomposable
languages. The families defined by our approach are
not closed under many common operations. This is
in part due to the fact that they do not contain
languages such as ©*, 0 and {e}. Moreover, even
simple modifications can make the supplementary
information no longer useful. In future research, the
remaining open problems regarding closure
properties can be studied. Other possibilities include
a full characterization of the families -%pr4 and
ZLnra and a generalization of the use of
supplementary information using concepts from
promise problems.
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For its various practical and theoretical applica-
tions, the maximum clique problem (MCP) is one of
the most studied NP-complete problems. In its sim-
plest form we search for the largest complete sub-
graph of an undirected graph G. Currently, the most
successful exact approaches to MCP use branch-and-
bound (B&B) framework, where a search tree is
pruned using branching and bounding heuristic func-
tions and the efficiency of B&B depends mainly on
the quality of these functions [Wu and Hao, 2015].

In recent years, the success of deep neural net-
works led researchers to apply the methods of
deep learning to NP-hard combinatorial optimiza-
tion problems with the motivation to automatically
learn to exploit structural patterns in problem in-
stances and thus design more effective heuristics
[Bengio et al., 2018].

Concurrently, a specified sub-field of models that
can process graphs in an end-to-end fashion, graph
neural networks (GNNs), emerged. GNNs model
the invariance to vertex labels with a message pass-
ing framework, where a neuron, which is placed
in a vertex of a graph, aggregates and transforms
the outputs of neurons of neighbouring vertices
[Bronstein et al., 2016].

In our work we combine the ideas from aforemen-
tioned fields in order to solve the MCP using GNNS.

As our approach is based on supervised learning,
we generate various small random graphs and we
use an exact algorithm to compute the clique sizes
to serve as target values in the first step. We then
train our GNN, which uses Chebyshev graph convo-
Iutional layers followed by a multilayer perceptron,
to predict the size of the largest clique in the neigh-
bourhood of each vertex. In the second step we use
these predictions to guide a B&B tree search to con-
struct large cliques.

Our results show that our GNN can learn to pre-
dict clique sizes in small graphs — see Figure 1 for
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the mean square errors of clique size predictions
achieved on 20-vertex graphs generated from the
graph classes from DIMACS and BHOSLIB bench-
mark datasets!. For graphs with small clique size
variance (C.20.5, C.20.9, rb5-4), the model
only learns the behaviour similar to mean baseline,
but in graphs with various clique sizes that are less
correlated with vertex degrees (dsjc20, brock20),
our model significantly outperforms baselines.

We also show that when the graph network is used
as a branching heuristic function of B&B algorithm,
it can outperform degree-based heuristic, but it does
not achieve the effectiveness of a more advanced
heuristic based on vertex coloring.
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Figure 1: Testing error for the baseline models (the
mean and degree baselines use 1, resp. A(G) param-
eters) and for GNN evaluated on various graph types.
100 testing graphs with 20 vertices were generated to
produce results presented in each column group.
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A signed graph (G,0) is a graph G with signa-
ture 0: E — {1,—1}. The flow number ®(G, o) of
a flow-admissible signed graph (G, &) is the smallest
integer k, for which there exists an integer nowhere-
zero k-flow on (G,o). The circular flow number
@, (G, o) of a flow-admissible signed graph (G, o) is
the infimum of real numbers r for which there exists
an R-flow on (G, o) satisfying that absolute values of
all the flow values are in the interval [1,7 —1].

The relationship between the flow number ®(G)
and the circular flow number @, (G) in the unsigned
case is simple: ®(G) = [®.(G)]. Based on this
result Raspaud and Zhu [Raspaud and Zhu, 2011]
conjectured, that ®(G,0) — ®.(G,0) < 1 for ev-
ery flow-admissible signed graph (G,o). This
conjecture was disproved by Schubert and Steffen
[Schubert and Steffen, 2015], who showed that the
difference can be 2. Later, Macajovd and Steffen
[Méacajova and Steffen, 2015] found a class of signed
graphs with flow number 5 and the circular flow num-
ber converging to 2, but the maximum degee in such
graphs increases.

In this talk we concentrate on flows on cubic
graphs since they play a crucial role in many open
problems in graph theory. We prove the following
theorem.

Theorem 1. Ler (G, 0) be a flow-admissible signed
cubic graph. The following hold.

a) ®(G,0) =3 ifand only if ®.(G,0) = 3.
b) If ®(G,0) = 4 then (G, 0) = 4.
¢) If®(G,0) = 5 then ®.(G, o) € [4,5].

We also have found infinitely many bridge-
less signed cubic graphs with ®(G,0) = 5
and ®.(G,0) = 4, which disproves the conjec-
ture of Raspaud and Zhu even for bridgeless
signed cubic graphs. If we combine our result
with those in [Lukofka and Skoviera, 2010] and
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[Méacajova and Raspaud, 2006], we prove that for
every rational number r € [4,5] there are infinitely
many signed cubic graphs with ®(G,0) =5 and
®.(G,0) = r. Therefore, there are infinitely many
bridgeless signed cubic graphs for every combination
of the flow number and the circular flow number
satistying the conditions of Theorem 1.

Bouchet [Bouchet, 1983] conjectured that every
flow-admissible signed graph admits a nowhere-zero
6-flow. This conjecture is still widely open. Because
of this conjecture, the flow-admissible signed graphs
not admitting nowhere-zero 5-flow attract attention.
There are known such graphs, see [Bouchet, 1983]
and [Schubert and Steffen, 2015].

We define a family of signed graphs about which
we believe to be the complete set of all signed graphs
not admitting a nowhere-zero 5-flow. We further
prove that every graph in this set has flow number
and circular flow number exactly 6.
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Evolutionary relationships of biological entities
can be shown by a branching diagram called phylo-
genetic tree. Phylogenetic trees are often represented
as trees from graph theory, and they can be either
rooted or unrooted. A species tree is a phylogenetic
tree that shows the evolutionary relationships of vari-
ous species. The leaves of the tree represent present-
day species and inner nodes represent speciations. A
speciation is an evolutionary process by which a new
distinct species is created from a given population.
Evolution of a single gene is shown by a phyloge-
netic tree called a gene tree. The leaves of the tree
represent copies of the gene in present-day species,
and inner nodes represent speciations or duplications.
A duplication is an evolutionary event causing that a
gene is copied and placed in some other position in
the genetic information of an organism. Both gene
copies then evolve independently.

In this work, we study the problem of isometric
gene tree reconciliation. Input for this bioinformat-
ics problem consists of a weighted species tree S, a
weighted gene tree G and a mapping from the leaves
of G to leaves of S. Mapping of the leaves deter-
mines the present-day species that contains a given
gene copy. The goal of the reconciliation is to find
a mapping from inner nodes of G to nodes or edges
of S, while all ancestor-descendant relationships re-
main satisfied. From this mapping, we can determine
whether a given inner node of G represents a dupli-
cation or a speciation and find the point in the evolu-
tionary history, when this event took place. A specific
mapping also implies the number of gene losses that
had to occur, so that only the genes specified by G
are present in the present-day species. Reconciliation
that minimizes the number of duplications and gene
losses is called the most parsimonious reconciliation.

In the first mention of isometric gene tree recon-
ciliation problem [Ma et al., 2008], authors introduce
and apply an algorithm for reconciliation of unrooted
G and rooted S. An article [Brejova et al., 2017] fol-
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lowing their research, modifies the algorithm and im-
proves the running time from &(N?) to &(NlogN),
where N is the total number of nodes in both input
trees. Their algorithm for a case when both G and
S are rooted has a running time ¢'(NlogN) too, and
the article also studies more variants of the problem.
Previous research dealt with the case, where the in-
put trees have exact branch lengths. However, phy-
logenetic trees are often constructed by using proba-
bilistic methods and even small differences between
branch lengths of the trees may prevent finding the
true reconciliation in current algorithms.

In this work, we allow input trees to have inex-
act branch lengths specified by intervals. Firstly, we
introduce polynomial-time algorithm based on lin-
ear programming. Then we present less general, but
more efficient algorithms for finding the most parsi-
monious reconciliation for the case, when § has exact
and G inexact branch lengths. We also improve the
running time of the rooted case to &'(N) if only par-
tial reconciliation is required.
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Abstrakt: V prispevku sa venujeme kocke
GeoBender a jej vyuzitiu na hodindch matematiky.
Je to magneticky hlavolam zloZeny z 12 zhodnych
ihlanov, z 12 péantov a 12 magnetov. V praci sa
venujeme matematike ukrytej v kocke GeoBender,
drovniam geometrického myslenia a sade zadani,
ktoré sme navrhli. Kocka nesie prvky viacerych
hlavolamov a hier, Ciasto¢ne sa podoba na lego,
tangram, kaleidocyklus a iné.

KUlicové slovd: kocka, GeoBender, drovne geomet-
rického myslenia, hlavolam

Uvod

Kocku GeoBender sme si vybrali, na zdklade jej ma-
nipula¢nych schopnosti. Tejto téme sa venujeme aj
v bakalarskej praci, kde matematiku ukrytd v kocke
mame aj podrobnejsie odvodend.

V prvej Casti nasho prispevku sa venujeme jej opisu.
Prejdeme od jej vzhl’adu a moZnosti polohovania aZ
ku matematike, ktord je ukrytd v nej, ktord popisu-
jeme ako vlstnosti kocky GeoBender.

V druhej Casti prispevku rozoberdme tedriu k praktic-
kej Casti. Konkrétne tirovne geometrického myslenia
a pojmy ako hlavolam a didakticka hra.

V poslednej Casti nasho prispevku sa nachadzaju uz
konkrétne zadania, ktoré sme navrhli gradovane pre
kazdd katégoriu. Obsah zadani v jednotlivych kate-
goériach je podobny, ale Ziak md zadanie rie§it’ r6z-
nymi spésobmi. Kym v najniZsej kategorii Ziaci me-
raju dizku, tak v poslednej kategérii vyuzivaju Ziaci
poznatky z goniometrie.

1 Kocka GeoBender

Kocka GeoBender je magneticky hlavolam, sklada-
juci sa z 12 rovnakych ihlanov, ktoré vznikli re-
zom kocky vyzna¢nymi rovinami, prechddzajicich
cez uhlopriecky. Ihlany st spojené v 12 hranach, ¢im
vytvaraju kaleidocyklus. Z jednej kocky sa dd vymo-
delovat’ 6 zdkladnych poldh.
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Kocka GeoBender je vylepsenou verziou kocky Cu-
bus X, ktora neobsahovala magnety a bola zloZena z
dvojic jednofarebnych ihlanov. O Cubus X sa predpo-
klada, Ze je priblizne pol storocia stard. Okrem kocky
GeoBender a Cubus X existuje eSte kocka Yoshimoto
Cube #, ktora je rovnako ako Cubus X bez magnetov,
ale je navrhnutd len v dvojfarebnom prevedeni.

Autorom kocky GeoBender je Andreas Ho-
enigschmid, ktory zaujal kockou GeoBender, hlavne
pre jej umelecké prevedenie, ktoré docielil farebnou
podtlacou a magnetmi, ktoré zabezpeCuju stabilitu
poloh.

Obr. 1: Kocka GeoBender.

Na prvy pohl’ad pdsobi ako kocka, ktord ma zvy-
raznené stenové uhlopriecky tak, Ze v dvoch proti-
I'ahlych vrcholoch kocky sa stretavaji prave tri ste-
nové uhlopriecky a do zvysnych Styroch vrcholov
smeruje vzdy len jedna uhlopriecka.

Po otvoreni kocky vo vrcholoch, v ktorych sa zbie-
haju tri stenové uhlopriecky, sa kocka meni na 6 cipu
hviezdu. DalSie polohy vieme ziskat' pomocou jed-
noduchého algoritmu pohybov a z poslednej Siestej
polohy sa cez jednu z predchddzajtcich poloh vieme
dopracovat’ opit’ k zdkladnému tvaru a to ku kocke.
Tento hlavolam pdsobi magicky. Podl'a nds kocka
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GeoBender nesie prvky Rubikovej kocky, tangramu,
lega a kaleidocyklu.

2 Matematika ukryta v GeoBender
kocke

V tejto Casti skisime povedat’ nieCo o matematike,
ktora sa nachadza v kocke GeoBender, vicSinou sa
jedna o naSe postrehy, ktoré sme ziskali pocas na-
vrhovania, tvorby a prace s nou. Skiisme sa teda po-
zriet na kocku GeoBender z matematického hl'a-
diska.

2.1 Kaleidocyklus

Vo vSeobecnom opise kocky GeoBender sme si spo-
menuli, Ze tato kocka nesie prvky viacerych zndmych
stavebnic alebo hlavolamov. Najviac spolo¢nych prv-
kov ma ale s kaleidocyklami, ked’'Ze je ich Specidl-
nym typom.

Obr. 2: Kaleidocyklus.

Kaleidocyklus (Obr. ??) pochddza z gréctiny (ka-
l6s+eidos+kyklos) a znamend krasny obraz v kruhu.
Podl'a Ellen Pawlowski (Umstiilpungen — konkret
und virtuell, 2008, str.6) existuju viaceré pristupy ku
kaleidocyklom. Na jednej strane maji kaleidoskopy
spolocnt vlastnost’ a to, Ze su vytvorené do kruhu
pomocou mnohostenov. Na druhej strane sd rozdiely
najmé v navrhu, podmienkach alebo v poziadavkach,
ktoré sa kladu pri tvorbe kaleidocyklu. Tie majd vy-
znamny vplyv na vlastnosti neskorSieho dtvaru.
Najzédkladnej$im modelom je kaleidocyklus, ktory je
tvoreny zo Siestich §tvorstenov. Stvorsten je napajany
na predchddzajici tak, Ze sa napoji na kolmud hranu
vzhl’adom na predchadzajuci spoj. Rovnako mdzeme

tvorit’ kaleidocykly tvorené z parneho alebo nepar-
neho poétu stvorstenov. Cim viac telies bude kaleido-
cyklus obsahovat’, tym bude menej foremne;jsi.
Okrem Stvorstenov je mozné na tvorbu kaleidocyklu
pouZit’ aj ihlany tak, Ze aspoil jedna poloha kaleido-
cyklu sa bude dat’ vpisat’ do kocky.

Spolocnou vlastnost'ou je, Ze sa jednoduchym otaca-
nim do vnitra alebo von dostdvame d’alSie polohy,
ktoré sa po par otoCeniach zacinaju opakovat’. A tak-
tiez prieseCniky parnych resp. neparnych pantov sa
pohybuju po priamke prechddzajicej stredom.
Kocka GeoBender je Specidlnym typom kaleido-
cyklu, pretoZe je tvoreny z ihlanov, ktoré su spojené
do kruhu, ale odliSuje sa v spdsobe otdcania. PretoZe
na d’alSiu polohu je potrebné vykonat' algoritmus
pohybov namiesto jednoduchého tocenia do vnitra
alebo von.

2.2 Ako vznikne kocka GeoBender

Podl'a Andreasa Hoenigschmida ! dostaneme kocku
GeoBender rezanim kocky rovinami prechadzaju-
cimi jej uhloprieckami. Podl'a nés je potrebné kocku
rezat’ rovinami za splnenia urcitych podmienok.

Definicia 1. Kocka GeoBender pozostdva z 12 rovna-
kych ihlanov. Ihlany dostaneme tiplnym rezom kocky
tromi rovinami a rezom odrezkov* rovinami, ktoré na
ne nie su kolmé.

Ked’'Ze transforméciou kocky GeoBender dosta-
vame rozne polohy, ktoré si simerné. Tak ihlany, z
ktorych pozostdva st rovnaké (alebo z dvoch Sestic
ihlanov, ktoré sme mohli dostat’ rezom Siestich ihla-
nov v dokaze vety 1.)

Veta 1. Kocka GeoBender md nasledujiice vlast-
nosti:

Vlastnost’ 1. VSsetky ihlany, z ktorych pozostdva
kocka GeoBender, su rovnaké.

Vlastnost’ 2. Kocka GeoBender md 12 pdntov, ktoré
su hranami kocky.

Vlastnost’ 3. Usporiadanie ihlanov v kocke GeoBen-
der je jednoznacné.

1Pozn.: Autor GeoBender kocky
20drezok: Cast geometrického trojrozmerného ttvaru,
ktory dostaneme po reze telesa danou rovinou
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Pre jednoduch$iu manipuldciu s ihlanmi vieme

kocku GeoBender z ihlanov vyskladat’ podl’a schémy
na obr. 10. Lahko si vieme overit’, Ze aj v tejto
schéme plati otacanie, ktoré sme si v predchadzaji-
com ddkaze zaviedli.
Kocka GeoBender je zdkladnou kockou modelovania
telies z GeoBender. Zdkladni sadu dostaneme roz-
S§irenim o tri kocky, tito zdkladnd sadu opit’ vieme
roz$irit' o d’alSich 12 kociek. Teda jednotlivé sady
kociek GeoBender, z ktorych vieme skladat’ dosta-
vame ako mocniny Stvorky 49% kocka, 4'x kocka,
4?x kocka, ... 4"x kocka GeoBender. V ramci tychto
sad vieme vyskladdvat’ okrem zakladnych dtvarom
aj jednoduchsie fraktdly, ale aj iné trojrozmerné ob-
razce.

B

Obr. 3: Rez kocky.

AN

Obr. 6: Kocka GeoBender.

B

Obr. 4: Tvoriaci ihlan. 3 Rozvoj geometrického myslenia

Nakol'ko sa v praktickej Casti prace venujeme navrhu
aktivit pre ziakov druhého stupna zakladnych kol a
Ziakov strednych §kol. Tieto aktivity st gradovane na-
H H H vrhnuté vzhl’adom na kategdriu, v ktorej sa vyskytuji
a zaroven sa vyskytuje urité gradovanie medzi kate-
gériami. Napriklad v prvej a Stvrtej (poslednej) ka-
tegdrii sa nachddza zistenie uhla medzi dvomi dsec-
kami.
Vzhl'adom na obsahovi podobnost’ zadani, ale
Obr. 5: Schéma rozloZenia ihlanov. odlignost’ ndro¢nosti rieSenia mdZeme naSe zada-
nia a kategoérie roztriedit’ podl'a van Hieleho drovni
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geometrického myslenia.

3.1 Van Hieleho Grovne geometrického mys-
lenia

ManzZelia a pedagégovia van Hieleovci zaciatkom
druhej polovice minulého storocia skimali zmeny
v porozumeni Ziakov, na zdklade novych pojmov z
geometrie, ktoré sa naucili.

Ked’'Ze podl'a Piagetovej tedrie kognitivneho vy-
vinu nebolo moZné presne zaradit’ Ziakov podl'a ich
kognitivnych schopnosti, resp. jeho Stidia nemali
rovnaky rozsah pre roznu narocnost’ uciva, ktoré sa
Ziaci ucia na matematike, na zdklade ¢oho van Hie-
leovci navrhli 5 drovni geometrického myslenia. Pri-
¢om nie je mozné niektord droven preskoCit’ a Ziak
nemusi dosiahnut’ vSetky drovne.

Cim upresnili a vymedzili nie len Grovne geomet-
rického myslenia, ale rozdelili aj rozvoj abstraktného
myslenia do viacerych drovni, kym u Piagetovych
Stadiach dochadzalo k rozvoju abstraktného myslenia
v poslednom $tadiu a to v Stadiu formalnych operacii,
do ktorého sa ziak dostava priblizne v 12 roku, tak u
Hieleovho modelu sa s rozvojom abstraktného mysle-
nia Ziak stretne v 2. drovni, ¢im sa vytvorilo $kdlova-
nie Ziakov priblizne od 7.roénika Z$ aZ po $tudentov
VS.

e (.droven Vizualizacia

1.droven Analyza

2.tdroven Neformalna dedukcia

3.droven Formalna dedukcia

e 4.droven Rigoréznost’

0.aroven - Vizualizacia

Tato droven je typickd pre najmladsich Ziakov. UzZ
v materskych Skoldch su Zziaci schopni, na zdklade
vzhl’ adu ttvarov, rozoznavat’ a identifikovat’ rovinné
(dvojrozmerné) a priestorové (trojrozmerné) geomet-
rické dtvary. Ziaci musia dtvar vidiet’, ohmatat’ si ho,
aby vedeli povedat’ bliZSie informécie o nom. Bez vi-
zualneho kontaktu nevedia opisat’ vlastnosti predlo-
Zenych utvarov, priCom utvary popisu a porovnavaji
s inymi telesami, ktoré uz poznaju. St schopni odlisit’
trojuholnik od $tvoruholnika, resp. kocku od hranola,
ale len v tom pripade, ak sd dtvary natocené tak, Ze
sa da jednoznacne povedat’, na aké teleso sa im pred-
loZeny utvar podobd.

&

Obr. 7: 0.uroven - Vizualizacia

1.dGroven - Analyza

Tito drovenn dosahuju Ziaci niz§ich ro¢nikov dru-
hého stupna zdkladnych §kol. Oproti predchadzajuce;j
drovni uz sd Ziaci schopni porovnavat’ ttvary na za-
klade ich vlastnosti a nie podl'a toho, na aké teleso
sa im utvar podoba. Su si vedomi toho, Ze vSetky tt-
vary so spolo¢nymi vlastnost’ami patria do jednej ka-
tegérie a teda vSetky tutvary vieme roztriedit’ do roz-
nych kategérii na zdklade spolo¢nych vlastnosti ut-
varov. Zaroven sa zacina rozvijat’ abstraktné mysle-
nie a Ziaci si dtvar mnohokrat predstavit’ aj bez bez-
prostrednej vizualizcie utvaru, teda Napriklad ve-
dia triedit’ trojuholniky podl'a viet SSS, SUS, USU,
alebo su schopni triedit’ hranoly a ihlany podI’a toho,
aky n-uholnik tvorf ich podstavu.

Obr. 8: 1.droven - Analyza

2.aroven - Neformalna dedukcia

.....

na zakladnej $kole. Ziak pouZiva jednoduchi argu-
mentéciu na odvodenie vlastnosti geometrickych ut-
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var, nd zdklade Coho vie jednoducho (na zaklade
vlastnosti) odvodit’ dvoj a troj rozmerné geometrické
utvary. (Napriklad vieme, Ze dvojice protil’ahlych
strdn Stvoruholnika sd zhodné) Teda vieme povedat’,
7e ak v Stvoruholniku so dve protil’ahlé strany rov-
nobezné, tak aj zvySnd dvojica stran musi byt rovno-
beZn4 a tak isto musia mat’ aj rovnaki vel'kost’. Ziaci
eSte nepouzivaji dokazy, ale logickym myslenim vy-
tvarajui argumenty, ktorymi vedia obhdjit’ dané tvrde-
nia.

Obr. 9: 2.droven - Neformalna dedukcia

3.aroven - Formalna dedukcia

Tato drovenn dosahuji Ziaci strednych $kol. Abs-
traktné myslenie je uZ plne rozvinuté, ale Ziaci na-
priklad nechdpu neeklidovskej geometrii. Ziaci si
schopni jednoduchych dékazov a na tvorbu dokazu
uz nepotrebuji vizudlny kontakt s danym dtvarom.
Napriklad je Ziak schopny odvodit” Eulerovu vetu,
lebo vie urcit’, na zdklade predchadzajicich skiise-
nosti kol'’ko vrcholov, hran a stien ma mnohosten a
aky je medzi nimi vzt’ah.

4.aroven - Rigoréznost’

Tato droven je typicka pre Studentov vysokych §kol.
Ziaci porovnavaji rozne geometrické teérie a hypo-
tézy. Ziak je schopny odvodzovat’ zadania pomocou
definicii, viet a dokazov. Rovnako vie pracovat’ na-
priklad aj s neeuklidovskou geometriou. (Ministry of
education, 2005, str. 19)

3.2 Didakticka hra

Definicii didaktickych hier existuje mnoho, uved’'me
si asponl jednu z nich. P. Vankd§ (Netradi¢né metédy

W)

i
g

Obr. 10: 3.droven - Formalna dedukcia

rozvijania predstavivosti v matematike, 2013, str. 57)
uvadza, Ze didakticka hra je ,.Cinnost’ Ziakov a uci-
tel'a, ktora sleduje isté didaktické ciele. Ziaci si spra-
vidla tieto ciele neuvedomuji. Motiviciou ich Cin-
nosti je radost’ z jej vykondvania, stt’ azivost’, moz-
nost’ prace pre prospech timu, sebarealizécia...”

3.3 Hlavolam

Nakol’ko je kocka GeoBender hlavolam, tak si ho za-
definujme podl’a I.Ochodnicanovej (Vplyv didaktic-
kych hier a hlavolamov na vyucovanie matematiky,
2018, str. 27) ako: "...hlavolam, budeme chépat’ ako
Specidlny typ didaktickych hier. V hlavolamoch sa
kladie doraz na myslienkovu aktivitu Ziakov, ktord je
motivovand snahou vyriesit’ Specificky problém."

4 Aktivity s kockou GeoBender

V tejto Casti prispevku si uvedieme zadania z aktivit,
ktoré sme navrhli. Aktivity su rozdelené do Styroch
vekovych trovni, st to tieto:

e 5.-7. rotnik ZS
e 7.-9. rotnik ZS
e 9. ro¢nik ZS - 2. ro¢nik SS
e 2.-4.roénik SS

KaZzd4 tdroven sa sklada z troch etdp, prvou etapou
je tvorba kocky, druhou etapou je rieSenie zadani a
tret’ou etapou je zhrnutie a dotaznik. Pri ndvrhu sme
zohl’adniovali ¢o ma Ziak, v prostrednom ro¢niku ve-

vz ove

diet’. Mladsi Ziaci dostdvaju napovedy a starsi by to
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mali zvladnit’ bez problémov

Aby sme videli rozdiel medzi jednotlivymi tiroviiami,
tak si konkrétne zadania uvedieme podl'a tematic-
kych celkom, do ktorych patria.

Konstrukéné dlohy:

5.-7. roénik ZS Zostrojte kocku GeoBender tak, Ze
vystrihnete trojuholniky z prilohy trojuholniky a vy-
tvorite 12 rovnakych ihlanov. Jeden ihlan sa sklada
z trojuholnika A, B, C a D. Trojuholnik A si vyfarbi
Cervenou, trojuholniky B a C modrou a trojuholnik
D zelenou farbou. Na ihlany si nalep kisok suchého
zipsu tak, Ze na 6 ihlanov pouZije$ jemnu Cast’ a na
zvy$nych 6 ihlanov drsnu Cast’ suchého zipsu. Suchy
zips nalep do stredu (t'aZiska, ortocentra) trojuhol-
nika.

Obr. 11: Priloha trojuholniky.

7.-9. roénik ZS Zostrojte kocku GeoBender tak, ze
si vytvoris siet’ ihlanu podl'a nasledujiceho postupu
konstrukcie a vytvorend siet’ si skopirujes, aby si mal
12 sieti ihlanu.

Postup konstrukcie:

1. AB;|AB| = 10cm;
2. AX;|<BAX| = 90°;
3. ki;ki(A,r = 10cm);
C,C e AXNky;

AABC

o w ok

. BY;|<CBY| = 90°;
7. ko;ko(B,r = 10cm);

8. ALA' € AX Nky;

9. ABA'C

10. CZ;|<BCX|=90°;
11. k3;k3(C,r =10cm);
12. A", A" e AXNk3;
13. ABA'C

Ihlan vytvor tak, Ze vrcholy A, ALA" Spojis a vytvo-
ri$ 1 vrchol. Nésledne si vytvor zvys$nych 11 ihlanov.
Uloz ich podl’'a nasledujicej schémy a susedné hrany
zlep dokopy. Spojené ihlany uloZ do kocky a zlep aj
poslednu hranu.

Obr. 12: Schéma siete.

9. roénik ZS-2. roénik SS Zostrojte kocku GeoBen-
der tak, Ze z jednej steny kocky vie§ vytvorit' dve
podstavy 3 bokych ihlanov a vrcholy ihlanov st stre-
dom kocky. Dizka hrany kocky je 10 cm. Ndsledne si
vytvor zvySnych 11 ihlanov. UloZ ich podl’a nasledu-
jucej schémy a susedné hrany zlep dokopy. Spojené
ihlany uloZ do kocky a zlep aj poslednu hranu.

2.-4. roénik SS Vytvorte kocku GeoBender tak,
7e budete rezat’ kocku ABCDEF GH rovinami AEG,
AHG a ACG. Dostanete Sest’ telies, kazdé rozreZte na
dva zhodné ihlany tak, aby ste neporusili vonkajSiu
Struktdru, ktord vdm vznikla rezmi danymi rovinami.

Dizka hran a vel'kost’ uhlov:

5.-7. roénik ZS Odmerajte dizky vietkych strin
trojuholnikov A,B,C,D a zapiSte ich do tabul'ky
1. Vysledky zapiSte v mm. Odmerajte vel'kosti
vSetkych uhlov a zapiSte ich do tabul’ky 2. Vel'kosti
usporiadajte vzostupne.

7.-9. roénik ZS Odmerajte dizky vietkych stran
trojuholnikov A, B,C,D a zapiste ich do tabul’ky 1.
Vysledky zapiSte v mm. Odmerajte vel'kosti vSet-
kych uhlov a zapiSte ich do tabul'’ky 2. Zaokrih! ujte
na celé stupne. Dokdzte, Ze plati trojuholnikova
nerovnost’. Pokiste sa ukazat’, Ze sucet vnttornych
uhlov v trojuholniku tvor{ priamy uhol.

9. roénik ZS-2. roénik SS Vypoditajte dizky hran a
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vel'’kosti uhlov medzi hranami ihlanu. PouZite siet
z konStrukcie. Viete, Ze kocka GeoBender ma hranu
dlhd 10 cm.

2.-4. roénik SS Vypocitajte dizky hran a velkosti
uhlov medzi hranami ihlanu. Pokiste sa pouZit’® ¢o
najmenej Pytagorovu vetu a goniometrické funkcie
pre pravouhly trojuholnik. Viete, Ze kocka GeoBen-
der mé hranu dlhd a cm.

Obr. 15: Poloha 3.

Obr. 13: Poloha 1.

Obr. 16: Poloha 4.

Obr. 14: Poloha 2.

Eulerova veta: 5.-7. roénik ZS Vymodeluj vietky
polohy a scitaj kol'’ko vrcholov, hran a stien obsahuja.
Svoj odhad a zistenie zapis do tabul’ky

9. ro¢nik ZS-2. ro¢énik SS Vymodeluj vietky polohy
a ur¢ (bez pocitania) kol'’ko vrcholov, hrdn a stien

obsahujd. Dalej skiis overit’ &i plati Eulerova veta t.j.
V_H+S=2 Obr. 17: Poloha 5.

2.-4. ro¢nik SS Napi§ kol'ko vrcholov, hrin a
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stien obsahuju jednotlivé polohy kocky GeoBender.
Over ¢i plati Eulerova veta. Svoje zistenie zapis do
tabul'ky.

Objem a povrch telesa:

7.-9. roénik ZS Vypotitajte povrch a objem jednot-
livych poldh, potrebné dfiky si odmerajte.

9. ro¢nik ZS-2. roénik SS Vypocitajte objem (bez
otvorov a dier) a povrch jednotlivych poloh. Pre
kocku s diZkou hrany 10. Svoje vysledky zapiste do
tabul’ky, vysledky nechajte v tvare s odmocninou.
Akud najmensiu krabicu potrebujes na zabalenie jed-
notlivych poldh kocky GeoBender (rozmery krabice
si odmeraj). Svoje vysledky zapi§ do tabul'’ky. 2.-4.
ro¢nik SS Vypotitajte objem (s otvormi a dierami) a Obr. 19: Trasa 2.
povrch jednotlivych poloh. Pre kocku s dizkou hrany
a cm. Svoje vysledky zapiSte do tabul’ky, vysledky
nechajte v tvare s odmocninou. Akd najmensiu
krabicu potrebujes na zabalenie jednotlivych poléh
kocky GeoBender (rozmery krabice vypocitaj).
Svoje vysledky zapis do tabul’ky.

Symetria:

5.-7. roénik ZS Na obrizkoch polh kocky GeoBen-
der urcte osovi a stredovid stimernost’.

9. roénik ZS-2. roénik SS Na obrizkoch poloh
kocky GeoBender urcte prvky stimernosti, pripadne
d’alSie zhodné zobrazenia, ktorymi dostaneme tieto
obrézky. 2.-4. roénik SS Uréte vietky prvky simer-
nosti, otoCenia, alebo posunutia v rovine a v priestore.

Obr. 20: Trasa 3.

Teéria grafov:
e po hrandch,

e po telese (vyuZivate stred hrany),
e vzduSnou Ciarou.

Svoje zistenie zapiste do tabul'ky 7.-9. roénik ZS
Vypocitajte vzdialenosti medzi bodmi A a B na tra-
sach 1. az 3., vysledky zaokruhlite na desatiny:

e po hrandch,

e po telese (vyuZivate stred hrany).

Svoje zistenie zapiste do tabul'ky. 9. rocnik Z8-2.
ro¢nik SS Vypocitajte vzdialenosti medzi bodmi A
Obr. 18: Trasa 1. a B na trasich 1. aZ 3., vysledky nechajte v tvare s
odmocninou:

. e po hranich,
5.-7. ro¢nik ZS Odmerajte pomocou $pagétu vzdia-

lenosti medzi bodmi A a B na trasach 1. az 3.: e po telese (vyuzivate stred hrany).
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Svoje zistenie zapiSte do tabul'’ky. 2.-4. rocnik SS hier a hlavolamov na vyucovanie matematiky - dizer-

Vypocitajte vzdialenosti medzi bodmi A a B na tra- tacnd prdca, Bratislava, s. 121

sach 1. az 3.: Ellen Pawlowski, (2008) Umistiilpungen — konkret
und virtuell - Wissenschaftliche Priifungsarbeit, Kai-

e po hrandch, serslautern, s. 80

e po telese (vyuZivate stred hrany).

Svoje zistenie zapi§ do tabul’ky.

N4jdi najkratSiu a najdlhSiu cestu medzi bodmi A a B
(po hranéch).

Medzi jednotlivymi kategériami moZeme vidiet’, ako
sa stupniuje ndrocnost’ zadani, ale obsahovo st po-
dobné.

Zaver

V prispevku sme sa venovali problematike kocky
GeoBender a ndavrhu sady zadani k nej. V prvej
Casti prace sme si popisali kocku GeoBender a ma-
tematiku ukrytd v nej. Dalej sme si uviedli defini-
ciu drovni geometrického myslenia, didaktickej hry
a hlavolamu. V poslednej Casti sme si uviedli zadania
ku kocke GeoBender.

Ciel'om price bol ndvrh aktivit a obozndmenie sa s
kockou GeoBender. Nase aktivity neboli testované,
preto povaZujem za vhodné ich v d’alSej préci otesto-
vat’.

Dalej by sa v préci dalo pokratovat’ roz§irenim za-
dani, ich hlbSou analyzou, rozborom a zaradenim
napr. pomocou trovni geometrického myslenia. Tak-
tieZ by sa dalo pokracovat’ kvalitativnym vyskumom,
ked’Ze prva etapa aktivit je ndroc¢nejSia na Cas.

Pod’akovanie

Chcem sa pod’akovat’ vedicej prace, ktord odborne
usmernovala pracu a venovala jej svoj ¢as a energiu.
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Abstrakt

V naSom prispevku sa zaoberdme problematikou
priestorovej predstavivosti ziakov na zakladnej
Skole. Hlavnym ciel'om nasej prace je vlastny navrh
pracovného listu, ktory ma slizit na rozvoj
priestorovej predstavivosti ziakov. Pracovny list
s témou rytieri je vytvoreny kombinaciou viacerych
pomocok, ktoré sluzia na rozvijanie priestorovej
predstavivosti. UrCeny je pre ziakov 6. rocnika
zakladnej skoly. Na zaklade navrhu bol na siedmich
ziakoch zrealizovany experiment. Pozorovania a
vysledky experimentu sme pretavili do Uprav a
novej verzie pracovného listu. Pre ucitela
opisujeme zameranie jednotlivych dloh, problémy
S ich rieSenim a davame odporacania.

KPiaéové  slova:  priestorova  predstavivost,
pracovny list, pombcka na rozvoj predstavivosti

1 Priestorova predstavivost’

Zijeme Vv trojrozmernom priestore  obklopeni
mnohymi predmetmi, ktoré st sucastou nasho
kazdodenného zivota. Priamo si neuvedomujeme ze
sa neustale stretdvame s priestorovou
predstavivostou, ale je iou vnimanie usporiadania
tychto predmetov, ich tvar, velkost, poloha v
priestore. Od ranného veku deti rozvijaju tito
predstavivost, ¢i uz hrou napriklad s kockami,
legom, roznymi skladackami a mnohymi d’alSimi
hrami, ktoré ich podnecuji zaoberat' sa vnimanim
priestoru ako takého. V neskorSom veku priestorova
predstavivost’ potrebujeme napriklad pri skaskach z
autoskoly, pri usporiadani nabytku v byte, ale
taktiez vo vécSine zamestnani, najmi Co sa tyka
technickych odborov. Jednoducho priestorova
predstavivost’ je dolezitd sucast’ naSich zivotov a
preto povazujeme za potrebné tuto predstavivost
rozvijat’.

javorkova.pe@gmail.com

L

monika.dillingerova@fmph.uniba.sk

1.1 Vymedzenie
predstavivost’

pojmu priestorova

Od znamych autorov pozndme viacero moznych
definicii priestorovej predstavivosti, napriklad
Hejny [1990] priestorovu predstavivost’ vnima ako:
,,Nieco, ¢o nam umoziuje vidiet’ to, ¢o eSte nie je —
teda vytvarat’ si predstavy geometrickych objektov
aich rozmiestnenie; vediet v predstave s tymito
objektami manipulovat’.*
Priestorova predstavivost je uzko spojena
s pojmom geometricka predstavivost. V didaktike
matematiky pojem geometricka predstavivost’
oznacuje priestorovi predstavivost’ v geometrii. Je
to schopnost’ vybavit’ si :
1. polohu v priestore a velkost geometrickych

atvarov,
2. Utvar v rozdielnej polohe ako v povodnej,

3. zmenu velkosti, tvaru, S$truktury, ainé

vlastnosti Gtvaru,
4. (tvary trojrozmerne na zéklade slovného
opisu alebo rovinného obrazu,

5. rovinny obraz Utvaru, skor videného

V priestore. [podla Lehotanova, 2009]

V d’alSom spominame pracovny list, ktory slizi na
rozvoj prave tejto predstavivosti.

2 Navrh pracovného listu

Pracovné listy nemusia slizit len na vyplhanie,
kedy ziak vypracuva dané ulohy na papier. Mozu
byt taktiez zadanim k pracnym uloham, pri¢om
Ziaci vyuzivaju rézne pomdcky, ktoré potrebuju na
splnenie ulohy v pracovnom liste. Na§ navrhnuty
pracovny list ma presne takato formu. Zadania
danych uloh smeruju k ¢innostiam, ktoré su spojené
so skladackami a hlavolamami. Tie maju Ziakovi
poskytnut’ rozvoj priestorovej predstavivosti.
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Pracovny list sme nezamerali len na jednu
pomdcku, ale zvolili sme Ulohy s kombinaciou
roznych pomocok. Obmienanie pomdcok sluzi k
motivacii ziakov, pretoze kazdého ziaka zaujme
nie¢o iné. Ziak ma moznost najst pomdcku, s
ktorou ho praca a plnenie Gloh bavi. Toto by nebolo
mozné, ak by sme pracovny list zamerali len na
jednu stavebnicu. Pracovny list napoméha k
spravnej psychohygiene vyucovacieho procesu,
pretoze ziak strieda rozne Cinnosti, ktoré si dané
ulohy vyzaduju a tiez manipuluje v 2D a 3D
priestore. R6znorodost’ uloh umoziuje Ziakovi najst’
nieco, v ¢om vynika resp. ¢o ho zaujima a dari sa
mu v tom. Ak sa mu niektord tloha zda tazka a
nerieSitelna, alebo mu nevyhovuje praca s danou
pomdckou, tak siahne po ingj, ktora ho zaujme.

N&s pracovny list sme vytvorili z pomdcok,
ktoré rozvijaju priestorovi predstavivost. Pracovny
list je vo vyslednej forme uvedeny v podkapitole
2.1. Naroc¢nost’ pracovného listu sme navrhli tak,
aby bol vhodny pre Ziakov konkrétneho ro¢nika, v
naSom pripade pre Zziakov 6. ro¢nika zakladnej
Skoly. Zvolili sme tému pracovného listu - Rytieri,
aby tulohy boli pre deti putavejSie a zaujimavejSie.
Jednotlivé dlohy pracovného listu sme dali
otestovat’ siedmim ziakom zo 6. roc¢nika zakladnej
Skoly (dve dievéatd a pat chlapcov), aby sme
nasledne urcili ¢asovi narocnost’ a aby sme vedeli
prisposobit’ tlohy na vyucovaciu hodinu.

2.1 Pracovny list — rozvoj priestorovej
predstavivosti

Vézeny rytier, vitam t'a v naSom mestecku zvanom
Priestorovany. N4§ drahy kral’ Hranold mé uz svoje
roky a preto svorne hl'add svojho néstupcu. Na to,
aby si ziskal tron a zZezlo kralovo, musi$ splnit
nasledovné Ulohy. Najddlezitejsia je vsak ta, aby si
vyslobodil ~ jeho  jedinG  dcéru  princeznl
Predstavienku. Preto ti prajem velké Stastie a
dostatok Specialnej schopnosti - priestorovej
predstavivosti!

1. Uloha - Hradobna brana
Po obliehani cudzimi vojskami bola porusena
hlavnd brana hradu. Tvojou tulohou je wvybrat
vhodny materidl a podla navodu Sikovnych
stavbarov postavit’ novu branu.

Na hradbu potrebujes 68 paliciek a 34 gul6cok,
ktorymi pali¢ky pospajas. Hradba ma podobny tvar
ako pismeno H. Tvoria ju dva stipy, kazdy sa sklada
z troch spojenych kociek a tieto dva stipy prepaja
jedna kocka v strede. Na vrchu stipov sa nachadza
veza, tvorena 4 palickami, ktoré su hore spojené v
jednom bode guldckou. Pohlad na prednu stenu
brany vidis§ na obrazku.

Obr. 1: Predna stena brany

2. Uloha — Me¢
Tato uloha uz naznauje  bliziace sa
nebezpecenstvo. Lebo vedz Ze nato aby si sa
dopatral k stratenej princeznej bude§ musiet’ skolit’
draka. Preto je nutné aby si mal poriadnu vyzbroj.
Musis ukovat’ poriadny mec¢, aky vidiS na obrazku.

Obr. 2: Meé

Tento me¢ vytvori$ z geometrickych utvarov, ktoré
mas k dispozicii. Skus rozmiestnit’ tieto
geometrické Utvary tak, aby si spravne zaplnil celd
plochu meca. Vyuzit musi§ vSetky geometrické
Gtvary. Farby nech ti sG ndpomocné.

3. Uloha - Drak

V ruke drzi§ svoju zbran a obozretne ¢akd$ na
svojho supera. Musi$ si ho najskor vytvorit, aby si
ho vylakal zo svojej jaskyne. Na tvorbu draka
potrebujes Spajle a plastelinu. Draka mozes vytvorit
podla vlastnej fantazie tak, ze z plasteliny si urobis
gul’ocky, ktoré potom pospajas Spajlami a vytvoris
draka. Pozor aby tvoj drak dokézal stat’ na svojich
nohéch.

4.  Uloha - Labyrint
Gratulujem ozrutného draka si porazil. Ukazalo sa
vsak, ze drak nevéznil princeznu Predstavienku v
svojej jaskyni. Jaskyna v sebe ukryvala chodbu,
ktora viedla do zacarovaného labyrintu. Najdi
spravnu cestu ktora t'a zavedie za princeznou.
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Obr. 3: Labyrint a princezna

5. Uloha - Trén

Svoj ciel mas na dosah. Poslednd uloha a kral ti
zveri svoje kralovstvo a ruku princeznej k tomu.
Zakerna choroba priputala krala na 16zko, jeho tron
bol pocas oblichani nestrazeny, lebo bol v komnate
blizko hradobnej brany. Tato komnata bola
narusend a trén sa rozpadol na niekolko Casti.
Poskladaj si trén, na ktory zasadnes ako buduci kral
a panuj nad naSimi Priestorovanmi spravodlivo a
oddane. Tréon moze§S vidiet na obrazku. Skus
poukladat’ jednotlivé Casti tak, aby si ziskal jeho
povodnu podobu.

Obr. 4: Tron

2.2 Zhodnotenie pracovného listu

Ako 1. ulohu sme zvoli pracu so stavebnicou Geo-
mag  [https://www.geomagworld.com/de/classic].
Ulohou Ziakov bolo postavit hradobnii branu
pricom zadanie ulohy bol slovny opis brany, ku
ktorému sme prilozili obrazok s prednou stenou
brany. Najvacsim problémom pre ziakov pri tejto
ulohe bolo uvedomit” si, ako zostavia prvil kocku,
najmd pre tych, ktori sa so stavebnicou Geomag
eSte nestretli. Niektori sa domnievali, Ze kocka
v zadani predstavuje Stvorec, atak zacali branu
stavatt v2D, ¢o bolo nespravne. Preto sme
niektorym poradili, Ze jedna kocka ma rozmer
IxIx1 pali¢iek. Dalsim problémom pri stavani
brany bolo, Ze ¢im vysSSie ziaci pokracovali
v stavani, tym nestabilnejSia brana bola a zacinala
sa prekricat’ a pritazlivost magnetov sposobila, ze
sa cela stavba rozpadla.

Vysledok tlohy je uvedeny na Obr. 5.
Priemerny Cas trvania ulohy bol 9,9 minuty, pricom
najkrat$i ¢as uloha trvala 8,54 minit a najdlhsie
13,3 mintty. Této tiloha Ziakom netrvala dlho preto,
7ze by ju vyslovene nevedeli riesit, ale pretoze
zrucnosti a schopnosti narabania s touto stavebnicou
boli u kazdého individualne. Na tato tlohu by sme
ztoho dovodu pri vyucovacej hodine vyhradili
priblizne 11 minut.

Obr. 5: Geomag - Brana

Uloha so stavebnicou Geomag u deti rozvija 3D
predstavivost’, v zadani maju obrazok prednej steny
v 2D, ¢o im stazilo predstavovanie si celej brany,
na rozdiel od toho, keby tam branu mali nakreslent
v3D. Branu tvorili jednotlivé kocky, predstava
u ziakov niekedy bola ze kocka je Stvorec, v§imli
sme si, ze to bolo najmi u dievéat. Ak, uz prisli na
to, ¢o myslime pod pojmom kocka, teda 12 pali¢iek
a8 guldcok, potom uz vedeli ako v ulohe
pokradovat. Uloha tiez podporovala schopnost
stavat’ konStrukcie, ktora je vel'mi uzko spojena
s priestorovou predstavivostou. Ak si ziak dokaze
teleso predstavit,, tak pride na to ako ho aj zostavit
resp. zostrojit’. Pri tejto ulohe si Ziaci mohli tiez
uvedomit, Ze brana je symetrickd. Ak by sme ju
rozrezali na dve Casti, cez strednu kocku vertikalne,
tak by sme ziskali dve symetricky zhodné telesa.

2. uloha bola zamerana na pracu s dvomi
tangramami  [https://www.tangram-channel.com/],
ktoré sme vyrobili z tvrdého papiera. Ulohou Ziakov
bolo zdielov dvoch tangramov zostavit mec, na
zéklade predlohy, ktort sme nakreslili na papier a
na fiu potom jednotlivé diely prikladali (Obr. 6). Do
zadania sme tiez napisali, ze farby im napomozu.
Diely, ktoré mali rovnaky tvar, mali aj rovnakl
farbu aboli bud’ prilozené pri sebe alebo oproti
sebe.

Ako sa ukazalo, tato uloha bola najnaroc¢nejsia.
Spodné dva Stvorce deti zlozili hned’, pretoze im
napadlo, Ze spoja dva trojuholniky k sebe. Najvacsi
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problém robili dva velké zelené trojuholniky, ktoré
sa mali ulozit' tak, Zze mali pravé uhly pri sebe a
takto sa mali vlozit' do $pic pri rukovdti meca.
Pri tejto Glohe niektoré z pozorovanych deti stracali
trpezlivost, ked nevedeli ako dalej. Uspesnost
skladania ovplyvnilo najmi to, Ze ak uz nespravne
zacali, tak mnevedeli pokial treba rozlozit

poskladané casti resp. i zacat’ uplne odznova. Preto
ked’ sa ziaci nazdavali, ze dana Cast je zlozena
sprave anebola, tak sa dostali do bodu, kedy
nevedeli pokracovat dalej a museli sa zamyslat
nad tym, ¢i doposial’ poskladané maji spravne.
Preto by si tloha s me¢om vyzadovala najmenej 12
minut.

Obr. 6: Vlavo predloha, vpravo vyrieSena 2. loha

Aj napriek narocnosti sa ziakom podarilo splnit
ulohu. A ako mézeme vidiet na Obr. 7, ziakom
nechybalo kreativnosti a predstavivosti a prisli nato,
7e tloha nema len jedno rie$enie, ale viacej.

Obr. 7: DalSie riesenia 2. iilohy

Vzorové rieSenie 2. udlohy ma rovnako ako
predchadzajica Uloha isty druh symetrie, ktory
mbzeme vidiet’ na zaklade farieb (Obr.6 ). Uloha je

zamerand na 2D predstavivost, pretoze Ziaci
pracujd srovinnymi Gtvarmi. Pri tejto Glohe je
potrebné uvedomit’ si obsahy jednotlivych Gtvarov
navzajom (Obr. 8) a tiez dizky ich stran (diZky stran
odvesien malych trojuholnikov sa rovnaju dizke
strany  §tvorca atiez kratSej dizke strany
kosodiznika. Je to polovica odvesny velkého
trojuholnika. Co sa tyka stredného trojuholnika,
dizka jeho prepony sa rovna dizke odvesien,
najvacsich trojuholnikov).
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Obr. 8: Obsahy dielov
tangramu

Rovnako sa tu pracuje na intuitivnej drovni
s velkost'ou uhla. Tieto informacie nie st v prvom
momente zrejmé, ked’ Ziak prvykrat vidi tangram.
AvSak ked” s nim dlh$ie pracuje a sk(sa spravne
napasovat’ diely do predlohy, ktora dostal, je zrejmé
7e pride na mnohé spojitosti tychto utvarov. Tato
uloha sa zdala najt'azSia zrejme z toho dovodu, Ze
Ziaci drzali tangram prvy raz v rukach a potrebovali
viac ¢asu na zoznamenie sa s touto skladackou.

Nasledujica 3.uloha bola zamerana na detsku
fantéziu a preto sme nijako nespecifikovali ako ma
drak vyzerat. Uviedli sme len, akym spdsobom
maju draka postavit, teda z gul'd6Cok plasteliny,
ktoré pospdjali Spajlami. Zistili sme, ze pri tejto
Ulohe bolo problematické zostaveného draka primét’
stat na nohach, tato uloha preto vyzadovala aj
davku trpezlivosti. Ziaci museli gulocky, do
ktorych zapichli $pajle poriadne stlacit, aby v nej
lepsie drzali. V kone¢nom désledku uloha nebola
naro¢na, pdsobila skdr ako zabavna.

Stavba draka si vyzadovala od deti 3D
predstavivost’, pretoze vytvarali trojrozmerné teleso.
Mohli tiez predviest’ svoju kreativitu a fantaziu,
pretoze nemali predlohu ako ma drak vyzerat. Ziaci
si museli premysliet, akym S$tylom za¢nu stavat
draka. Nebolo jednoduché, aby vydrzal stit na
nohach, preto bolo nutné vediet’ ho spravne vyvazit.
Cas, ktory deti venovali tejto tlohe je relativny,
pretoze niektori stavaniu draka venovali vac¢si ¢as
a snahu ako ini. Preto by sme mohli zvolit' ¢as na
tlto ulohu priblizne 8 minat.

151



152

Petra Javorkovéa

Obr. 9: RieSenie 3. tlohy Ziakmi

Podstatou 4. ulohy bolo najst’ spravnu cestu za
princeznou cez labyrint
[http://www.mazegenerator.net/]. Tato Uloha v sebe
neniesla nijaku zloZzitost, mala posobit’ tiez ako
zabavka. Pokojne sme mohli pouzit' narocnejsi
labyrint, pretoze Cas trvania ulohy bol priblizne 3
minaty.

Papierovy labyrint rozvija 2D predstavivost,
pretoZe ide o pracu v rovine. Dieta hl'ada spravnu
cestu ateda musi mysliet' o jeden, ale aj viacej
krokov dopredu. Niektori ziaci bezhlavo kreslili
cestu, aj ked’ sa potom museli vracat’ naspit’ a inf
najskor nasli spravnu cestu a potom zacali kreslit’.

Posledna 5. dloha bola venovand praci
s dielikmi, ktore  tvoria ~ Soma  kocku
[http://matika.ide.sk/index.php?ut=zau&s=2].  I8lo
o spravne usporiadanie siedmich dielov do
spravneho tvaru, ktory bol v nasej lohe kralovsky
tron. Ako pomdcku sme Zziakom do zadania dali
obrdzok tronu, aby podrla farieb uréili, kde sa ktory
diel bude nachadzat. Ziaci boli velmi $ikovni
a Uloha im trvala najviac 6 minat. Preto sme usudili,
7ze sme zadanie Ulohy zvolili prili§ jednoduché.
Nasli sa vSak aj taki, ktorym uloha robila menSie

problémy, ale nakoniec sa tiez dopracovali
K rieseniu.
Ani pri tejto Ulohe nechybalo rozvijanie

predstavivosti a v tomto pripade opidt’ priestorove;j,
pretoze kreslo je 3D teleso. Pre ziakov bolo
podstatné uvedomit’ si objem tohto telesa, teda to
kolko kociek tvori jednotlivé ,podlaZia“.
Néroc¢nostou tlohy bolo, ze diely zo Soma kocky
st navzajom odlidné, ani jeden nie je rovnaky. Ziaci
teda museli prist nato, ktory do ktorého zapada
a museli prist’ na ich spravne rozmiestnenie.

Vysledny ¢as vsetkych uloh spolu je priblizne 40
minut. Na zaklade C¢oho sme usudili, Ze nas
pracovny list je vhodny na jednu vyucovaciu hodinu
matematiky. VyucCovacia hodina, ktora by tomuto
pracovnému listu predchadzala, by mohla sluzit’ k
zozndmeniu  sa  sjednotlivymi  skladackami
a pomockami, ktoré sa vyuzivaju v pracovnom liste,
pripadne aj vlastna vyroba tangramov.

Pri priebehu testovania nasich uloh sme zistili,
7e ulohy sa ziakom pagcili a privitali by podobné
a zaujimavé ulohy na hodinach matematiky. Boli
zaujati roznymi pombdckami a bavila ich praca
s nimi. Niektori vSak stracali trpezlivost, ked sa im
nedarilo vyrieSit' ulohu, najmé pri stavani meca.
Preto sme v niektorych pripadoch mierne poradili,
ale vkoneénom doésledku boli Ziaci Sikovni
a zaujati.

Testovanim jednotlivych dloh sme si uvedomili
ich nedokonalosti, ktorym sme sa venovali v tejto
kapitole. Nedostatkov polo pomerne dost, ale teraz
vieme ako ulohy spravne prisposobit’ potrebam
auvazovaniu ziakov. V dalSom sme spracovali
Upravy vyplyvajice z prirodzeného experimentu
a doslo aj k zmene poradia Uloh, aby sa pracovny
list stal efektivnej$i a aby mohol lepSie plnit’ svoju
Glohu v rozvijani priestorovej predstavivosti.

3 Navrhované apravy

Pracovny list obsahuje pat’ uloh v poradi za sebou
ida tazka 3D Geomag - brana, tazka 2D - mec z
tangramov, l'ahka ale pracna zabavka 3D - drak
z plasteliny a $pajli, 'ahka zabavka 2D - labyrint,
Pahka (da sa stazit’) 3D tloha - tron. Rozhodli sme
sa zmenit' poradie uloh, ztoho dbvodu, aby
pomdcky, ktoré su rovnakého typu nasledovali po
sebe. Tiez aby narocnost’ pomodcok rovnakého typu
bola najskér rahsia a potom t'aZsia.

Navrhovali by sme, aby tlohy i§li v poradi, Ze
prva by zostala brana, to je 3D narofna uloha,
potom by sme zvolili jednoduch$iu 2D napriklad
labyrint, potom by mohla ist’ loha s me¢om 2D.
Nasledovala by Uloha s drakom, ktord je 3D ana
zaver by bola uloha trénom 3D. Ulohy by
nasledovali za sebou vzdy lahSia apo nej by
nasledovala tazsia, rovnakého typu bud’ 2D alebo
3D.

Co sa tyka jednotlivych uloh, uréite sa daji viac
zdokonalit’ a prisposobit’. V ulohe, kde Ziaci stavali
branu zo stavebnice Geomag bol problém so
stabilitou, pretoze dochadzalo k tomu, Ze sa stavba
pokrutila a spojili sa nespravne magnety. Preto by
sme navrhli, aby Ziaci vyuzivali pri stavbe brany
vyplne. Tie sa daji nasadit medzi strany
jednotlivych Stvorcov, aby im stavba lepsie drzala.

Pri tlohe s meCom by nebolo potrebné nieco
menit’, Gloha je len naroc¢nd, preto by sme ziakov
mali motivovat. Upozornit’ ich aj na to, Ze nie je
chybou, ked budi ulohu riesit dlhsi cas, ale
dolezité je, ze najdu spravne rieSenie. Ulohu,
Vv ktorej majt ziaci vytvorit’ draka z plasteliny, nie
je nutné menit. Potrebné je deti podnietit’ ku
kreativite, aby sa nebali vyskuSat' aj napady, u
ktorych by sa bali, Ze sa nevydaria. Labyrint pdsobil



Spdsoby rozvoja priestorovej predstavivosti pri vyu€ovani na druhom stupni zakladnej $koly

skor ako zabavka, na fiom by sme ni¢ nemenili. Co
sa tyka Ulohy s trénom, tato loha sa zdala vel'mi
lahka, preto by sme obrazok Zziakom dali
Ciernobiely alebo len par dielov dali farebne, aby
mali aspon nejaka napoved.

3.1 Upraveny pracovny list

Pracovny list sme upravili na ziklade vyssie
opisanych pozorovani a zisteni pri experimente so
ziakmi 6. roc¢nika. Vysledny pracovny list ma
takito podobu:

Vézeny rytier, vitam ta v naSom mestecku
zvanom Priestorovany. Na§ drahy kral’ Hranold ma
uz svoje roky a preto svorne hl'ada svojho nastupcu.
Na to aby si ziskal tréon a zezlo kralovo, musis
splnit’ nasledovné ulohy. NajdolezZitejsia je vSak ta,
aby si vyslobodil jeho jedinG dcéru princeznu
Predstavienku. Preto ti prajem velké Stastie a
dostatok  $pecialnej schopnosti - priestorovej
predstavivosti!

1. Uloha - Hradobna brana
Po oblichani cudzimi vojskami bola poruSena
hlavnd brana hradu. Tvojou tulohou je vybrat
vhodny material a podla navodu Sikovnych
stavbarov postavit’ novu branu.

Na hradbu potrebujes 68 paliCiek a 34 gul'6¢ok
ktorymi palicky pospdjas. Hradba ma podobny tvar
ako pismeno H. Tvoria ju dva stlpy, kazdy sa sklada
z troch spojenych kociek a tieto dva stlpy prepaja
jedna kocka v strede. Na vrchu stipov sa nachadza
veza, tvorena 4 palickami, ktoré su hore spojené v
jednom bode gul'6¢kou. Stvorce, ktoré ti vzniknu
vyplii vypliiami, aby ti stavby lepSie drzala. Pohl'ad
na prednt stenu brany vidis$ na obrazku.

Obr. 10: Predna stena brany

2. Uloha - Labyrint
Legenda vravi, ze ak najdeS spravnu cestu
Vv zacarovanom labyrinte, tak ta dovedie k mecu,
ktorého sila ti pomoze porazit ozrutného draka.
Prave on vazni princeznl Predstavienku v svojej
temnej jaskyni. Dokaze$ najst, ktora cesta vedie
Kk mecu ?

Obr. 11: Labyrint

3. Uloha — Me¢

Vyborne nasiel si svoju zbran, lenze po tolkych
rokoch, kedy me¢ nemal svojho majitela sa
rozpadol na niekol'ko Casti. Preto je tvojou ulohou
me¢ opravit, aby nadobudol opidt svoju silu
a pomohol ti skolit’ obavaného draka.

Tento mec¢ opravi§ pomocou geometrickych
utvarov, ktoré mas k dispozicii. Skiis rozmiestnit’
tieto geometrické Utvary tak, aby si spravne zaplnil
cela  plochu meca. Vyuzit musi§ vSetky
geometrické Utvary. Farby nech ti si ndpomocné.

Obr. 12: Me¢

4. Uloha- Drak

V ruke drzi§ svoj mocny mec a obozretne ¢akas na
svojho stipera. MusiS si ho najskor vytvorit’ aby si
ho vyldkal zo svojej jaskyne. Na tvorbu draka
potrebujes Spajle a plastelinu. Draka mozes$ vytvorit
podl’a vlastnej fantazie tak, ze z plasteliny si urobis
gul’ocky, ktoré potom pospajas Spajlami a vytvoris
draka. Pozor aby tvoj drak dokézal stat’ na svojich
nohéch.

153



154 Petra Javorkova

5. Uloha— Trén

Svoj ciel’ ma$ na dosah. Posledna uloha a kral’ ti
zveri svoje kralovstvo a ruku princeznej k tomu.
Zakerna choroba priputala kral’a na 16zko, jeho tron
bol pocas obliehani nestrazeny, lebo bol v komnate
blizko hradobnej brany. Tato komnata bola
naruSend a trén sa rozpadol na niekolko Casti.
Poskladaj si tron, na ktory zasadne$ ako buduci kral’
a panuj nad naSimi Priestorovanmi spravodlivo
a oddane. Tron moze§ vidiet’ na obrazku. Dve Casti
mas vyznacené farebne, tie ti napomdzu spravne
umiestnit’ aj ostatné Casti.

Obr. 9: Tron
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Abstrakt

V prispevku predkladdme ndvrh novej didaktickej
hry stematikou zapornych ¢isel, ktorda ma shizit’
ako propedeuticka hra pri zavadzani zapornych
¢isel do vyuCovania ako aj pri osvojovani si
pravidiel prdce snimi — predovsetkym
nasobenia. Hra je urCena pre ziakov, ktori sa
eSte so zapornymi c¢islami nestretli, teda pre
siedmakov na zikladnych skolach, resp. pre
sekundy osemroénych gymnazii. Modze byt
pouzitd aj v niz8ich triedach. Prostrednictvom
tejto hry ziakom priblizujeme zaporné Ccisla,
S ktorymi sa mézu stretnut’ aj v beznom zivote,
nakolko hraci plan predstavuje poschodia
vyskovej budovy. Tematické zameranie hry je
zvolené tak, aby bolo pre Zziakov putavé —
Hasi¢i. Zaradenie hry do vyulovania sme
testovali v sekundach gymnéazia v Malackéch.
V praci uvadzame aj vysledky overovania hry
Vo vyucovani.

Krlacové slova:
zaporné ¢isla, hra

propedeutika, didaktickd hra,

1 Uvod

Uz od detstva je pre deti najprirodzenej$ou
¢innost'ou hra. Prostrednictvom hry si malé deti
dokazu osvojit’ vel'’ké mnozstvo veci. Prave na toto
sme sa snazili nadviazat’ a priniest’ trochu hravosti
aj do vyuCovania matematiky. Obohatenim hry
o didakticky zamer vznika didakticka hra.

V pedagogickom slovniku je didakticka hra
definovana ako ,,analogia spontannej Cinnosti deti,
ktord sleduje (pre Ziakov nie vzdy zjavnym
spdsobom) didaktické ciele. Moze sa odohravat
Vv ucebni, v telocvi¢ni na ihrisku, v obci, v prirode.
M4 svoje pravidla, vyzaduje priebezné riadenie,
zaveretné vyhodnotenie. Je uréend jednotlivcom aj
skupindm ziakov, pricom uloha pedagogického
vediceho mava §iroké rozpitie od hlavného
organizatora az po pozorovatela. Jej prednostou je
stimula¢ny naboj, pretoze prebudza zaujem, zvysuje
angazovanost’ Ziakov na vykondvanych ¢innostiach,
podnecuje ich tvorivost, spontannost’, spolupracu aj

*

barbora.kubinoval995@gmail.com
t Monika.Dillingerova@fmph.uniba.sk

stutazivost, nuti ich vyuZivat rozne poznatky
a schopnosti, zapajat zivotné skusenosti. Niektoré
didaktické hry sa blizia modelovym situaciam
Z redlneho zivota.* [Pricha, 1998].

2 Teoretické vychodiska

Zaporné ¢&isla su podla SVP aj iSVP odporicané
preberat’ v 8. roéniku ZS, resp. v3. ro¢niku
osemro¢nych gymnazii a to v nasledovnom rozsahu:
e vymenovat' priklady pouzitia kladnych
a zapornych ¢isel v beznom Zivote
e (itat’ azapisovat Cisla z ¢itaného
a pocutého textu, z tabuliek a grafov
urcit’ opacné cislo k l'ubovol'nému ¢islu
vymenovat’ dvojice navzajom opacnych
Cisel
e porovnavat celé araciondlne ¢Eisla
a usporaduvat’ ich do radov vzostupne
alebo zostupne
e zobrazovat celé, desatinné
a zaporné ¢isla na Ciselnej osi
e pracovat’ s absolitnou hodnotou celého,
desatinného a racionalneho ¢isla
e s¢itovat’, od¢itovat’, nasobit’ a delit’ celé
a desatinné ¢isla (kladné aj zaporné)
e rieSit  slovné  dlohy s kladnym
a zapornymi ¢islami.

V stucasnosti sa na Skolach v Slovenskej
republike pouZziva na vyufovanie matematiky
ucebnica s nazvom Matematika 8, ktor( napisali
PaedDr. Jan Zabka a RNDr. Pavol Cernek, CSc.
Schvalilo ju Ministerstvo Skolstva, vedy, vyskumu
a Sportu  Slovenskej republiky ako ucebnicu
matematiky pre 8. ro¢nik zakladnej skoly a 3.
ro¢nik gymnazia s osemro¢nym $tadiom. Ucebnica
ma 2 Casti. Tematika zapornych ¢&isel je v tychto
ucebniciach spristupiiovana ziakov prostrednictvom

kladné

tém zbeZzného zivota, napr. vyskové budovy
s nadzemnymi a podzemnymi podlaziami,
modelové situdcie jazdy vytahom, nadmorské

a podmorské vysky, majetky a dlzoby, paralela
Ciselnej osi s teplomerom. V tychto kapitolach sa
ziaci oboznamia so zapornymi Cislami, naucia sa ich
porovnavat, usporaddvat do radov, scitovat,
od¢itovat,, nasobit’ a delit. V druhej Casti ucebnice
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sa nestretdvame uz len scelymi a desatinnymi
Zapornymi ¢islami, ale aj s ¢islami racionalnymi.

3 Motivacia a ciele

Tematika zapornych ¢isel sa  vyskytuje aj
v mnohych spolo¢enskych hrach, napr. Sushizock
im Gockelwok, Mini Hazard a Why first?. Vsetky tri
boli vybrané na zaklade ich univerzalnosti v pocte
hra¢ov. Snazili sme sa, aby jeden exemplar hry
zabavil €o najvdcsi poCet hracov atento bol
modularny.

Na zaklade nastudovanej literatdry
o problematike zapornych ¢&isel a predovSetkym
spoloCenskych hier, sme sa rozhodli vytvorit
vlastnu didaktick( hru zamerand na propedeutiku
zapornych ¢isel — pravidiel pre nasobenie kladnych
a zapornych &isel.

4 Tvorba vlastnej hry

4.1 Navrh arealizacia vlastnej hry

Vsetky wvysSie spominané hry mali v sebe
obsiahnuté len séitovanie kladnych a zdpornych
Cisel. Prave toto bolo dévodom, preCo sme sa
rozhodli v naSej hre obsiahnut’ nie len s¢itovanie
a od¢itovanie, ale aj nasobenie kladnych d&isel
zdpornymi a ndsobenie zapornych &isel. Zamerali
sme sa predovsetkym na osvojenie si pravidiel pre
nasobenie dvoch ¢&isel. Vcelku zaujimavy nam
prisiel napad vyuzit réznofarebné kocky. Jedna
farba reprezentovala kladné Cisla, druhd zaporné.
SU¢in sme potom dostali vynasobenim &isel, ktoré
padli na kockadch. V nagom pripade sme pouzili
modré kocky pre kladné &isla a ervené kocky pre
zaporné. )

Nami vytvorena hra musela spliat urcité
kritéria. Chceli sme, aby hraci plan predstavoval
&iselnl 0s a zaroven, aby reprezentoval nieco, s ¢im
sa mozu ziaci stretnut’ vV beznom Zivote. Do tejto
koncepcie sa ndm najviac hodila vyskova budova
s nadzemnymi a podzemnymi podlaziami, ked’ze sa
nachadza takmer v kazdom va¢som meste. Dalsim
kritériom bolo, aby hra bola urena pre ¢o najvacsi
poéet hracov. Cim viac ziakov méze hrat’ jednu hru,
tym menej skupiniek, resp. pocet hier bude treba do
jednej triedy vytvorit'. Ked'Ze v triedach sa zvycéajne
vyskytuje okolo 25 — 30 Ziakov, museli sme
vytvorit’ 5 kOpii hry, kazda pre 6 hra¢ov. Nechceli
sme, aby vytvaranie hry bolo naroéné — ani
finan¢ne, ani ¢asovo. Nakoniec sa zrodila myslienka
vytvorit hru o hasi¢och, ktori sa pomocou
nasobenia ¢isel, ktoré padli na kockach, musia
dostat’ na Cislo podlazia, na ktorom vypukol poziar
a uhasit” ho. Hru sme pomenovali ,, Hori! .

Hraci plan sme vyrobili z papiera. Vystrihli sme
si zneho dlhy obdiznik, do jeho stredu sme

narysovali policko oznacené c¢islom 0. Poli¢ko
s nulou sme nakreslili ¢iernou farbou. Smerom hore
od nuly sme nakreslili 50 poli¢ok modrou farbou.
Tieto policka symbolizovali nadzemné podlazia,
teda kladné ¢&isla. Smerom dole od nuly sme
nakreslili 50 poli¢ok ¢ervenou farbou. Tieto policka
symbolizovali podzemné podlazia, teda zporné
Cisla. Z&merne sme pre podzemné podlazia
nepouzili oznacenie Cisel s minusom, ked’ze hra je
propedeutickd a ma sluzit’ pri zavadzani zdpornych
¢isel do vyucovania. 50 policok kazdym smerom sa
nam zdalo dostatoéné mnozstvo kedze najvyssi
mozny suéin je 6 . 6 = 36. Hraci plan je zndzorneny
na obrazku ¢. 1, avSak nie je cely, pretoze by sa
nezmestil do z&beru.

o —1§

Obrézok 1: Ilustra¢ny obrazok hracieho planu

Pohyb po hracom plane sme vyrie§ili pouzitim
réznofarebnych kociek — modra farba pre kladné
Cisla a Cervena farba pre zaporné ¢isla. Aby mal
hra¢ moznost’ vyberu, dali sme do kazdej hry po 2
kocky z kazdej farby. Chceli sme, aby hra bola
dynamicka a aby sa pri jednom hode kockami pohli
SO svojimi panadikmi vSetci hraci. Prave preto, sme
museli pridat’ eSte jednu kocku, ktora poskytne
vyhodu hracovi, ktory hadzal kockami. Zvolili sme
¢iernu farbu kocky. Téato kocka méze podl'a vyberu
hra¢a nahradit modri alebo cerveni kocku.
Sucastou hry je 5 hracich kociek — 2 modré, 2
Cervené a 1 ¢ierna (obrazok ¢. 2).
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Cisla, ktoré padni na kockéach sa nasobia podra
urcitych pravidiel. Kazdy hra¢ si musi vybrat’ vzdy
dve kocky a ¢isla na nich padnuté medzi sebou
vynasobit. Vysledok mu potom uréi, o kolko
poli¢ok a akym smerom sa ma so svojim pana¢ikom
pohnat. Pri ndsobeni kociek, ktoré maju rovnaku
farbu, teda modra * modra alebo ¢ervena * ¢ervena
sa hra¢ pohybujem smerom hore (paralela
s pravidlami pre nasobenie dvoch kladnych alebo
dvoch zapornych ¢isel). Pri nasobeni ¢isiel z kociek,
ktoré mali rozne farby, teda modra * cervena alebo
Cervena * modra (ndsobenie je komutativna
operécia) sa hra¢ pohybuje smerom dole (paralela
s pravidlami pre nasobenie kladného ¢isla zdpornym
a naopak). Pre prehladnost’ a l'ahSie zapamétanie si
pravidiel sme vyrobili karticku s tymito pravidlami
(obrazok ¢. 3).

Obrazok 3: Karti¢ka s pravidlami pre nasobenie
cisel

Ked uz sme mali wvytvoreny hraci plan
a vyrieSenii otazku pohybu po fiom, museli sme
vyriesit, ako oznalit policko, na ktorom bude
poziar. Kvéli rdznorodosti hry sme sa nerozhodli
vybrat’ len jedno konkrétne ¢&islo, ale vyrobili sme
do kazdej hry 20 karti¢iek s ¢islami — modrymi aj
cervenymi, ktoré budil urcovat cielové podlaZie
hry. Pred zaciatkom hry sa vzdy vyzrebuje jedna
karti¢ka s ¢islom poschodia poziaru. Tymto sa hra
nestane nudnou, nakolko existuje 20 cielovych
policok, ¢ize mozeme hru hrat’ viacnasobne po sebe
bez opakovania. Cisla reprezentujuce poschodia
s poziarom boli zamerne vybrané tak, aby sa hra
nedala odohrat’ jednym hodom kockami. Vybrali
sme prvocisla od 13 do 47 z kazdej farby (obrazok
¢. 4)

Obrézok 4: Karti¢ky s podlaZzim poZiaru

Sucast’'ou hry je samozrejme 6 hracich panacikov
v rozdielnych farbach, ked’ze hra je uréend pre 6
hracov a pravidla hry. Hra je zabalena v bavinenom
vreci8ku (obrazok ¢&. 5), ktoré sme usSili kvoli
prenasaniu a manipulacii s hrou.

Obrazok 5: Vrecusko s hrou
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4.2 Pravidla hry Hori!

Ako sme uz vyssie spominali hra bola navrhnuta pre
4 — 6 ziakov zdovodu minimalizovania poctu
hracich skupiniek v triede. Casovii naro¢nost sme
uréili na 20 az 30 minat. Nami vytvorend hra
obsahuje: hraci plan, 20 karti¢iek s ¢islom podlazia
poziaru, KkartiCku s pravidlami pre nasobenie, 6
hracich panacikov, 5 farebnych hracich kociek,
pravidla hry a vrectsko. Pred samotnym hranim hry
odpora¢ame spojitt 2 lavice aokolo nich
rozmiestnit’ stoli¢ky, a to z dévodu, Ze hraci plan je
takmer 1 meter dlhy. Na zaciatku hry sa kazdy hrac¢
postavi so svojim pana¢ikom na prizemie — policko

oznacené¢ Cislom 0. Potom z20 Kkarticiek
S poschodiami oznacujucimi poziar vyberieme
ndhodne jednu, ktoré wuréi cielové policko.

A odteraz sa hra zacina.

Hrag¢, ktory hadze kockami ako prvy, hodi
vSetkymi piatimi kockami naraz. Nasledne si zvoli
z ¢isel, ktoré padli na kockach dve Ccisla, ktoré
vynasobi podla pravidiel. Hra¢, ktory hadzal
kockami si mo6ze zvolit' aj Eislo, ktoré padlo na
Ciernej kocke a méze si vybrat, ¢i Cierna kocka
bude reprezentovat’ kocku modri alebo cervenu.
Farbu kocky vybera podla smeru, ktorym chce ist
S0 svojim panacikom. Vedome teda musi pracovat
stym, ¢ kocky budd mat rovnak( alebo roznu
farbu. Tento princip sa prepaja s pohybom nahor,
resp. nadol a kladnymi ¢i zapornymi poschodiami
ako ich poznd z vyskovych budov. Hra¢ hadzuci
kockami ma teda oproti ostatnym hracom vyhodu —
ma jednu kocku navySe. VSetci ostatni si zaradom
zvolia ¢isla zdvoch kociek, atie medzi sebou
vynasobia podla pravidiel pre ndsobenie, priom si
nemoézu zvolit’ ¢islo, ktoré padlo na Ciernej kocke.
To znamena, ze pri jednom hode kockami sa
posavaju vSetci hra¢i. Hraéi sa v hadzani kockami
striedaju (smer hry je v protismere hodinovych
ruciciek), az kym sa jeden alebo viac hracov v tom
istom kole nedostane na podlazie s poziarom.
Cielom hry je teda dostat’ sa na policko, kde
vypukol poziar, uhasit’ ohen a zachranit’ TIudi
obyvajucich toto podlazie. Pravidla hry Hori! sa
formovali takmer sucasne s vymys§lanim hry a jej
tvorbou, nakol’ko sme uz mali v hlave ucelend
myslienku, ako by mala naSa hra vyzerat. Pocas
spisovania pravidiel sa v8ak vynorilo par detailov
a hlavne moznych situacii, ktoré bolo treba doriesit’
a podat’ jednozna¢nil informaciu ako v tej ¢i onej
situdcii treba postupovat. Prvou nedorieSenou
situaciou bolo otazka, ¢o sa stane, ak si vyberiem 2
Cisla z kociek tak, Ze mi hraci plan neumozni posun
kvoli nedostatku podlazi. Vyriesili sme ju tak, zZe
takyto vyber kociek je zakazany, hra¢ si musi
vybrat’ ¢isla z kociek tak, aby mu hraci plan posun
umoznil. Druhou a asi poslednou otazkou bol pocet
vitazov. Najprv sme si mysleli, Ze vitaz moze byt
len jeden, a to ten, ktory sa na policko dostane ako

prvy. Kedze sa vSak vradmci jedného hodenia
kociek vSetci hraci postvaju, mdze sa pocas
jedného kola na cielové poschodie dostat’ aj viac
hrac¢ov stcasne. Hra teda moze mat’ aj viac vitazov
a je vzdy potrebné dokoncit’ celé kolo, aj ked’ uz
jedného vit'aza mame. Kompletné pravidla, ktoré sa
st¢ast’'ou hry su uvedené v prilohe A.

5 Testovanie hry

Po vytvoreni hry a spisani pravidiel uz zostavalo len
hru vyskisat medzi ziakmi aoverit tak jej
pouzitelnost na hodindch matematiky. Tiez nas
zaujimalo, ¢i nasa hra bude ziakov bavit’.

5.1 Tvorbapozorovacieho zdznamu

Aby sme mohli priebeh testovania vyhodnotit
a vyvodit’ nejaké zavery, bolo potrebné, aby sme si
stanovili nejaké kritéria, ktoré sme pocas hry
sledovali. Rozhodli sme sa, Ze klaCovym
a najhlavnej$im kritériom, ktoré budeme sledovat,
bude vyskyt matematickej terminolégie, ato
pouzivanie slova MINUS, kedZe naSa hra je
zamerana na zaporné ¢isla. Sledovali sme aj
chybovost’  ziakov, ¢i uz v nasobeni alebo
v posunoch po hernom plane. Daliim sledovanym
javom bol pocet hodov pre konkrétne Cislo.
Rozhodli sme sa sledovat’ aj vyber &iernej kocky.
Poslednym kritériom, ktoré sme sledovali, boli
pravdepodobnostné uvahy. Chceli sme vediet’, ¢i
ziaci budu rozmyslat’ nad tym, Zze niektoré Cisla sa
dajii dosiahnut' nasobenim dvoch cisiel s vicSou
pravdepodobnost'ou ako ostatné. Napriklad ¢islo 6
viem dostat’ ako sucin ¢isel 1 a 6 alebo 2 a 3. Cislo
5 viem dostat’ len ako sucin ¢isel 1 a 5. Cislo 6 teda
padne s vicsou pravdepodobnostou ako ¢islo 5.
Rozhodli sme sa sledovat aj celkovy cas hry
(tabul’ka ¢. 1).

Pozorovatel’: Trieda:

Skupina: Pocet ziakov:

Poradie hry: Cislo poschodia
poziaru:

Pocet hodov:

Chybovost™:

Vyber Ciernej kocky:

Matematicka terminologia (minus):

Pravdepodobnostné Uvahy:

Celkovy ¢as hry:

Tabulka 1: Pozorovaci zaznam

5.2 Pilotné testovanie

Testovanie naSej hry prebichalo na Gymnaziu
v Malackach. Pre naSe testovanie sme vybrali
ziakov z 2. ro¢nikov osemrocnych gymnazii, Co
zodpoveda 7. triede zakladnych $kol. Ziaci zo
sekdnd boli vybrani preto, lebo sa o zapornych
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&islach eSte neucili. Toto bolo rozhodujlce pre
vyber ro¢nika, nakolko nasa hra ma sluzit ako
propedeuticka hra pri osvojovani si zapornych &isel
a ich zavadzani do vyucovania.

Podla ucebnych osnov vyssie spominanej Skoly
sa ziaci prvykrat stretnl so zapornymi cislami
Vtretom rocniku osemrocného gymnazia, o
zodpoveda 8. ro¢niku zakladnych skol. Zapornym
Cislam sa na gymnaziu v Malackach venujd
v rozsahu 16 vyuéovacich hodin, priCom sa najviac
venuju sCitovaniu, od¢itovaniu, nasobeniu, deleniu
celych a desatinnych ¢&isel (kladnych aj z&pornych)
a rieSeniu slovnych uloh.

Pred samotnym zadatim testovania bolo treba
pripravit triedu. Ked’ze sme boli 4 pozorovatelia,
ziaci v triede boli rozdeleni do 4 skupin. Preto sme
v triede vytvorili 4 stanovitia pospajanim lavic,
okolo ktorych sme rozmiestnili stoli¢ky. Na lavicu
sme pripravili hraci plan, panacikov, kocky aj
karticky (obrazok ¢&. 6). Nesmeli chybat' ani
pravidla.

4

Obrazok 6: Pripravena hra

Po prichode Ziakov do nami pripravenej triedy sa
v8etci usadili na miesta. Do skupiniek ich zaradila
ucitelka matematiky vopred. Tymto sa predislo
Casovym stratam s rozdel'ovanim do skupin. Hned’
ako sa ziaci usadili, dostali pokyn precitat’ si
pravidla. Po tom, ¢o sa oboznamili s pravidlami hry
prostrednictvom ¢itaného textu, pravidla sme eSte
raz zopakovali Ustne. Tu bol ¢as vyhradeny na
otdzky zo strany ziakova pripadné nejasnosti v
pravidlach. Nasledne na to sa pri kazdom stole

zacala hra. Kazda skupinka hrala hru dvakrat. Po
tom, ¢o sa odohrali dve hry, dostali ziaci kratky
dotaznik, ktory sluzil ako spdtna vazba.

521 1.0A

V triede Il. OA bolo pritomnych 22 Ziakov. Ti boli
rozdeleni do 4 skupin — 2 skupiny po 5 Ziakov a 2
skupiny po 6 ziakov. Na zaciatku vyucovacej
hodiny sa vSetci usadili na vopred pripravené miesta
a vagsina z nich sa ihned’ (bez pokynu) pustila do
Citania pravidiel hry. Ugitelka nds v kratkosti
predstavila a ozrejmila Ziakom, ¢o sa bude robit.
Nasledne na to, dostali pokyn precitat’ si pravidla.
Po precitani pravidiel sme im pravidla hry
zopakovali Ustne. Niektori mali otazky, na tie sme
odpovedali. Po Gstnom zopakovani pravidiel, bol ku
kazdej skupinke prideleny pozorovatel, ktory
sledoval a zaznamenaval priebeh hry. V kazdej
skupine sa hralo dvakrat. Niektoré skupiny boli
rychlejSie ako ostatné, preto si hru mohli zahrat’ eSte
raz, avsak priebeh uz nebol zaznamenavany. Potom
nasledoval kratky dotaznik, vyhodnoteniu ktorého
sa budeme venovat neskor v praci. Kazdy ziak si
Z hodiny odniesol zazitok z hry a sladkd odmenu.

522 1.0B

Vtriede 1l. OB bolo pritomnych 26 ziakov.
Nakol’ko sme boli len 4 pozorovatelia, museli sme
ich tiez rozdelit’ len do 4 skupin — 2 skupiny po 6
ziakov a 2 skupiny po 7 ziakov. Do dvoch hier sme
preto museli pridat’ panacika navyse. Ako prisli
ziaci do triedy, posadali si na miesto k stolom
v skupinach tak, ako ich rozdelila u¢itel’ka. Ucitel'ka
nas zase predstavila a povedala Ziakom, ¢o budeme
robit’. Tito ziaci pockali na pokyn, a az potom sa
pustili do ¢itania pravidiel. Presne tak, ako v druhej
triede sme pravidla zopakovali Ustne. V porovnani
s druhou triedou Ziaci mali menej otazok. Tazko
povedat’, ¢i sa hanbili alebo vSetkému rozumeli.
Pozorovatelia sa rozdelili do skupiniek. Aj v tejto
triede hrala kazda skupinka hru dvakrat. Vynimku
tvorila len jedna skupina, v ktorej podla slov
ucitel’ky, boli iba slabsi ziaci. Prva hra im trvala
takmer 20 mindt a z ¢asovych dovodov uz druha
hru nezacinali. VSetky tieto hry boli zaznamenavané
do pozorovacich zaznamov. Niektoré skupiny mali
odohrané 2 hry za kratky cas, preto si mohli zahrat’
eSte raz. Aj tito Ziaci dostali kratky dotaznik na
vyplnenie, ktory bude v praci vyhodnoteny neskor.
Okrem zazitkového vyucovania bola pre Ziakov
pripravend aj sladka odmena.

5.2.3 Atmosférav triedach

Pocas hrania hry v triede vladla prijemna atmosféra.
Na tvarach ziakov bolo vidno nadsenie a zapal do
hry. S netrpezlivost'ou sledovali, aké &isla padni na
kockdch auz dopredu rozmyslali, ako pd6jdu so
svojim pana¢ikom aZz sa dostant na rad. V jednej
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skupine, ktort sme sledovali, dokonca jeden Zziak
prosil Ziaka, ktory hadzal kockami, aby hodil urcité
Cisla na kockach, atym mu =zaistil vitazstvo.
V druhej skupine zase Ziak vyskoéil zo stoli¢ky
a zacal tancovat’, ked’ uvidel, ze na kockach padli
¢isla, ktoré mu =zaistia vitazstvo. VSetci
pozorovatelia sa zhodli na tom, Ze hra sa ziakom
pacila. Dokazujii to aj vypovede pozorovatelov,
napr. ,,Hra sa im vel'mi pacila, az sa ma jeden ziak
spytal, ¢i je mozné si hru niekde zakupit.
S ismevom na tvari som mu povedala Ze nie, ale Ze
by si ju kP'udne zvladli aj sami vyrobit* (autenticka
vypoved” pozorovatel'a Petra) alebo ,,Spatna vazba
bola vel'mi pozitivna, deti by jednoznacne ocenili
viac podobnych aktivit na hodinach matematiky*
(autenticka vypoved pozorovatel’a Darina).

Vsetky vypovede pozorovatelov hovoria, ZzZe
problém s pochopenim pravidiel na strane Ziakov
bol len miniméalny. Pocas prvych kdl hry pochopili,
ako hrat. Pozorovatel Petra hovori: ,,skupinky,
ktoré som mala nemali vobec Ziadny problém pri
porozumeni pravidlam, mali tam aj pomocné
karticky, na ktorych bolo zndzornené, aké kocky
treba nasobit’ aby ziskali kladné, alebo zaporné
Cislo. Priebeh hry bol plynuly, a ked’Ze ziaci chapali
pravidlam, hrat” hru pre nich nebolo ni¢ narocné, ale
skor zabava“. Pozorovatel’ Denisa zase tvrdi: ,,ziaci
systém hry po vysvetleni rychlo pochopili, pravidla
hry mali kdispozicii aj v pisomnej forme, a
tak zdsah pozorovatel'a bol minimalny. Pri prvych
dvoch kolach sa ziaci len utvrdzovali, ¢i postupuju
spravne”. Rovnaky zéaver vyvodil aj pozorovatel
Darina: ,,zo zadiatku sice mali problém porozumiet’
pravidlam, ale netrvalo dlho a pochopili ich
nakoniec bez vicSich problémov“. Na zaklade
tychto tvrdeni pozorovatelov mame za to, Ze
pravidla boli dobre a zrozumitel'ne vysvetlené.

Pred zaCatim hry sme ocakavali Casty vyskyt
chyb, ¢i uz v malej ndsobilke alebo pri postvani sa
po hracom plane (s¢itovanie a od¢itovanie). Tento
predpoklad sa v8ak nepotvrdil. Ak sa aj niektori zo
ziakov pomylil, rychlo sa opravil. Ak sa neopravil
sam, opravili ho spoluhrac¢i. Len vel'mi zriedka
musel na chybu upozornit  pozorovatel.
Predovsetkym pozorovatel Darina sa obaval
Castého vyskytu chyb: ,,Ocakavala som, Ze chyby,
hlavne v malej nasobilke, budu casté. Z vlastnej
skdsenosti viem, ze problém s malou nasobilkou
majl aj star$i ziaci. Bola som v8ak vel'mi prijemne
prekvapena. Ak vSak zriedka doSlo k chybe, boli
ziaci schopni sa po druhotnom zamysleni sami
opravit.*

Aj napriek tomu, Ze sme pre pozorovatelov
vytvorili  tabulku, aby bolo zaznamenavanie
pricbehu hry ¢o najobjektivnejSie, niektoré veci
nebolo vobec 'ahké presne zaznamenat. Hovorime
predovSetkym o pravdepodobnostnych  Glohach.
Vidcsina ziakov uvazovala a taktizovala len vo
svojej hlave. ,,Pri hodnoteni bolo problematické

zaznamenat pocet pravdepodobnostnych uvah,
ked’Ze nie vSetci Ziaci uvazovali nahlas. Preto tento
udaj nie je dobre meratelny  a nezodpoveda
realnemu poétu uvah* (pozorovatel’ Denisa).

5.3 Vysledky

Po odohrati vSetkych hier sme mohli pristapit
k spracovaniu vysledkov. V nasledujucich

podkapitolach budeme pracovat’ s vyplnenymi
pozorovacimi zaznamami.
V obidvoch triedach sa wvytiahli karticky

s pochodim, ktoré uréovali poschodia s poziarom
S nasledovnymi Cislami: - 47, - 47, - 43, - 41, - 37, -
31, -13, 13, 19, 19, 19, 29, 41, 43 a 43. Celkovy ¢as
hry sa pohyboval od 2 do 22 minut v zavislosti na
konkrétnom Cisle podlazia S poziarom
a konkrétnych ¢islach, ktoré padli na kockach.
Pocet hodov kockami sa pohyboval od 2 do 8
hodov. Ciernu kocku si Ziaci vyberali dost’ ¢asto, az
21krat zo 62 hodov, Co predstavuje 33,87 %
pripadov. Na zaklade cieleného vyberu Ciernej
kocky moOzeme hovorit o dobrom pochopeni
systému hry a pravidiel.

Pravdepodobnostné tvahy boli menej castym
javom, ktory bol zaznamenany. Zaznamenali sme
celkom 36 pravdepodobnostnych Gvah, ktoré boli
ziakmi vyslovené. Myslime si, Ze nie vSetky uvahy,
ktoré ziakom prebehli hlavou, vyslovili nahlas. Ako
sme uz vysSie spominali, tento Udaj nie je vel'mi
dobre meratel'ny asvelkou pravdepodobnostou
nezodpoveda skutoCnosti. Skutoéné mnozstvo
tychto Gvah je teda pravdepodobne vicsie.
Vynimku tvori jedna skupina, Vv ktorej bolo
odsledovanych az 12 pravdepodobnostnych tvah
v ramci jednej hry — 8 hodov kocky (Priloha K).
Bola to prave ta skupina, v ktorej sa nachadzali
podla slov ucitelky ziaci, ktori v matematike
nedosahuju vyborné vysledky. Toto si vykladame
tak, Ze slabsi ziaci potrebovali uvazovat’ nahlas a pri
pripadnom nespravnom uvazovani byt opraveni.

Matematicka terminoldgia, teda slovo minus sa
pocas hrania objavilo len v 2 skupinach, celkovo
7krat. Ziaci namiesto znamienok plus aminus
pouzivali slovad hore a dole na vyjadrenie smeru
posunu po hracom plane. Toto je v stlade s nami
zavedenou terminoldgiou v pravidlach. Hra ma
posobit’ propedeuticky, Cize pouzitie slova minus
nebolo zdmerom. Jeho pouZzivanie nemdze naznacit’
ni¢ o kvalite hry, ¢i spésobe zavedenia zapornych
gisel. Udaj bol pre nis akymsi lakmusovym
papierom, Ci ziaci spdjaja z vySkovych budov
zname ,,minus druhé podlazie s hrou, pohybmi
panacikom a hodmi kockami. V pripade opakovania
hry, by sme mohli zopakovat’ pravidla so spravnym
pouzitim slova minus a tu sledovat’ posun ziackeho
vyjadrovania.

Pocas hrania sa objavili aj chyby. Ich pocet vSak
nebol ani zdaleka taky velky, ako sme sa na
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zaCiatku obavali. Aby sme mohli pocty chyb medzi
skupinami, ale aj medzi prvou a druhou hrou
vramci jednej skupiny porovnavat, museli sme
pocet chyb previest’ na percenta. V tomto prevode
sme museli zohl'adnit’ ako aj pocet hodov kockami,
tak aj pocet hraCov. Vysledné percenta sme
zaokruhlili na 2 desatinné miesta. Chyby prevedené
na percentd sme pre prehladnost’ zapisali do
tabul’ky (priloha B).

Najvacsi percentualny pocet chyb bol 8,33 %
v II. OA triede v 1. skupine. Ttto skupinu tvorili len
chlapci a podla nasho ndzoru robili chyby skor
Z nepozornosti resp. Z nerozvaznosti ako
z nevedomosti. Druhy najvacsi pocet chyb bol v 1.
OB triede v 3. skupine, ato 7,29 %. Tato skupina
bola podla slov a skusenosti ucitelky v matematike
najslabsia. Niektoré skupiny neurobili chybu ani
raz. Pociatocnd hypotéza bola, Ze percentudlne
zastupenie chyb bude v2. hre vramci skupiny
klesat, tato hypotéza bola vyvratend iba v II. OA
v 1. skupine. V II. OB triede v 3. skupine nevieme
posudit’ vyvratenie naSej hypotézy, nakol’ko skupina
stihla v rdmci vyucovacej hodiny odohrat’ len jednu
hru. Pre vSeobecnejsi zaver o zlepSeni schopnosti
ziakov by bolo nutné¢ hru nechat’ hrat' hracov so
zaznamom viac ako dvakrat atiez odpozorovat
ovela viac skupin.

5.3.1 Odporucania na zmeny

Po zrealizovani a vyhodnoteni vysledkov testovania
sme zistili, ze ¢as potrebny na odohratie jednej hry
moze byt vel'mi variabilny. Pohybuje sa od 2 do 20
minut v zavislosti od konkrétneho Cisla a hadzanych
¢isel na kockach. Tento ¢asovy daj vSak nezahina
aj Cas potrebny na vysvetlenie pravidiel a pripadné
otazky zo strany ziakov. Preto si aj na vysvetlenie
pravidiel vyhradit’ urcity cas, odporuc¢ame 5 — 10
minat. Ked'Ze sa hra da odohrat’ v priebehu 2 minut,
odporic¢ame, aby ucitel vramci hodiny stanovil
presny Cas na hru, nie pocet hier v skupine.
V pripade, Ze by urcil kazdej skupinke hrat’, kym
niekto nevyhra, mohli by v triede vzniknit' casové
nezrovnalosti. Skupinky, ktoré by mali hru odohrati
za par minat by sa nudili, zatial’ ¢o in¢ skupiny by
nestihli odohrat' ani jednu hru. Povazujeme za
efektivnejSie napriklad stanovit, Ze hra sa bude hrat
20 minat. Zatial' ¢o skupinky, ktorym bude trvat’
dostat’ sa do ciela dlhSie odohraji jednu hru,
rychlejsie skupinky v uréenom case stihni odohrat
aj viacero hier. Takto zabezpecime, aby vSetci Ziaci
hodili asponl raz kockami a mali moznost' vyberu
¢iernej kocky.

V pripade, ze je uclitel vtriede sam, nie je
mozné, aby kontroloval detailne priebeh hry
v kazdej skupine. Z tohto doévodu je dolezité
vysvetlit pravidla tak, aby ich pochopili vSetci
ziaci, pripadne im poskytnat pravidla hry
v pisomnej podobe, aby do nich mohli kedykol'vek

nahliadnut’. Ukéazka hry je tiez ziaduca. Ucitel’ by sa
mal pocas hrania prechadzat’ po triede a chvil'u sa
zastavit’ pri kazdej skupine. Ak je v triede zdmerne
vytvorena nejaka skupina  slabSich  ziakov
z matematiky, tejto skupine by sa mal venovat
najviac. Na konci hodiny by mal zhodnotit’" pracu
vsetkych Ziakov. Velmi délezité je pochvalit' aj
menej matematicky zdatnych Zziakov a motivovat’
ich do dalSej prace. Zabavné hodiny matematiky
apochvala od ucitela za snahu, mézu vyraznym
sposobom ovplyvnit' ziakov vztah k hodinam
matematiky a v neposlednom rade aj zlepsit' jeho
Studijné vysledky.

Pocas testovania sme vSak zistili, Ze pocet
ziakov 4 — 6 je privysoky, odporu¢ame zmenit’
pocet ziakov na 2 — 4. Ziadne d’alsie veci, s ktorymi
sme na zaciatku neratali, sa neobjavili. Preto d’alSie
upravy hry nepovazujeme za nutné.

5.4 Spatna vazba

Po odohrati hry sme ziakom dali kratky dotaznik,
ktory pozostaval z 5 otazok. Chceli sme zistit’
predovSetkym to, i ziakov naSa hra bavila.
Prostrednictvom dotazniku sme sa tiez dozvedeli, ¢i
pre nich bolo tazké pochopit’ pravidld. Ziaci mali
moznost v dotazniku vyjadrit svoj nazor na
podobné  ,netradicné®  hodiny  matematiky.
Vysledky dotaznika sme spracovali do grafov. Cely
dotaznik je uvedeny v prilohe C. Takisto sme
poziadali pani ucitel’ku, aby par vetami zhodnotila
nami vytvorenu didaktickd hru.

5.41 Ziaci

Celkovo sa dotaznika zGcastnilo 48 Ziakov z dvoch
tried (II. OA a Il. OB) a odpovedali na 5 kratkych
otazok. Prvé dve otazky boli len demografického
charakteru ana vysledky vyuZitelnosti nemali
vplyv. Az tretia otdzka sa tykala samotného nazoru
na nami vytvoreni hru (graf ¢. 1). Az 29 ziakov
uviedlo, ze sa im hra pacila. 16 ziakom sa hra
celkom pacila alen 3 ziaci uviedli, Ze sa im hra
nepacila.

o Ano, patila sa mi. ™ Celkom sa mi patila. = Nie, nepatila sa mi.

Graf 1: Zastupenie jednotlivych odpovedi
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V dalsej otazke sme sa chceli zamerat na Odpoved” na posledni otdzku bola pre naSu
zistenie, C¢i ziaci mali problém s pochopenim  motivaciu pokratovat’ v spdsobe spristupiiovania

pravidiel alebo ich vysvetlenie bolo dostatoéné
a ziadny problém v pochopeni zo strany ziakov
nenastal (graf ¢. 2). Z dotaznika sme sa dozvedeli,
ze len 2 ziaci mali problém s pochopenim pravidiel
avobec im nerozumeli. 22 Zziakov uviedlo, Ze
pochopenie pravidiel pre nich bolo spociatku t'azké,
ale po par kolach uz vedeli, ako hrat. Presna
polovica opytanych, teda 24 ziakov uviedlo, Ze
pravidlam rozumeli hned’ od zaciatku. Na zaklade
pozorovani pozorovatelov uvedenych v kapitole
4.2.3 toto hodnotenie zodpoveda skutoc¢nosti. Ziaci
hrat’ zac¢inali ihned. Prvé dve kold prvych hier
v niektorych skupinach boli akoby overenim
pravidiel a nasledne uz hry mali rychly spad, ku
ktorému by bez pochopenia pravidiel nemohlo
dojst’. Overenie pravidiel na prvych dvoch kolach
vSak nemozno chapat’ ako neporozumenie. Skor ide
o neistotu z nového.

= Ano, vbec som nerozumel/a.
H Najprv som nerozumel/a, ale po par kolach uZ som rozumel/a.

Nie, rozumel/a som od zadiatku.

Graf 2: Zastupenie jednotlivych odpovedi

V poslednej otazke sme sa ziakov opytali, ¢i by
uvitali viac podobnych aktivit na hodinach
matematiky (graf ¢. 3). Odpoved bolo takmer
jednoznacna. Az 42 ziakov by podobnych aktivit
zaradilo do vyuCovania matematiky ovel'a CastejSie.
5 ziakov odpovedalo, ze je im to jedno a1l sa
vyjadril, Ze by podobné aktivity do matematiky
nezaradil.

M Ano. M le mito jedno. Nie.

Graf 3: Zastupenie jednotlivych odpovedi

vybranych tém uciva v ramci d’alsej — diplomove;j
prace rozhodujticou.

5.4.2 Ucitelka matematiky

O spdtnu  vizbu sme poprosili aj ucitelku
matematiky. Zaujimalo nas, o si 0 nami vytvorenej
didaktickej hre mysli ¢lovek, ktory ma viac ako 10-
rocnu prax vo vyucovani matematiky. Mgr. Denisa
Makytova sa vyjadrila: ,, Didakticka hra ,,Hori
bola po technickej aj grafickej stranke dobre
pripravena. Barbora ziakom jasne a zrozumitelne
vysvetlila pravidla hry, ktoré boli jednoznac¢ne dané,
pouzila nazorni ukazku atiez zodpovedala ich
otazky. Hra prebichala v sulade s tymito pravidlami,
kedy ziaci po dvoch kolach ovladali systém hry.
Usmerfiovanie pozorovatelmi bolo minimalne.
Ziakov hra zaujala, pravidla hry si osvojili, a tak
mohli taktizovat’ ako najrychlejSie dosiahnu
vitazstvo. Dokazom je aj to, Ze sa ziaci pytali, kde
si hru mézu zakupit'. Hra je vhodna ako tivod pred
preberanim pravidiel pre sucin celych ¢isel, ale dala
by sa pouzit’ aj pred samotnym tematickym celkom
,Celé Cisla®. Osobne by som vytvorila eSte dve hry:
na jednoduchy posun po poschodiach (pochopenie
samotnych kladnych a zapornych cisel), a na posun
po poschodiach s vyuzitim pravidiel pre scitanie
a od¢itanie celych ¢isel. Tym by sa dala pouzit
kazda hra pred konkrétnymi operaciami
scelymi c¢islami (Gvod, sCitanie a odCitanie,
sucin a podiel)®.

6 Zaver

K spracovaniu tejto témy nas viedla myslienka
nadviazat’ na prirodzenu tizbu deti po hre. Preto
sme hru preniesli do vyu€ovania, skryli sme do nej
konkrétne ucivo z matematiky (zaporné Ccisla)
a vytvorili tak didaktickua hru, ktora ziakom poméze
sosvojenim  zapornych  Cisel apriblizi  im
pracovanie s nimi.

Ziaci sa uz od prvého momentu zdali nadseni,
hra sa im nepochybne pacila. Este pred
vysvetl'ovanim pravidiel niektori z nich so z&ujmom
¢itali pravidla hry poloZené na stole, vyberali si
farbu panacika, ¢i si medzi sebou rozdelili kocky.
Po ustnom vysvetleni pravidiel padali zo strany
ziakov aj otazky, ktoré sme zodpovedali. Véacsina
znich, (ako aj sami uviedli v dotazniku) nemala
ziadny problém s pochopenim pravidiel a rozumeli
im od zaciatku. Samotné¢ hranie hry prebiehalo

v skupinkach. Kazda skupinka mala svojho
pozorovatela, ktory zapisoval priebeh hry
a kontroloval dodrZiavanie pravidiel. Atmosféra

v triede bola uvol'nena a radostna. Ziaci sa teSili, ak
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na kockach padli ¢isla, ktoré im zarugili vitazstvo
alebo naopak boli smutni, ak im takéto ¢isla
nepadli. S uréitostou moézeme povedat, Ze hra sa
ziakom pacila a bavilo ich hrat ju. Dokazom st
kladné odpovede Ziakov v dotazniku na otazku, ¢i
sa im hra pacila.

Pocas testovania sme sa zamerali hlavne na
pouzivanie slova minus. Nakolko tito ziaci sa vo
vyucovani matematiky so zapornymi cislami eSte
nestretli, nepouzivali slovo minus. Na vyjadrenie
smeru posunu po hracom plane pouzivali slova hore
adole. S pochopenim samotnych  pravidiel
nasobenia nemali ziadny problém, pri nasobeni ¢isel
z kociek s rovnakou farbou sa posunuli hore a pri
nasobeni cisel z roznofarebnych kociek sa posunuli
dole. Ciernu kocku si ziaci vyberali rozvazne. Vzdy
povedali, ¢i chcu aby Eierna kocka reprezentovala
¢ervenu alebo modru kocku na ziklade toho, akym
smerom chceli ist” a s ktorou kockou chceli nasobit’.
Pravdepodobnostné tvahy sme vyhodnotili ako zle
meratel'ny udaj, nakol’ko nie vSetci ziaci uvazovali
nahlas. Nami odsledované mnozstvo podla nasho
ndzoru nezodpoveda skuto¢nosti. Chybovost’
u ziakov bola ovela mensia ako sme ocakavali.
Pocet hodov sa pohyboval od 2 do 8 v zavislosti od
Cisla s poschodim poziaru a ¢isel hodenych na
kockach. Cisla s poschodim poziaru boli zamerne
volené tak, aby sa na nich nedalo dostat’ jednym
hodom kociek. Ak si ziaci na zadiatku hry
vyzrebovali Cislo s poschodim poziaru pomerne
malé, napr. 19, dalo sa na toto poschodie dostat’ 2
hodmi kockami (napr. 5.3 + 1.4 =19). V pripade
vyzrebovania Cisla 47, vieme toto poschodie
dosiahnut’ najmenej 3 hodmi kockami (napr. 5. 5 +
5.5+ 1.(-3) =47). V zavislosti na vyzrebovanom
Cisle sposchodim poziaru a cislach, ktoré na
kockdch padli, sa odvijal aj ¢as hry. Niektoré
skupinky (tie, ¢o vyzrebovali mensie ¢isla) mali hru
odohratdl za par minat, kym skupinkdm, ktoré si
vytiahli védcésie ¢islo hra trvala dlhsie. Na zaklade
tohto testovania sme stanovili ¢as hry na 2 — 20
mindt na jednu hru bez vysvetlenia pravidiel. Hra je
preto vhodnd na 45 mintatova vyucovaciu hodinu
a verime, Ze si najde svoje uplatnenie pri zavadzani
zapornych Cisel ako aj pri osvojovani si pravidiel
nasobenia.

NadSené tvare ziakov a hlavne chut’ do hry je pre
nas motivaciou do d’alsej préce, kedy by sme chceli
pokracovat’ v spristuptiovani tejto témy ale aj
mnohych d’alich hravym spésobom. V budicnosti
by tato praca mohla byt rozsirend o d’alSie verzie
hry Hori!, napriklad jednoduchsie verzie hry (bez
nasobenia, len s jednoduchym posunom po hracom
plane) pre mladsich Ziakov, 0 vytvorenie
pracovnych listov ktejto hre alebo o dalsie hry
s tematikou zépornych ¢isel.
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Abstrakt

V predkladanom prispevku sa zameriavame
na vyuzitie vzdelavacieho modelu 5E pri vyuCovani
matematiky. BlizSie predstavime model S5SE
ajeho pat’ faz: zapojenie, skiimanie, vysvetlenie,
rozsirenie a vyhodnotenie. S vyuzitim tohto modelu
sme navrhli dve vyucovacie hodiny pre triedy
2. stupna zakladnej Skoly. Model 5E je zalozeny
na konstruktivistickom principe a jeho zakladom je
skiimanie. Ziaci sa na hodinach zabavia a zarovei
objavuju nové vedomosti. Navrhnuté ulohy sme
spracovali do metodiky pre ucitelov. Na zaklade
realizacie vytvorenej metodiky v dvoch triedach na
zakladnej Skole a konzultacie s ucitelkou
matematiky sme metodiku upravili. Vytvorena
metodika slazi ako pomocka pre ucitelov,
ktori cheu u Ziakov prebudzat’ zdujem o matematiku
alebo iba ozivit hodiny matematiky.

KPuéové slova: model 5E, konstruktivizmus,
motivacia, skimanie, vysvetlenie, rozpracovanie,
hodnotenie

1 Uvod

V poslednych rokoch sa v Skolstve zddraziiuje
vyznam konstruktivistického pristupu
k vyuovaniu. Na rozdiel od tradiéného
transmisivneho  pristupu je  konStruktivisticky
pristup viac zamerany na aktivitu ziakov, ktori
vlastnym skiimanim a experimentovanim objavuju
nové poznatky. Vyuzivaji pri tom svoje prvotné
skusenosti a vedomosti. Svoje objavy zddvodiuju
a vyvodzuji zavery. Ked’Zze vedomosti su viazané
na ich vlastnu skusenost’, vedomosti su trvacnejsie,
¢im sa takéto vyucCovanie javi ako vyhodnejSie.
V konstruktivizme vSak vieme najst’ rozne modely,
ktoré ulahcuju pracu ucitel'ovi a aj ziakovi. My sme
sa orientovali prave na jeden z tychto modelov a to
na model 5E.

Tento model bol vytvoreny v ramci
badatel'sky orientovaného vyucovania, vyuzivané¢ho
najmd v prirodnych vedach. My sme spominany
model vyuzili v matematike, kde sme si vybrali dve
témy z u¢iva ZS a navrhli sekvenciu uloh pre dany

majkamih@gmail.com
* slavickova@fmph.uniba.sk

roénik. Navrhnuté sekvencie sme spracovali
do metodiky ana zaklade vyuky sme vytvorili
metodiku pre ucitelov. Cielom naSej prace bolo
vytvorenie metodiky pre ucitelov, ktord by
ucitelom pomohla vyucovanie ozivit pripadne
priniest’ na hodiny matematiky nieco nové. Zaroven
sme chceli model 5E vyuzit v matematike a tym
podnietitt aj inych wucitelov  k vyuzivaniu
tohto modelu.

2 Badatel'sky orientované

vyucovanie
Badanie je  mnohostrannd  Cinnost,
ktora zahfia  pozorovanie, kladenie  otazok,

skimanie réznych zdrojov informadcii, planovanie
badania, preskimanie uz znamych objavov na
zaklade experimentalnych dokazov, pouzitim
nastrojov na zber, analyzu a interpretaciu dat,
navrhovanie odpovedi, vysvetleni a predpovedi
a prezentovanie vysledkov. [NRC, 1996]

Na termin badanie méZeme pozerat’ z troch
hladisk [Minner et al., 2010]:

e zpohladu vedy - Cinnosti
prostrednictvom vedeckych met6d

e zpohladu Studenta — aktivne badanie
prostrednictvom premyslania

e zpohladu wucitela —  badanie
pedagogicky pristup

Badatel'sky orientované vyucovanie sa
vyrazne li$i od tradiénych metod. Zameriava sa na
konstruktivistické principy. Zdoraziuje dolezitost
ucenia sa vede atym hlbSiemu pochopeniu
a aplikovaniu réznych vedeckych metod. Aby sa
ulah¢ila praca ucitelovi, badatel'sky orientované
vyuCovanie sa vyvija. Vramci rozvijania bolo
vytvorenych  niekol’ko  vzdeldavacich  cyklov.
Vzdelavacie cykly rozdel'uju instrukcie
do niekol’kych faz, zalozené na zaklade stanovenia
metod, v stlade s tedriami o uceni sa jednotlivcov aj
konstruktivistickymi principmi.

Vzdelavaci cyklus moze viest k lepSiemu
zachovaniu vedeckych koncepcii, vysSie uspechy
vo vede, vynikajuce procesné zrucnosti, zlepsené
postoje k vzdelavaniu v oblasti vedy a vedeckému

skiimania

ako
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vzdelavaniu samotnému a zlepSené argumentacné
schopnosti. [Duran and Duran, 2004]

Pouzitie vzdelavacich cyklov zdoraziuje
vysvetlenie a skimanie javov, pomocou doékazov
aargumentov ziaci vyvodzuji zavery. Velmi
dolezitou je experimentalna cast’, v ktorej sa Ziaci
ucia vedeckej Cinnosti.

»~Ak ucime badatel'skym sposobom, so
ziakmi  realizujeme aktivity, prostrednictvom
ktorych si Ziaci osvojujii poznatky a porozumenie
vedeckych idei, priCom postupuji podobnym
sposobom ako vedec vo svojej praci.” [Kires et al.,
2016]

3 Model 5E

Model 5SE je vzdelavaci cyklus, ktory
vytvorili v polovici 80-tych rokov. Tento model je
zalozeny na kognitivnej psycholdgii, teorii
konstruktivistického ucenia a osvedcenych
postupov vo vyucovani. [Duran and Duran, 2004]

Bybee [1997] deklaruje, Ze s pouzitim tohto
pristupu  Studenti  redefinuju,  reorganizujq,
prepracovavaji a menia svoje pociatocné koncepty
prostrednictvom  sebareflexie a  vzdjomného
pdsobenia so svojimi rovesnikmi a ich prostredim.
Ziaci interpretuju objekty z hladiska ich sucasnej
koncepcie pochopenia.

Tento model zahina 5 faz: zapojenie,
skimanie, vysvetlenie, rozpracovanie a hodnotenie.

Jednotlivé fazy na seba pdsobia.

Zapojenie
Skumanie

A

\ 4

/ A
\ Vysvetlenie /

Rozpracovanie Hodnotenie
Obrazok 1: 5E model [Duran and Duran, 2004]

Bybee [Bybee et al., 2006] a Duran [Duran
and Duran, 2004] popisuji jednotlivé fazy
nasledovne:

3.1 Zapojenie

Ucitel' predklada ziakom tulohu, pri ktorej
definuju problém. Ziaci sa zameriavaju na tato
ulohu a spajajt si ju s prvotnymi vedomosti. Ucitel’
sa snazi zhodnotit  predchadzajice vedomosti
a skasenosti,  pripadne identifikovat  urcité
miskoncepcie. Po ukonceni tejto faze by mali vSetci
ziaci v triede mat’ spolo¢né skiisenosti a vedomosti,
na ktorych sa formuju nové koncepty v dalSich
fazach.

Predovsetkym je vsak tato faza zamerana
na vnutorni motivaciu. Tato faza by mala u ziakov

vyvolavat’ zvedavost' atizbu dozvediet sa viac
0 danej téme.

3.2 Skumanie

Tato faza je zaloZzena na prieskumnych
aktivitach, ktoré vykonavaju ziaci. Cielom tychto
aktivit je ziskanie skusenosti a vedomosti, ktoré
ziaci neskor vyuziju na formalne vytvorenie
vedomosti. Zarovei sa ziaci ucia vedeckej ¢innosti.
Preto by tato aktivita mala byt pre ziakov
uchopitelna. V ramci tejto aktivity Ziaci skimaji
urCity predmet, jav, situdciu. UCcitel nediktuje
postup skimania, Ziaci pracuji samostatne,
pripadne v skupinach. UCcitel podsobi iba ako
facilitator, ktory ich usmeriiuje pracu ziakov, ale
nechava im cCas aj priestor preskumat’ predmety,
javy asitudcie na zaklad vlastnych myslienok
a postupov.

3.3 Vysvetlenie

Tato fazu vieme rozdelit na dve Casti.
V prvej Casti ziaci podavaju vlastné vysvetlenia,
ktoré odvodili na zaklade zapojenia a skimania.
Prezentuji takym spOsobom svoje pochopenie.
Ziaci svoje vysvetlenia prediskutuji a kladu otazky
o0 predmetoch, javoch a situaciach, ktoré skumali.
Tym ziskavaju novy pohlad skumané objekty.
Svoje prvotné vedomosti tak transformuju
do novych situacii.

V druhej Casti ucitel pomaha ziakom svoje
vysvetlenie a myslienky formalne vyjadrit, zavadza
pojmy, definicie. Ucitel' tiez médze v tejto faze
odstranit’ miskoncepcie, ktoré objavil v prvej faze.

3.4 Rozpracovanie

Aktivity v tejto faze by mali vyuzivat’ nové
chapanie pojmov anové zruénosti. Ziaci navrhuji
nové experimenty, modely, rozvijaji ich a rozsiruju.
Cielom tejto faze je =zovSeobecnenie novych
pojmov a konceptov, aby ich Ziaci zvladali vyuZzivat
vnovych situdciach alebo dokonca Vnovych
disciplinach.

3.5 Hodnotenie

Féza hodnotenia mdze obsahovat’ formalne
hodnotenie ako je napriklad hodnotenie vykonnosti,
modelov, dennikov, ... V prvom rade by vSak malo
obsahovat’ neformalne hodnotenie. Ziaci by mali
zhodnotit’ svoje porozumenie. Okrem toho by mali
ziskat' spéatni védzbu ich vysvetleni. Neformalne
hodnotenie sa modze vyskytovat pocas celej
sekvencie modelu SE. Ucitel' tiez méze vyuzit
sebahodnotenie  ziakov alebo ich vzajomné
hodnotenie.
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4 Navrh a realizacia vyu€ovacej
sekvencie na dané témy

Z tém nachéadzajucich v SVP sme si vybrali
dve témy, ktoré sme spracovali do vyucovacej
sekvencie pricom sme vyuzili model SE. Dané
navrhy sme overili na zakladnej Skole. Na zaklade
vyucby sme popisali priebeh a vyhody a nevyhody
niektorych ¢asti navrhnutej sekvencie.

4.1 Zakladné vlastnosti geometrickych

telies
SVP: Ihlan, valec, kuzel, gul’a, ich objem a povrch
Vykonovy Standard:
e Opisat ihlan, valec, kuzel agulu

a pomenovat’ ich zakladné prvky
e  Urcit pocet hran, stien, vrcholov ihlana
Pozadované vedomosti/zruénosti:
e Vlastnosti Stvorca, obdlZznika, trojuholnika
e VypoCet obsahu aobvodu Stvorca,
obdiznika, trojuholnika
Vlastnosti kruhu
Vypocet obsahu a obvodu kruhu
Vlastnosti kocky
Vypocet povrchu a objemu kruhu
Co je objem a povrch
Vystupna vedomost’:
e Urcit vlastnosti
kuzela a gule
e Urcit vypocet povrchu aobjemu kvadra,
ihlana, valca, kuzela a gule
Ro¢nik: 9.

Tému Zakladné vlastnosti geometrickych
utvarov sme oducili v Kvarte A. Ich pubertalny vek
sa odzrkadloval na reakciach. Trieda nebola
zvyknuta na konstruktivisticki pristup a preto bola
hlucnejsia aroztrzitejSia ako zvycajne na inych
hodinach. Ziaci boli $ikovni, z vyberovej triedy,
preto im niektoré aktivity trvali kratSie. V beznej
triede, v ktorej sa nachadza aj niekolko slab$ich
ziakov, by niektoré aktivity trvali dlhSie.

Na zapojenie do témy sme vyuZili obrazok
kocky na tabuli. Pomocou obrazka kocky sme si
frontdlne vo forme diskusie zopakovali pojmy
vrchol, hrana, stena, uhlopriecka, podstava,
mnohosten, sumernost’. TieZ sme si tieto konkrétne
Casti ukazali na kocke. Motivacna Cast’ nam trvala
odhadovany ¢as 5 minut.

Na proces skumania sme vyuzili
didaktickd hru. Ziaci sedeli v kruhu na stoli¢kach.
Kazdeé diet’a si vyzrebovalo karticku
s geometrickym tutvarom (obrazok, pouzivaju ho
pre lepSiu predstavivost). (Stvorboky ihlan, valec,
kuzel, gula, kvader). Ucitel' stal v strede kruhu
a zreboval z pripravenych karti¢iek s vlastnostami
geometrickych tvarov. Kazdy ziak pocuval
jednotlivé vlastnosti a ked vlastnost’ platila pre jeho
dany geometricky utvar, posunul sa o stolicku

kvadra, ihlana, wvalca,

doprava. Ak na tej stolicke niekto sedel, zostaval
sediet na kolenach. Posuval sa vzdy iba ziak,
na ktorom nikto nesedel. Hru vyhral Ziak, ktory sa
prvy dostal na svoje miesto asedel na fiom
samostatne. (Nikto nesedel jemu na kolenach
a nikomu na kolenach nesedel.)

V Kvarte A bolo 28 ziakov a preto sme sa
rozhodli hru urychlit. Kazdé kolo sme hadzali
kockou. Cislo, ktoré padlo na kocke bolo aj poétom
stoliciek o ktoré sa Zziaci dané kolo postvali
doprava. Aby bola hra zaujimavejSia, ak padlo
na kocke cislo 6, ziak sa posuval o jednu stolicku
dolava. Pre lepSiu motivaciu je vyhercovi slubit
vyhru. Napriklad plusové body alebo cukrik.

Aktivita bola organizacne aj priestorovo
naro¢na. Usadit’ 28 Ziakov do kruhu v malej triede
nie je jednoduché. Vyriesili sme to takym
sposobom, ze ziaci zkrajnych dvoch radov si
posadali do uliciek vedla lavic a stredny rad
vytvorit okraje sploSteného kruhu pri tabuli
a zalavicami. Je dolezité upozornit' ziakov, aby
sa prestvali v tichosti.

V naSom pripade vytvorenie kruhu bolo
dost’” hluéné a po vytvoreni kruhu sa ziaci spolu
rozpravali. Myslime si, Ze to mdze byt sposobené
zaujimavym sposobom vyucovania v danej triede,
ked’ je aktivita pocas hodiny hlavne na ucitelovi
a nie na ziakovi. Preto je dblezité, aby ucitel’ pocital
Vv takychto pripadoch s vyS$im hlukom
a roztrzitostou ziakov.

Dalsim problémom bol pubertilny vek
ziakov. Niektori si nechceli sadnit na kolend
spoluziakovi. Tento problém vieme vyriesit tak,
ze ziaci nebud( sediet’ na stoliGkach, ale iba
pred stolickou stat. Potom namiesto toho, aby si
ziak sadol na  kolena  spoluziakovi sa
pred spoluziaka iba postavi. Posuva sa iba ten Ziak,
ktory prisiel najneskor, ¢ize je uplne vpredu.

Na tato aktivitu sme odhadovali cas
15 mintt. Reédlny ¢as bol priblizne 30 minut. Aby
sme nemuseli Cast’ vysvetlenia rozdelit' na zaver
prvej a zaciatok druhej hodiny, je vyhodnejsie Cast
skimania predlzit do konca prvej vyucovacej
hodiny ana druhej vyuCovacej hodine moézeme
zacat’ ¢astou vysvetlenia.

Aby mala aktivita nejaky vyznam,
na vysvetlenie si ziaci vytvoria tabulku. Do tabul’ky
vpisovali  postupne vlastnosti, ktoré platili
pre jednotlivé utvary.

Vyucujica nakreslila tabulku na tabulu
a vypisovali sme jednotlivé vlastnosti do nej spolu
so ziakmi, ktori si vypisovali vlastnosti v zoSitoch.
Na vypisovanie vlastnosti je vhodné, ak si ucitel’
najde nejaky systém, pretoze inak l'ahko nejaku
spomenutil  vlastnost  zabudneme  vysvetlit.
Napriklad wuréitd vlastnost’ ur¢ime v rovhakom
riadku tabulky pre vSetky utvary (pocet hran, pocet
stien, tvar podstavy, podet osi simernosti, ...). Ziaci
si k niektorym ¢astiam tabul’ky doplnili aj obrazky.
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Voprvom riadku tabulky si Ziaci nakreslili
jednotlivé  utvary. Tiez si nakreslili siete
jednotlivych utvarov a na nacrtkoch si naznacili osi
sumernosti jednotlivych Gtvarov. Odhadovany Cas
10 minut sa predizil o 10 minit.
V rozpracovani mali ziaci skusit’ odvodit’
vzorce pre vypocet objemu a povrchu jednotlivych
utvarov. Vypocet pre objem a povrch kvadra uz
poznali, preto stacilo, ked’ ho do tabul’ky iba vpisali.
Vypocet pre objem apovrch gule si ziaci
na zakladnej Skole neodvadzaju, preto sme ich
od nich nevyzadovali. Tieto odvodenia sa robia az
na strednej Skole. Ak chceme vzorce spomenut
alebo sa ziaci na tieto vzorce pytaji, méZzeme im
tieto vzorce povedat snaznakom odvodenia.
Vseobecny vzorec na vypocet objemu ihlana
akuzela treba ziakom pomoct odhalit’ volbou
vhodnych pomécok. (V ==5, - v, kde 5, je obsah
podstavy a v je vySka utvaru) AK md ucitel
k dispozicii vhodné modely, vie im 3 vo vzorci
ukazat' prelievanim vody z kuzela do valca, ¢im
odhali prave trojnasobok objemu kuzela vo valci.
Obe telesa srovnakou podstavou a vyskou.
K vypoctu povrchov im moézu pomdct nacrtky
jednotlivych sieti. Ziaci sa budii objemom
apovrchom jednotlivych utvarom budi venovat
eSte neskor vosnove, preto nie je potrebné,
aby nutne odvodili vsetky vzorce. Tato tloha trvala
ziakom odhadovanych 15 minut.
V hodnoteni mali ziaci na zaklade opisu
uréit oaky geometricky ttvar ide. Uloha bola
jednoduché a ziaci ju bez problémov zvladli.
Odhadovany a zérove redlny ¢as bol 5 minut.
Uloha 2: Na zéklade opisu uréi o aky
geometricky tvar sa jedna:
1. nema vrcholy, nema hrany, vieme nakreslit’
siet, vznikd rotovanim obdiZnika okolo
jednej jeho osi
ma iba jednu podstavu, nema steny
ma iba jednu podstavu, podstava moze mat’
rozne rovinné Utvary, ma 5 vrcholov
4. protilahlé steny si rovnobezné, ma stred
sumernosti, kazdé 2 hrany zvieraji pravé
uhly

5. nemé vrcholy, nema hrany, nema steny,
vznika rotovanim kruhu

wiN

Namety na pokracovanie na d’alSej vyucovacej
hodine na overenie pochopenia uciva:
Riesenie uloh na vypocet povrchu a objemu
ihlana, kuzel’a, valca a gule, napr.:
e Vypocitaj objem kuzela, ktory je vysoky
12 cm a priemer postavy je 13 cm
e Vypocitaj povrch valca, ktory je rovnako
vysoky ako kocka sobjemom 8 cm?
a priemer podstavy je 4 cm.
e Vypocitaj objem trojbokého ihlana, ktorého
podstava ma obsah 12 cm2 a vyska je 6 cm.

4.2 Pytagorova veta

Téma: Pytagorova veta
SVP: Pytagorova veta
Vykonovy Standard:
e Formuléciu Pytagorovej vety a jej vyznam
e Zapisat Pytagorovu v pravouhlom
trojuholniku  ABC s pravym uhlom pri
vrchole C vztahom ¢? = a’ + b? ale aj
vztahom pri inom oznaceni stran
pravouhlého trojuholnika
e Vyjadrit' azapisat zo zakladného vztahu
Pytagorovej vety obsah Stvorca nad
odvesnami, podobne aj pri inom oznaceni
trojuholnika
PoZadované vedomosti/zruc¢nosti:
e Mocniny a odmocniny
e Obsah trojuholnika a Stvorca
e Vlastnosti jednotlivych typov trojuholnikov
Vystupna vedomost’:
e Formulécia Pytagorovej vety
e VypocCet odvesien pomocou Pytagorovej
vety
Roc¢nik: 9.

Tému Pytagorova veta sme oducili v Tercii
A a VIIL.A. Triedy boli odlisné a aj vyucba v nich
prebichala odlisne. Tercia A bola vyberova trieda,
ziaci boli vel'mi Sikovni a ked’ze vacSina z nich riesi
matematicki olympiadu. Pytagorovu vetu poznali
prave z matematickej olympiady. VIII. A bola tiez
Sikovnd, ale vedeli menej uciva navyse a bolo tam
aj niekolko slabsich ziakov. Najskor sme oducili
vyu€ovaciu hodinu v Tercii A., kde sme sa zamerali
na aktivitu ajej prevedenie, v VIII. A sme sa
zamerali uz aj na poznamky Zziakov, ktoré
v predchadzajicej triede absentovali. Tuto chybnu
Cast’ sme upravili aj v metodike pre ucitel’'ov, ktora
sa nachadza v prilohe.

Na motivaciu ziaci dostali ilohu narysovat’
a vystrihnit' niekol’ko geometrickych utvarov.
Na zaklade skusenosti z testovania odporacame,
aby si kazdy ziak rysoval a vystrihoval svoje
geometrické ttvary. Utvary sme vystrihovali
z farebného papiera, ¢im sme lepSie rozliSili
jednotlivé utvary. Rovnaké tutvary boli rovnakej
farby. Neskor si ich mohli nalepit’ do zoSitov. Tiez
je dolezité, aby si Ziaci zadanie zapisali do zoSitov,
aby si neskor vedeli spomenut’, ¢o na hodine robili.

Uloha 1: Narysuj 4 trojuholniky ABC, kde
a=3cm,b=4cm,y =90° . Narysujte 3 Stvorce
so stranami m,n,o0 , ked m=an=hb,0 =c.
Utvary vystrihnite a pomenujte strany.

Cast’ zapojenia pokracovala diskusiou, kedy
sme si so ziakmi  zopakovali  vSetko,
¢o o trojuholniku vieme. Ucitel' riadil diskusiu
pomocnymi otazkami. Napriklad: Aky obsah ma
trowholmk" Aké typy trojuholnikov rozllsujeme’?
Co vieme povedat o vyskach? Co je odvesna
a prepona? Diskusiu sme ukoncili tym, ¢o vieme
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povedat’ o trojuholniku, ktory sme
(pravouhly, 3 strany, 3
V,=bV, =as=6cm?..)
Niektori ziaci mali vyrazny problém
jednotlivé  trojuholniky  spravne  narysovat.
NajcastejSou chybou bolo, ze obe odvesny mali
rovnaky rozmer. Z tohto dovodu sa odhadovany ¢as
predizil z 15 minat na priblizne 25 minut. Pre asté
chyby, ktoré ziaci robili je preto lepsie, ked si
jednotlivé  utvary  ziaci  samostatne  rysuju
avystrihuju, ¢im  zlepSuji  svoje  zru¢nosti
v rysovani. Ak chce ucitel’ tento Cas uSetrit, mdze

vystrihli.
vrcholy,

nechat’ ziakov, narysovat a vystrihnut' utvary
na domacu tlohu.
V Tercii sme  vyskasali  vystrihovat

jednotlivé  geometrické ttvary vo dvojiciach.
Niektoré dvojice poctivo pracovali, ale v niektorych
dvojiciach pracoval iba jeden. Preto tento variant
neodporiame. Vystrihnuté Utvary po aktivite uz
nevyuzivali, ¢im sa im aktivita zdala zbyto¢na.
V VIIL A si kazdy ziak vystrihol svoje geometrické
utvary a neskor si ich nalepil do zoSita pri definicii
Pytagorovej vety, ¢im ich znova vyuzil.

V casti  skimania  sme  pracovali
s vystrihnutymi geometrickymi atvarmi. Ziaci mali
vystrihnuté 4 trojuholniky s danymi rozmermi a 3
Stvorce, ktoré sme pomenovali M (strana m),
N (strana m) a O (strana @). Na Ulohu 2 si Ziaci
zobrali 4 trojuholniky a Stvorec O amali znich
poskladat’ Stvorec. Na zjednodusSenie rieSenia bolo
dobré, ak si ziaci pismenkami popisali strany
v8etkych vystrihnutych geometricky ttvarov.

Uloha 2: Z trojuholnikov a najvécsieho
Stvorca poskladajte Stvorec pouzitim vsetkych
danych geometrickych utvarov, tak, aby sa utvary
neprekryvali.

Obrazok 2: Utvar U;

Ked Ziaci poskladali uatvar Ui, ucitel
polozil Ziakom 3 otdzky. Ziaci pomocou nich prisli
na vztah 5, =(a+b)-(a+b)=(a+b) a
diZka strany $tvorca je (a + b).

Pomocné otazky:

e Preco je vas utvar U; Stvorcom? (ma pravé
uhly, vSetky strany st zhodné)

AKk4 je dlzka strany Stvorca U;? (a + b)

AKkY je obsah $tvorca U;? ((a+ b)?)

Na dalsiu ulohu ziaci potrebovali opit’ 4
trojuholniky a $tvorce M a N. Zadanie ulohy bolo
rovnaké, poskladat’ pouzitim vSetkych danych
utvarov Stvorec. Ked ziaci utvar U, poskladali,
ucitel opdt polozil rovnaké tri otazky ako
pri predchadzajiicej tlohe a Ziaci odvodili vztahy
S, =(a+b)-(a+b)=(a+b) a dizka strany
Stvorca Uz je (a + b).

Uloha 3: Z trojuholnikov a dvoch mensSich
Stvorcov poskladajte Stvorec pouZzitim vsetkych
danych geometrickych utvarov, tak aby sa utvary

neprekryvali.

Obrazok 3: Utvar Uz

Pomocné otazky:

e Preco je vas utvar U, §tvorcom? (ma pravé

uhly, vSetky strany st zhodné)

e Aka je dlzka strany Stvorca Ux? (a + b)

e Aky je obsah §tvorca Us? ((a+ b)?)

Ziaci si vytvorené utvary nacrtli do zogitov.
Do zositov zapiSu objavené vztahy v utvaroch U,
a U,. V Tercii A. sme si tieto nacrtky nerobili, ale
po oduceni danej témy sme videli, Ze pozndmky
ziakov st slabé. Aby si ziaci osvojili prezentované
vedomosti, potrebuju sa vratit’ k poznamkam, ktoré
im pripoment ¢o robili na vyucovacich hodinach
a aké vedomosti na nich ziskali. Z tohto dévodu
sme metodiku upravili apridali casti, ktoré
zabezpecia ziakom kvalitné poznamky.

Pre ziakov nebolo narocné utvary U; a Us
poskladat.  Tieto  ulohy  wvyrieSili  rychlo
abez problémov. Ulohou 4 bolo porovnanie
niekol’kych geometrickych utvarov.

Uloha 4: Porovnaj obsahy §tvorcov:

e Uivs.Us (51 = 57)
e Ovs.MaN

Ked ziaci porovnali obsahy S$tvorcov U,
a U, zistili, ze obsahy sa rovnaju. Na zaklade
utvarov U; aU, dalej vyvodzovali, Zze obsahy
Stvorcov boli Vo vztahu
5,=5,+5,=c*=a’*+b*> Skimanie sme
odhadovali na 10 mintt, realny cas bol priblizne
15 minaut.
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Ako vysvetlenie sme ziaci skusili
sformulovat’ znenie Pytagorovej vety. Do zoSitov si
nasledne napisali slovné znenie Pytagorovej vety a
vzorec na vypocet. Tiez si do zoSitov nalepili uz
vystrihnuté geometrické utvary v tvare, o akom
hovori definicia Pytagorovej vety.

Definicia: Obsah $tvorca zostrojeného
nad preponou pravouhlého trojuholnika sa rovna
suctu obsahov Stvorcov zostrojenych nad jeho

Obrazok 5: Grafické vyjadrenie Pytagorovej vety
odvesnami.

Ziakom sme polozili dopliujucu otdzku.
Platil by vztah ¢* = a’> + b% keby bol trojuholnik
rovnoramenny?/  rovnostranny?/  réznostranny/
tupouhly/ ostrouhly? Ziaci svoje odpovede
zdovodiovali. (Preco to pri jednom konkrétnom
trojuholniku plati, resp. preco to neplati.). Ak by si
ziaci neboli isti svojou odpovedou, mozu si
vyskiSat’ namiesto pravouhlych trojuholnikov
vystrihnit’ ostrouhlé alebo tupouhlé a postup nasho
skimania zopakovat’. Iné typy trojuholnikov mézu
ziaci sktsat’ aj na doméacu tlohu. Ked’ uz sme vedeli
znenie Pytagorovej vety, vedeli sme dopocitat
pomocou nej aj stranu ¢ vnaSom vystrihnutom
trojuholniku. Spravnost’ sme overili aj odmeranim
danej strany. Na vysvetlenie sme vyhradili cas
10 minut, realny cas bol 15 mintt.

V rozpracovani dostali Zziaci zadanie,
v ktorom mali zadanl preponu ajednu odvesnu.
Riesenim bolo vypocitanie druhej odvesny. Ked
tlohu vyriesili, spolotne sme odvodili vSeobecny
vzorec na vypocet odvesny. Uloha bola
bezproblémova, ziaci ju vyrieSili samostatne
arychlo. Odhadovany cas 10 minat bol aj
skutocnym casom.

Uloha 5: Je dany trojuholnik ABC, kde je
dana strana ¢ = 10 cm, a = 6 cm a pri vrchole C je
pravy uhol. Aka dizku mé strana b? Skuste odvodit’
vSeobecny vzorec na vypocet odvesny.

V hodnoteni Ziaci riesili Glohu, v ktorej
pouzili vypocet Pytagorovej vety. Uloha bola
zasadena do bezného zivota. Vyriesit' tlohu ziakom
trvalo odhadovanych 5 minnt.

Uloha 6: Zuzka ma za domom dvor tvaru
obdiznika s rozmermi 6,5 m a 1,9 m. Popri dome
vedie krat$ia strana obdiznika. Zuzka sa rozhodla
urobit’ chodnik popri dome apotom chodnik
uhloprieéne cez dvor. Aky dlhy bude chodnik?

1,9 Dom

6,5
Obrazok 4: Nakres dvora

Namety na pokracovanie na d’alSej vyucovacej
hodine na overenie pochopenia uciva:

Riesenie uloh na vypocet prepony pomocou
Pytagorovej vety napr.:

e Rodina Nestastnych prisla pocas silngj
burky o strechu rovnako ako polovica
dediny. Otec rodiny sa rozhodol strechu
opravit. Dom ma S§tvorcové priecelie a je
siroky 6,2 m. Otec chce, aby najvyssi bod
na streche bol 4,8 m nad domom. Aké dlhé
budu tramy, ktoré idu od vrcholu strechy ku
okraju budovy. Strecha je robend na stred.

e Chceme si postavit na dvore Smyklavku
a mame dve moznosti. P6jde 2 m od rebrika
avysokd bude 1,30 m alebo podjde
od rebrika iba 1,80 m a2 m do vysky.
Ktora moznost’ si vyberieme, ak chceme,
aby bola Smyklavka ¢o najdlhsia?

5 Zaver

V ramci naSej prace sme vytvorili metodiku
pre ucitelov, ktora zjednodusuje a ozivuje ich
pracu. Praca zaroven podnecuje ucitelov zaujimat
sa o model 5E a vyuzivat’ ho v praxi. Vybrali dve
témy zuliva ZS: Pytagorova veta a Zakladné
vlastnosti geometrickych telies, kde sme vytvorili
ulohy pre jednotlivé fazy modelu SE. Navrhnuté
sekvencie uloh sme overili vpraxi v Tercii
a Kvarte. Ulohy u ziakov vzbudili zdujem a aktivne
sa zapdjali do vyucovacich hodin. Specialne ich
lakali aktivity z Casti skimania, kde sa ucili pocas
hry. Na =ziklade tejto vyucby sme vytvorili
metodiku, ktord obsahuje navrhnuté sekvencie
spracované do modelu SE. Do tpravy sme zahrnuli
aj pripomienky a postrehy niekol’kych ucitelov
z praxe, aby bola zrozumitelnd najmi pre nich.
Verime, ze model 5E sa zafne viac vyuZzivat aj
v matematike aaj tato metodika bude ucitelom
napomocna.
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Abstrakt

V prispevku sa budeme venovat pojmu kritické
myslenie a pokusime sa tento posledni dobu casto

spominany pojem vysvetlit. V druhej casti
prispevku  prinesieme  vysledky  niekolkych
pozorovani ucitel’ky matematiky priCom sa
zameriame na miesta vhodné na rozvijanie

kritického myslenia. Tymito miestami, ktoré sme
pocas pozorovani identifikovali, sa budeme Vv
d’alsom vyskume podrobnejsie zaoberat a budeme
okrem iné¢ho skimat ich suvis s jednotlivymi

vlastnostami  kritického myslenia, ako ich
opisujeme v nasej praci.
KPacové slova: Kritické myslenie, hodiny

matematiky, pozorovanie.

1 Kritické myslenie

Poslednu dobu sa verejnost’ viacej zameriava na
rozsirovanie povedomia o kritickom mysleni a
potrebe jeho rozvijania. Dokazom je aj vznik
Akadémie kritického myslenia, ktora sa zameriava
na rozvijanie kritického myslenia a argumentacie
manazérov a 'udi pdsobiacich v biznise.

»NajdolezitejSou Crtou kritického myslenia je
snaha o pochopenie akejkol'vek informacie v co
ma mysel vytrénovanu tak, ze pri akomkol'vek
tvrdeni, argumente, Studii ¢i ¢lanku pozera pod
povrch. Skima motivy a kvalifikaciu autorov,
logicka  stdrznost  prezentovanych  tvrdeni,
doveryhodnost’ pouzitych dokazov, poctivost vo
vyvodzovani dosledkov ¢i  vernost vedeckej
metodoldgii. Chape, Ze na jednu vec sa da pozerat’ z
r6znych uhlov pohl'adu a miesto toho, aby si z nich
vybral jeden konkrétny a ostatné zavrhol, snazi sa
ich pochopit’ viacero.“ [Akademia, 2016].

Z toho vyplyva, ze na predmetoch ako slovensky
jazyk, cudzie jazyky, geografia, dejepis Ci
obcianska ndauka, teda predmety, kde sa pracuje s
informaciami, su podmienky na rozvijanie
kritického myslenia optimalne. Napln a charakter
tychto predmetov poskytuje vela prilezitosti na
rozvijanie kritického myslenia. V matematike ci
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inych prirodovednych predmetoch sa podmienky na
rozvijanie kritického myslenia vytvaraju tazsie.
Praca s informaciami je tu menej zastipena, pretoze
sa tu pracuje vo vacsej miere s faktami.

Pre kritické myslenie st charakteristické vyssie
myslienkové procesy ako analyza, usudzovanie,
dedukcia a hodnotenie. V ramci rieSenia problému
¢lovek musi uvazovat’, rozhodovat’ sa a usudzovat’.
Pocas uvazovania a rozhodovania ¢lovek porovnava
moznosti a rozhoduje sa podl'a vyhod a nevyhod
jednotlivych rieseni. Z prestudovanych materialov a
réznych zdrojov informécii si clovek usudzovanim
vytvori zéavery. Kritické myslenie sa opiera o
argumenty, ktoré pozostavaju z tvrdeni, dovodov a
dokazov.

V nasej praci vychadzame z definicii kritického
myslenia od [Ennis, 1998] , [QepCafe, 2012],
[Kollarikova, 1995] a preto budeme pracovat’ s
nasledujicimi vlastnostami kriticky mysliaceho
Cloveka. Takyto clovek vie vybrat dolezité
informdcie, urcit’ pravdivost’ tychto informacii, vie
ich spracovat’ a overit' désledky. Kriticky mysliaci
¢lovek mé schopnost vybrat vhodné rieSenie
problému, podlozit svoje tvrdenia spravnymi
argumentmi a dokdzat' ich spravnost a nasledne
dokéze zhodnotit redlnost svojho rieSenia a
vysledku.

2 Rozvijanie kritického myslenia

,Kritické myslenie zaCina nastolenim problémov,
respektive kladenim si otazok. Hlavny rozdiel
medzi kritickym a nekritickym myslenim spociva v
tom, Ze nekritické myslenie neodhal'uje, nehodnoti,
nepredpoklada, je iba iracionadlne a neddsledné, len
pasivnou domnienkou* [Eduworld, 2018].

Kritické myslenie je spravidla a zakazdym
tvorivym aktom. Dominantnym dejom i vysledkom
v tomto procese su vSak vzdy zmeny v osobnej
Strukture poznania Cloveka, ku ktorym dochadza
prave kritickym myslenim. Ziak obracia v
poznavacom procese pozornost do seba, k
vlastnému uchopeniu témy, a tak ide o osobne
angazované ucenie.
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Mame viac moznosti ako rozvijat kritické
myslenie. Mézeme vyuzit® metody, ktoré kopiruji
metoddy vedeckého badania a tak moézeme ziakom
priblizit aj sposob prace skutocnych vedcov.
Rozvijat’ kritické myslenie Zziakov mdzeme
pomocou metod ako:

e Dbrainstorming,

myslienkova mapa,

volné pisanie,

sokratovsky rozhovor,

LN.S.ER.T,

kladenie otazok,

problem solving,

riadené Citanie s diskusiou,

pripadova studia,

pexeso,

tajnicky a hlavolamy,

Sifrovacky,

rozne hry.
NajdolezitejSou Cast'ou aktivit je, aby Ziaci pocas
nich argumentovali, vysvetlovali a vyuzivali svoje
deduktivne a induktivne myslenie, ktoré im pomoze
lepsie spracovavat’ a vyhodnocovat’ informécie.

Prejavom kritického myslenia st Casté otazky,
ktoré clovek kladie bud sam sebe, alebo svojmu
okoliu. Kriticky mysliaci clovek kladie otazky:
Pre¢o? Co sa tym mysli? Co je dolezité? Aké su
fakty? Da sa to overit’? [Ennis, 2011]

3 Pozorovanie

Uskuto¢nili sme pozorovania hodin matematiky
ucitel’ky s malou praxou. Pozorovali sme hodiny
matematiky v dvoch réznych skupinach v piatom
ro¢niku na bratislavskom gymnaziu. Cielom
pozorovani bolo zistit', ¢i mlad4 zacinajuca ucitelka
bude rozvijat’ kritické myslenie ziakov. Tiez nas
zaujimalo, ¢i sa prirodzene vyskytnu na hodinach
matematiky, ktoré neboli pripravené zamerne na
rozvijanie kritického myslenia, miesta vhodné na
rozvijanie kritického myslenia. Vzhl'adom na to, ze
sme po kazdej pozorovanej hodine davali ucitelke
spatnu vézbu, vyhodnotili sme aj jej celkovy posun
za pozorovacie obdobie.

Celkovo bolo urobenych 8 pozorovani, ktoré jej
boli oznamené vécsinou jeden den dopredu. Na
zaCiatku sa so ziakmi venovali desatinnym cislam,
neskor presli na uhly a ich rysovanie. V kazdej
skupine bolo priblizne 14 Ziakov.

3.1 Desatinné cisla

Pozorované hodiny s desatinnymi c¢islami boli
prevazne zamerané na precvicovanie nasobenia,
delenia a zaokrthlovania <¢isel a tiez na
usporiadanie desatinnych cisel. Hlavnym typom
prace pocas hodin bola praca ziakov pri tabuli a
zaroven ostatnych do zoSita. Na pozorovanych
hodinach sa casto stavalo, ze praca ziaka pri tabuli

bola pomalSia ako ostatnych ziakov, ktori potom
stracali pozornost’ a zacinali vyruSovat'.

Pocas prvej pozorovanej hodiny ucitel’ka
vyuzivala cas, kym ziaci riesili priklady na tabulu,
aby chodila medzi ostatnymi ziakmi a korigovala
ich chyby a povysvetlovala casti uciva, ktoré
nechépali. Casto sa vsak vyskytovali poznamky k
metdde nasobenia desatinnych Ccisel, ktoré boli
charakteru ,tu ti chyba ciarka®“. V druhej casti
hodiny pouzivali dopredu vyrobené plagatiky s
tovarom rdzneho typu. Pri tovare bola uvedena cena
a ziaci mali vypocitat’ kol’ko budu platit’, ak kupia
lubovolné mnozstvo tovaru. Ziakom nerobilo
problém kupit' 2,5 parfému alebo iba 0,32 kg
mrkvy. Okrem toho mali ur¢it akou bankovkou
zaplatia a vypocitat’ vydavok. Tu ziaci pouzivali
bankovky z bezného Zivota, ale vymyslali si aj
svoje, napr 7000vku. Na tejto hodine ucitel’ka
pouzivala zaujimavé metddy, nakupovanie ziakov
bavilo, ale nepresnosti a chyby ona sama rychlo
opravovala a nedédvala vela priestoru ziakom na
vzéjomnu diskusiu o chybe.

Na nasledujticej hodine zacali hodinu kontrolou
domacej ulohy, ktoru niektori ziaci nemali alebo
mali chyby. Rozhodli sa overit’ vysledok vypoctom
na tabul'u. Niektori Ziaci sa pocas toho rozpravaji a
nesustredia sa na dianie pri tabuli. Pocas kontroly
museli svoj vypocet zaokruhlovat’ a preto vznikla
debata, ¢i vzniknuty rozdiel vo vysledku je maly
alebo nie. Ucitel'ka vsak debatu nevyuzila a
pokracovala dalej a davala priklady na
zaokrahl'ovanie. Vramci prikladov sa vyskytla
situacia ¢i 42,9 je to isté ako 42,90. Kedze niektori
ziaci vahali, ucitel’ka zvolala Ziakov na koberec a
rozdala im rozne c¢isla. Ich ulohou bolo vytvorit
Ciselnu os. Nasledne si poradie Cisel skontrolovali a
vratili sa na svoje miesta do lavic.

Po tychto pozorovanych hodinach sme ucitelke
dali spatnu vézbu, kde sme si spolocne presli
hodiny a pokusili sme sa spolo¢ne identifikovat’
problémové miesta hodin a navrhnat’ Gpravu aktivit.
Ucitel’ka bola ochotna spolupracovat’ a prijimala
poznamky k hodindm. Identifikovali sme, Zze
vel'kym problémom, bolo nespravne formulovanie
otazok a nedostato¢na trpezlivost’ pri odpovediach
ziakov.

Po nejakom case sme znova navstivili hodiny
matematiky tejto ugitel’ky. Cast’ hodiny Ziaci riesili
priklady na delenie prirodzenych ¢isel zo zvySkom
a Cast’ sa venovali opakovaniu desatinnych cisel.
Ucitel’ka pouzivala rovnaku metodu, jeden ziak
pocita pri tabuli a zvySok ziakov pocita priklady do
zosita.

Ked’ze ucitel’ka uci zaroven v dvoch skupinach,
pozreli sme aj tato druhu skupinu, kde vsak praca
bola rovnaka. Uzavreté otazky s jasnou odpoved’ou,
praca pred tabulou a samostatne do zoSita,
upozornovanie ucitel’kou na chyby a ich rychla
oprava, upozornenie na dolezit¢ veci. Mali sme
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moznost’ este vidiet’ aj hodinu, na ktorej sa venovali
rieSeniu slovnych uloh s desatinnymi ¢islami.

3.2 Uhly

Okrem tychto hodin sme pozorovali aj hodiny,
ktorych  témou boli uhly. Zaciatok prvej
pozorovanej hodiny bol venovany meraniu uhlov
uhlomerom. Ucitel'ka podrobne vysvetlila spravny
postup merania uhla aj s ukazkou na tabulu.
Nasledne ziaci dostali pokyn, aby rysovali rdzne
uhly do zoSita. Nasledne si rozdelili narysované
uhly podla velkosti. Na tejto hodine nastala
situacia, ked ucitelka polozila otazku ,,preco
volame priamy uhol priamy?“ Tato otazka nas
potesila a znamenala, Ze rozvijanie kritického
myslenia na hodindch matematiky je mozné a
realizovatel'né. Odpoved’ ziakov bola, lebo je to
priamka. Nasledne sa vratili k desatinnym cislam a
kontrolovali si domacu ulohu.

Na dalsich pozorovanych hodinach precvicovali
prenasanie a porovnavanie uhlov. Ucitel’ka
pouzivala rysovacie pomdcky na tabulu a ziaci
rysovali v zoSite. Vyskytlo sa malo pripadov, kedy
ziaci museli pouzivat kritické myslenie. Na
pozorovanych hodinach iSlo skor o tréning
manuélnych zru¢nosti.

4 Vysledky pozorovania

Z pozorovanych hodin sme videli, Zze je dodlezita
atmosféra na hodine a najdolezitejsie je kladenie
spravnych otazok. Pozorovana wucitelka mala
tendencie klast otazky, ktoré mali uzavreta
odpoved’. Neskor pri geometrickych ulohach sa
vyskytli momenty, kedy ucitel'ka zacala klast aj
otvorené otazky, ale nerozvinula ich potencial.

Po kazdej oducenej hodine sme sa s ucitel’kou
rozpravali a analyzovali hodinu a spolo¢ne hladali
miesta, kde by bolo mozné hodinu pozmenit tak,
aby sa rozvijalo kritické myslenie. Ako malé
pozitivum tychto sedeni moézeme vidiet ochotu
spolupracovat’ a menit’ svoj pristup k hodine.

Kedze ucitel’ka u¢i vrocniku dve skupiny,
planujeme urobit’ pozorovania tak, Zze si pozrieme
prva skupinu, nasledne urobime rozbor hodiny
a potom nechdme znovu v druhej skupine oducit’
ucitel’ku bez nasej pritomnosti. Po skonceni hodiny
potom zreflektujeme spolo¢ne ¢o a ako na druhej
hodine spravila inak. Dufame, ze budeme moct
pozorovat osobny posun pozorovanej ucitelky.
Tiez sa chceme d’alej zaoberat’ miestami, ktoré¢ sme
pocas pozorovani identifikovali a v dalSom
vyskume sa budeme podrobnejSie zaoberat a
skaimat’ ich suvis s jednotlivymi vlastnostami
kritického myslenia, ako ich opisujeme v naSej
praci.

5 Zaver

Kritické myslenie je velmi aktualnou témou
a potreba jeho rozvijania v skolach naraza na mala
pripravenost  ucitelov.  Z pozorovani = nam
vyplynulo, ze moznost uskuto¢nit hodiny, na
ktorych sa bude rozvijat kritické myslenie nie je
jednoduché a vyzaduje to aj kriticky mysliaceho
ucitela.  Pozitivnym vysledkom pozorovani je
zistenie, ze na hodinach matematiky prirodzene
vznikaju miesta vhodné na rozvijanie kritického
myslenia.
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Matematika je velmi zaujimavy vyucovaci
predmet. Niektori vnimaju matematiku iba ako
stibor vypoctovych zru¢nosti a algoritmov, ktoré sa
treba naucit’ a spravne pouzivat. AvSak to nie je
uplne vsulade stym, aké ciele su dané pre
matematiku v Statnom vzdeldvacom programe. Tam
nachadzame ciele ako: rozvijat’ logické a kritické
myslenie, usmerfiovat’ a pobadat’ ziakov k vhodnej
argumentacii svojich tvrdeni, pracovat’ s Ciselnymi
aj neCiselnymi udajmi a hladat medzi nimi
suvislosti a vztahy. Dané ciele sa najCastejSie
dosahujti pomocou rieSenia roznych matematickych
uloh. A preto je dolezité vyuzivat vhodné
problémy, ktoré budu rozvijat’ hore uvedené ciele.

Ked sa pozrieme na tlohy zroznych
matematickych sutazi, tak si mézeme vSimnut’, Ze
vécs§ina z nich sa snazi rozvijat spomenuté ciele.
AvSak tieto ulohy su roztrisené v réznych
sttaziach a taktiez v nich nebyvaju triedené, co
stazuje pracu s nimi. Preto sme sa rozhodli tlohy
z tychto sut'azi zozbierat’ a roztriedit’, aby boli pre
ucitelov TahSie vyuzitelné vich pripravach na
vyucovanie. Ako vhodny nastroj, ktorym tieto ulohy
chceme pontiknut’, sme si vybrali online databazu.

Databazu sme zacali tvorit’ postupne, priCom
sme sa rozhodli, Ze si vyberieme iba jednu
matematicku sitaz a tou zacneme databazu napliat’.
Ako vhodnt sutaz sme si zvolili Riesky, pretoze
obsahuje dostatoéné mnozstvo uloh (200+) a tieto
ulohy s véd¢Sinou nesStandardné a obsahuji aj
motivaény text. Dalej bolo potrebné uréit si
kategorie, podla ktorych sa bude dat’ v databaze
ulohy vyhladavat’, respektive triedit. Na zaklade
inych databaz a vlastného ustidenia sme si zvolili
nasledujtcich 7 hlavnych kategorii:

Roc¢nik

Séria

Uloha

Téma

Standardna/Nestandardna tiloha

Uloha s motivaénym textom

Uloha z realneho Zivota
Prvé tri kategérie sluZia na jednoznaéné uréenie
ulohy, aby sa dala dohl'adat’ v archivoch spominane;j
sutaze. Zvysné kategorie priblizuji charakter tilohy
a jej mozné vyuzitie vo vyu¢ovacom procese.
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Takymto spdsobom sme rozkategorizovali 213
uloh zo sttaze Riesky a nasledne sme tto databazu
predstavili mensej skupinke ucitel'ov (dokopy 25
ucitelov), ktorych sme skrze dotaznik poprosili
0 spisanie podnetov na zmenu danej databazy.

Z dotaznika nam vyplynulo niekol’ko zisteni.
Prvym je, Ze uditelia by takato databazu privitali
ato najmd vdvoch rovinach: ako pomoc pri ich
pripravach na  vyuCovania apri  rozvijani
talentovanych Zziakov. Druhym zistenim bolo, zZe
ucitelia by potrebovali, aby ulohy v databaze
pokryvali viG§inu tém zo Statneho vzdelavacie
programul.

Dalej sme na zaklade vlastnej skiisenosti pri
kategorizovani tloh narazili na par problémov, ako
nejednoznacnost niektorych kategérii  (hlavne
realny kontext) a d’alej na to, Ze niektoré kategorie
nemaju triediaci charakter (védcSina tuloh je
nesStandardna).

Preto sa VvnajblizSej dobe zameriame na
prestavbu kategoérii v databaze anasledne ju na
zaklade toho budeme prerabat. Konkrétne zmeny
budu nasledovné:

e Pridanie delenia uloh na zadklade Bloomovej
taxonomie cielov

e Namiesto pouzivania kategérie ,,Standardnd/
Nestandardna®“ budeme pouzivat delenie
tvorivych uloh podl'a Zelinu.

e Kategoriu ,redlny kontext zmenit, aby bola
jednoznaénejSie ur€itelna v réznych typoch
uloh a nezamienala sa s kategoriou ,,motivacny
text®.
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Videohry neodmyslitelne patria k dnesnej
digitalnej dobe. St oblubenou formou zabavy
mnohych, najmi mladych I'udi. Viacero vyskumov
vSak ukazuje, Ze nie st iba zdrojom zabavy, ale Ze
predstavuju aj dobry prostriedok na rozvoj roznych
kompetencii potrebnych pre zivot v 21. storo¢i. Dnes
uz existuje tiez viacero stadii, ktoré potvrdzuju aj
koreldciu medzi hranim videohier a rozvojom
matematického myslenia.

Videohry sa javia ako jeden z vybornych
nastrojov, ako sa stretniit’ s matematikou svojim
spésobom prirodzene (Devlin, 2011; Gee, 2003).
Poskytuji mnozstvo vyziev, kde potrebujeme
logicky rozmysrlat, rychlo reagovat), tvorit’ stratégie,
lastit rozne Sifry, chapat mechanizmy, spéjat’
suvislosti, odhalovat’ zdkony platiace v danom
prostredi,  vyuZivat  kombinatorické  (vahy,
premyslat nad pravdepodobnostou a tiez orientovat’
sa v zlozitom priestore. Na problémy, ktoré treba
riesit, narazame spontanne, objavujeme ich ako
sucast’ preskimavania herného sveta. St pre nas
nie¢im, ¢o sa nas dotyka, sucast’ou dobrodruzstva.

Formou dotaznika som skumala, ako Ziaci
tretieho roc¢nika na troch bratislavskych gymnaziach
vnimaji matematiku, aké videohry a ako Casto hraju
a tiez ako vnimaji, Ze sa pri hrani videohier
stretavaju s matematikou. Celkovo sa zapojilo 108
ziakov.

Otéazky na vnimanie matematiky som v dotazniku
Umyselne formovala tak, aby sa neviazali
automaticky len na Skolski matematiku a zaujimalo
ma, ako sa k nim Ziaci postavia. Sucastou dotaznika
bola otazka, ktora zistovala, ako Ziaci vnimaju, Ze sa
s matematikou stretvaju pri hrani videohier

Ukéazalo sa, ze az 68 % z tychto ziakov hra
pocitacové, konzolové alebo mobilné hry aspon
niekol’ko krat za mesiac. Medzi najoblibenejSie
pocitacové a konzolové hry zarad'ovali GTA (RPG,
akénd, adventura), FIFA (Sportovd), NHL
(Sportova), Minecraft (adventura, RPG) a Call of
Duty (ak¢énd). Medzi najobluibenejSie mobilné hry
zaradili PUBG (akéna - battle royale), Episode
(interaktivny pribeh), Candy crush (logicka), Rider
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(Sportova) a Hearthstone (kartova stratégia).

Na z&klade analyzy otdzok zameranych na
matematiku som vyhodnotila vztah jednotlivych
ziakov k nej. Ukazalo sa, Ze vnimanie matematiky je
u tychto ziakov velmi roznorodé. Pri otazke “Co pre
teba znamena riesenie matematickych problémov?”
sme mohli identifikovat’ niekol’ko uhlov pohladu.
Niektori sa zamerali na vyjadrenie pocitov alebo
postojov, ini na opisanie ¢innosti a d’al$si na popis
zmyslu. V otazke zameranej na pocity z matematiky
ziaci najcastejSie vyberali pocit zlozita (59,6 %),
uzitocnd (53,2 %) a zaujimava (47,7%). Pestrost’
vnimania sa ukazala aj pri otazke ,,Co sa ti na matike
paci/bavi ta?*. Na zaklade analyzy otdzok
zameranych na matematiku som vyhodnotila vztah
jednotlivych ziakov k matematike..

Ukazalo sa, ze vacsina ziakov, ktori hraji videohry
si uvedomuje, Ze sa v nich v urcitej miere stretava s
matematikou. Iba 14-ti z celkového poctu 65 hracov
si myslia, Ze sa vo videohrach s matematikou
nestretavaju vobec. Takych, ¢o si myslia, Zze sa pri
hrani stretavaji s matematikou Casto bolo 13. Za
obzvlast’ zaujimavé povazujem, ze az 45% z nich boli
ziaci, ktori k matematike inak nemaji moc dobry
vztah. V budicom vyskume chcem zistit, ako
presnejsie tito ziaci matematiku v hrach vnimajd a
aky rozdiel vidia medzi touto matematikou a
matematikou, ktord mali na mysli pri zvySnych
otazkach. Pre dobrovol'nikov spomedzi ziakov, ktori
vyplnili dotaznik, povediem herny krazok. Na nom
ich budem pocas hrania pozorovat’ a pytat’ sa ich, ako
pri hrani uvazuju. Na zédklade toho chcem hladat
odpoved” na otazku, ako presnejSie nastdva rozvoj
matematického myslenia vd’aka hraniu videohier.
Clanok bude dostupny v zborniku ¢esko-slovenskej
psychologickej konferencie PHD existence 2019.

Literatara

[DEVLIN, K.] (2011). Mathematics Education for a
New Era: Video Games as a Medium for Learning.
Natick: A. K. Peters, Ltd. Natick, MA. [GEE, J. P.]
(2003). What videogames have to teach us about
learning and literacy. New York: Palgrave
Macmillan.



Studentska vedecka konferencia FMFI UK, Bratislava, 2019, p. 176
ISBN 978-8081470936, © 2019 Barbora Matuskova

SVK

Vyucovacia metdéda Flipped Classroom na hodinach
Statistiky strednej Skoly
(rozSireny abstrakt)

Barbora Matugkoval*
Skolitel': Monika Dillingerova?"
! Katedra algebry a geometrie, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava
2 Katedra didaktiky matematiky, fyziky a informatiky, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava

V sucasnej dobe sme neustdle obklopeni
internetom  a internetovymi zdrojmi, ktoré mam
poskytuji  mnozstvo  dokumentov,  rdznych
materidlov s informaciam. Nie vzdy su tieto
informécie doveryhodné a pravdivé. Rovnako su
tymito online materialmi obklopeni aj Studenti
strednych $kol/gymnazii. V poslednej dobe sme si
v§imli, Ze mnoho Studentov pri rieSeni domacich
uloh  hladd  informéacie prave  zrdznych
internetovych  zdrojov.  Taktiez na  naSej
pedagogickej praxi sme zaznamenali, ze ucitel
matematiky vysvetli nové uc¢ivo a Studentom zada
na domacu ulohu vyrieSit niekol’ko 1loh.
Nasledujtiicu vyucovaciu hodinu prvych 20 minut
stravi kontrolou domacej ulohy a vysvetlovanim
spravneho rieSenia. Na vyucovani nie je ¢as na
precvicovanie problémovych alebo komplexnejsich
uloh, niekedy ani tych jednoduchsich. Problém
s nedostatkom ¢asu na vyucovani riesi, podl'a naSho
nazoru vyucovaci model Flipped Classroom.
Hlavnou myslienkou tohto modelu je, aby si
Studenti  tedriu  pozreli doma  z materidlov
poskytnutych od ucitel'a a v skole na vyucovani
precvicovali praktické zru¢nosti s pomocou a pod
dozorom ucitela.

Vyuéovaci model Flipped Classroom sme sa
rozhodli aplikovat do vyuCovacieho procesu
predmetu matematika. Hlavny cielom bolo zistit’, ¢i
je vobec mozné  vyucCovat  matematiku
prostrednictvom spominanej vyucovace] metody.
Vytvorili sme celkovo 11 modelov vyucovacich
hodin suplatnenim vyucovacej formy Flipped
Classroom v ramci tematického celku Statistika.
Tieto navrhy modelov sme nasledne zaclenili
priamo do vyucovania matematiky na jednom
z gymnazii v Bratislavskom kraji. Celkovo sme
mali Kk dispozicii jednu triedu s 28 respondentami.
Vyucovacie hodiny viedol ich ucitel matematiky.
My sme boli na danych vyucovacich hodinach
pritomni ako pozorovatelia.

Na zaklade spracovania  avyhodnotenia
uskutocnen¢ho vyskumu, sme vytvorené navrhy
modelov vyuc¢ovacich hodin upravili na ich koneé¢nu
verziu. Taktiez sme vramci tychto modelov
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vytvorili aj material, ktory je ureny pre Studentov
na ich domacu pripravu na vyucovanie. Difame,
Ze tieto nami vytvorené hodiny a materidly budu
napomocné pre ucitelov, ktorych zaujal vyucovaci
model Flipped Classroom achcti vramci neho
zacat’ realizovat’ svoju vyuku.

Po realizacii vyskumu a vyhodnoteni vysledkov
mozeme povedat’, ze podl'a nas ma zmysel Flipped
Classroom pouzivat aj na hodinach predmetu
matematika. Tato forma vyucovania poskytuje

priestor na rieSenie zaujimavych, aplikacny,
problémovych uloh, aleaj na mechanické
precvi¢ovanie anacvik poétovych  zru¢nosti.

Vicsina Studentov zapojenych do vyskumu si plnila
Skolské povinnosti, takZze nemali problém si doma
pred vyucovanim pozriet’ tedriu. Odporicame vsak
na zaCiatku pomdct’ Studentom a naucit’ ich spravne
sa doma ucit, teda ako zmysluplne prechddzat
materidlom, aby to malo pre nich vyznam aj do
budutcnosti. Pripravime ich tymto aj na $tadium na
vysokej Skole.
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Abstrakt

Tiché video, ako tloha zadavana Studentom, vzniklo
s cielom dostavat do povedomia ucitelov
matematicky softvér GeoGebra, a zaroven rozvijat
verbalizaciu matematického jazyka. Autori definuju
tiché video ako ulohu, ktora méze byt pouzitd na
hodinach matematiky naprie¢ roéznymi kultirami
ajazykmi. Vidime moznost vyuzit' takato formu
ulohy aj na hodinach fyziky, konkrétne pre Studentov
ucitel'stva fyziky. V prispevku sa venujeme
vymedzeniu pojmu tiché video a moznostiam jeho
vyuzitia v priprave buducich ucitel'ov. Prispevok
taktiez obsahuje analyzu konkrétnych
okomentovanych videi. Aktivity s tichymi videami
sme realizovali so Studentmi prvého roc¢nika
magisterského stupna v odbore ucitel'stvo fyziky
v kombinacii na predmete Metédy rieSenia
fyzikdlnych tloh, vided sme ohodnotili a tiez
vypracovali rozbor komentarov.

KPuacové slova: tiché video, SOLO taxonomia,
Studenti ucitel'stva fyziky, vyu€ovanie fyziky

1 Uvod

Tento prispevok je venovany tichému videu, ako
ulohe zadavanej S$tudentom ucitelstva fyziky.
V préci predstavujeme tiché video ako ulohu, ktort
mozno vyuzit v priprave Studentov ucitel'stva
fyziky. Ako mozny nastroj na hodnotenie
komentarov vidime vyuzitie SOLO taxondmie.

Nasim ciel'om spolu s vytvorenim tichych videi
je overit moznosti zaradenia takejto ulohy do
pripravy buducich ucitelov fyziky. V prvom rade
sme realizovali predvyskum, vd’aka ktorému sme sa
zorientovali v moznostiach pouzitia a zaradenia
tichého videa do pripravy Studentov ucitel'stva
fyziky z hl'adiska technickej realizacie. Zavery tohto
predvyskumu sme vyuzili pri realizacii prieskumu,
v ktorom sme hodnotili a porovnavali komentare
k tichym videam od Studentov ucitel'stva fyziky
a diskutovali s nimi o prinosoch a nedostatkoch
tichého videa ako typu tlohy.

simagorcakoval@gmail.com
t Klara.velmovska@fmph.uniba.sk

1.1 Tiché video — vymedzenie pojmu

Hreinsdottir a kolektiv [Hreinsdottir, Kristinsdottir,
Lavicza, 2018] definuju tiché video nasledovne:
»liché video je animované kratke video bez
akéhokol'vek textu, titulick alebo slovného
komentaru, ktoré ukazuje matematiku dynamicky,
sustrediac sa na jeden matematicky problém. Tiché
video mdze byt pouzité na hodinach matematiky
naprie¢ roznymi kulturami ajazykmi davajuc
Studentom za tlohu nahrat’ komentar k videu.*

Uloha zadana pomocou tichého videa bola
vytvorena pre pouzitie v matematike, kde napomaha
rozvijat’ verbalizaciu matematického jazyka, co nie
je pre Studentov v dnesnej dobe trivialna zalezitost'.
Podl'a autorov definicie moze byt tiché video ako
uloha pouzitd naprie¢ réznymi krajinami. My si
myslime, Zze aj naprie¢ réznymi prirodovednymi
predmetmi, a teda aj vo fyzike. A taktiez aj naprie¢
roznymi stuphiami vzdeldvania, ateda aj pocas
vysokoskolského studia.

1.2 Nordic GeoGebra Network

GeoGebra je matematicky softvér, ktory spaja
geometriu, algebru a matematickii analyzu. Bola
vytvorena predovSetkym pre ucitelov aich
studentov. Sirenie tohto softvéru, ako aj inych
materidlov a skusenosti suvisiacich s digitalnymi
technologiami vo vyucovani matematiky, je
hlavaym cielom zdruzenia Nordic GeoGebra
Network. Toto zoskupenie tvoria prevazne ucitelia
matematiky, ale taktiez vznaCnej miere aj
vzdelavatelia ucitel'ov, vyskumnici a buduci ucitelia
z viacerych europskych krajin, ato z Danska,
Estonska, Finska, Islandu, Litvy, LotySska, Norska
a Svédska. ,,Kazdoro¢ne v jednej zo svojich krajin
usporaduvaji konferenciu pre ucitelov matematiky,
aby tak umoznili u¢itelom navzajom sa od seba ucit’
a tiez spolupracovat’ na medzinarodnych projektoch
stivisiacich s digitdlnymi technoldégiami vo vyucbe
matematiky. [Hreinsdottir, Kristinsdottir, 2016]
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Kazda konferencia sa nesie v duchu spolocnej
témy. Posledna konferencia v Kodani, ktora sa
konala v septembri 2018, sa niesla v duchu motta:
»UCitelia zajtrajska v multikultirnej a digitalnej
spoloc¢nosti.* [Nordic Geogebra Network, 2018]

Pocas konferencie v Dansku v roku 2013 bola
prvykrat predstavena myslienka tvorby tichého videa
ako formy ulohy.

2 Tiché video v priprave
buducich ucéitelov fyziky

Cielom pripravy buducich ucitel'ov je aj rozvoj
ich kompetencii. Podla Krajcovej a Dankovej
[Krajcova, Dankova, 2001] kompetencie ucitela
tvori subor urcitych dispozicii a zru¢nosti v réznych
oblastiach, medzi inymi aj v komunikativne;j.
Kozuchova [Kozuchovia a kol., 2011] podla navrhu
Eurépskej komisie uvadza medzi kompetenciami
ucitela vztahujicimi sa na vysledky ucenia aj
schopnost’ reflexie a sebahodnotenia vlastnej prace.
Kru$pan s Volnikovou [Kruspan, Volnikova, 2007]
zas v ramci organizacnych kompetencii spominaju aj
organizovanie informdcii ucitelom v priebehu ich
vysvetlovania.

Vychadzajuc 7 vyssie spomenutych
kompetencii, mame za to, ze tich¢ video rozvija tieto
aspekty stvisiace s budiicim povolanim ucitel’a:

- Verbalizicia myslienok a argumentacia —
Casto sa na vyucovani fyziky stava, ze Studenti
diskutuji o nejakom jave. Lenze vzdy je to jeden
¢lovek, ktory sa vyjadri a ostatni si mozno mysleli
presne to isté, alebo ak aj nie, uz su ovplyvneni
predoslymi nazormi a bud’ suhlasia alebo nie. Tiché
video dava jedinecni moznost’ Studentovi, aby sa
vyjadril bez ovplyvnenia ostatnymi Studentmi.
Druhy aspekt je aj samotnd verbalizacia, pretoze
Casto si myslime, ze nieco nejako funguje, ale
nevieme to vyjadrit’ slovne, preto ked” odpovie jeden
Clovek v triede, to vyjadrenie spravi za nas. Pokial sa
vyjadrujeme k tichému videu, musime slova
naformulovat’ sami.

- Casovy manaZment prejava — dizka
tiché¢ho videa je v rozmedzi jednej az dvoch minut,
¢o nedava Studentovi Cas na rozsiahle rozpravy
o danom jave. Podobne je dolezité pre ucitela, aby
sa vedel vyjadrovat’ presne, strucne a jasne. Preto je
tiché video dobrym prostriedkom pre nacvik aj tejto
zruénosti.

- Technické zrucnosti — samotna technicka
realizécia je pre Studenta uzito¢nou, pretoze rozvija
a roz§iruje jeho technické zrucnosti.

- Sebareflexia — Student ma moznost’ prehrat
si video po nahrati komentdra a tym zhodnotit’ svoj
prejav. Tento aspekt je pre budiiceho ucitel'a vel'mi

dolezity kvoli uvedomeniu si svojich nedostatkov,
zrozumitel'nosti svojho prejavu a podobne.

- Sebahodnotenie - pri spolo¢nom prezerani
niektorych videi spolu s ucitelom si moézu Studenti
porovnat’ svoje komentare s komentarmi
spoluziakov atak ohodnotit’ svoj komentar
v porovnani s ostatnymi.

2.1 Obsah tichych videi

Vo fyzike tiché video zachytava nejaky fyzikalny
jav. Dizka videosekvencie by mala byt v rozmedzi
jednej az dvoch minut, preto stt vhodné napr.:

- videa vytvorené pomocou interaktivnych
fyzikalnych appletov,

- kratke videosekvencie fyzikalnych pokusov,

- kratke videosekvencie situdcii z bezného
Zivota a iné.

My sme vytvorili tiché videa pomocou appletov
aj tiché vided zobrazujuce fyzikalne javy. Pri
fyzikdlnych appletoch treba davat pozor, ¢i st
fyzikalne spravne, pretoze sa v nich mézu nachadzat’
nejaké fyzikdlne nezrovnalosti, teda nemusia byt
celé fyzikalne bezchybné. Co vsak neznamena, Ze
ich nemozeme pouzit, pokial chceme overit
pochopenie daného javu uStudentov, chyba
v applete je vtedy pre nas javom ziaducim.

Co sa tyka kratkych pokusov, vyberali sme také
pokusy, ktor¢ su znadme, ale zo skusenosti
vyucujucich ich Studenti nevedia spravne vysvetlit.
Spravidla vSak moze byt akykol'vek kratky pokus
spracovany do ulohy zadanej pomocou tichého
videa. Po konzultacii s viacerymi vyucujicimi
v oblasti didaktiky fyziky sme zvolili nasledovné
pokusy:

Newtonova trubica (Obr. 1) — v Newtonovej trubici
nechame padat’ pierko akus kovového pliesku
najskor vo vzduchu a potom po vysati vzduchu. Na
videu nevidno, Ze vysavame vzduch pomocou
vyvevy, avSak oCakavame, Ze to bude v komentari
spomenuté.

-

Pohar (Obr. 2) — najskor pohar naplnime doplna
vodou, polozime nan papier tak, aby zakryval cely
otvor pohara apohar oto¢ime. Voda zpohara
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nevytiekla. Pokus opakujeme, ale s poloprazdnym
poharom.

Elektrostatika (Obr. 3) — skimame pritahovanie sa
a odpudzovanie sa roznych materidlov nabitych
kladne,

2.2 Vyuzitie tichych videi

Sposobov, ktorymi sa da zaradit’ video do pripravy
buducich $tudentov je viacero. VSetky zavisia od
toho, ktoru sposobilost’ chce vyucujuci pomocou
tichého videa u Studentov rozvijat. Pod rdéznym
zaradenim rozumieme zaradenie do réznych casti
vyucovacieho procesu, ale aj zadanie réznej tilohy
pomocou tichého videa. RozliSujeme tieto zakladné
typy uloh:

- nahratie komentaru k tichému videu,

- hodnotenie okomentovaného tichého

videa,

- tvorba tichého videa.

Prvym zékladnym zadanim ulohy je nahratie
komentaru k tichému videu. Uloha moze byt zadana
ako domaca, ale aj na pracu priamo na vyucovani.
Doma majii Studenti moznost sledovat’ video
kolkokrat potrebuji anie su nijako casovo
obmedzeni, nikto ich nerusi amoézu pokojne
pracovat’. Negativom vsak je, Ze si mézu vela veci
vyhladat’ a pokial’ chce ucitel' overit’ pochopenie
nejakého javu, vysledny komentar nemusi odrazat’

skuto¢nu vedomost’ Studenta. Pocas prace na hodine
Studenti nemaju pristup k ostatnym zdrojom, ale st
obmedzeni na 45 pripadne 90 minut, zarovein ked’
v jednej triede nahrava zvuk viacero Studentov,
vznika hluk, ktory méze $tudentov vyruSovat’. Zavisi
teda od ucitela, ¢i chce pouzit' tiché video na
overenie vedomosti, vtedy je pouzitie na hodine
ur¢ite vyhodnejsie, alebo na rozvoj kompetencii
ucitela, vtedy ma vacsie vyhody domaca uloha.

Dalsim sposobom pouzitia je hodnotenie uz
existujucich komentarov k tichym videam. Buduci
ucitel’ bude pravidelne hodnotit’ svojich Studentov
aich prace, preto je pre neho uzitocny nacvik aj
takychto zru¢nosti. Pricom vyucujuci moze
Studentovi poskytnut’ akusi osnovu alebo hodnotiaci
harok s aspektmi, ktoré treba hodnotit’. Alebo moze
nechat’ cely tento proces na Studentovi s tym, Ze si
Student sdm vytvori takyto harok a kritéria, podla
ktorych bude komentar hodnotit’.

Tretim sposobom, ktorym sa da zaradit' tiché
video do vyucovania, je jeho tvorba. Ulohou $tudenta
by bolo vytvorenie tichého videa, ktoré bude zadané
spoluziakom. Buduci ucitel’, ktory uz ma za sebou
komentovanie tiché¢ho videa a prejde hodnotenim
okomentovanych videi, by dostal za ulohu takéto
video vytvorit. Musel by vybrat vhodny pokus,
pripadne nejaky fyzikalny jav, zaznamenat ho,
spracovat’ video, vytvorit hodnotiaci harok,
zamysliet' sa nad tym, ktoré kompetencie by to
u ziakov rozvijalo. Tato aktivita by modelovala
budticu tvorbu napriklad testov alebo pracovnych
listov, ktoré ucitel’ v praxi tvori.

2.3 Hodnotenie tichych videi

Predtym, ako sa budeme venovat’ hodnoteniu tichych
videi, spomenieme hodnotenie ako také.

Demkanin  [Demkanin, 2018] rozlisuje
hodnotenie na formativne asumativne. Pod
formativnym hodnotenim rozumieme hodnotenie pre
ucenie, ateda v podstate aj kazdi spitnt vizbu.
Sumativne  hodnotenie je zas hodnotenim
dosiahnutych vysledkov. Najcastejsie je aj nejakym
sposobom kvantifikované. Pri ulohach zadanych
tichym videom vyuzivame oba typy hodnotenia.
Zatial’ ¢o pri formativnom hodnoteni zohl'adiiujeme
aj subjektivnu stranku Studenta, jeho progres, pri
sumativnom  hodnoteni  hodnotime  samotny
komentar. Preto je potrebné stanovit si kritéria, na
zaklade ktorych budeme komentare hodnotit. Na
tento ucel je vhodna SOLO taxonémia.

2.3.1 SOLO taxondomia

Na hodnotenie obsahu nahratych komentarov
pouzivame podobne ako Hreinsdottir [Hreinsdottir,
Kristinsdottir, 2016] SOLO (the Structure of
Observed Learning Outcomes) taxondmiu, ktora
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rozliSuje urovne poznatkov na prestrukturdlnu,
unisStrukturalnu, multiStrukturalnu, relaé¢na
arozSirenu abstraktni. PreStrukturdlna urovei
obsahuje poznatky nespravne, mimo témy, chybné
a nerelevantné. UniStrukturlna uroveil
charakterizuje zameriavanie sa na jeden jav, jednu
konkrétnu  vec,  ktori  Student  opisuje.
Multistrukturalna pozostava z viacerych poznatkov,
ktoré Studenti menuja, vytvoria algoritmus. Relacna
obsahuje multistrukturalne poznatky, ktoré Studenti
davaju do wvztahu, kombinuji ich, analyzuju,
aplikujii a vytvaraji $ir§i obraz o jave. RozSirena
abstraktnd uroven poznatkov obsahuje opis r6znych
novych pohladov na dany jav, hodnotenie,
generalizaciu, vytvaranie novych predstav. Pre nas je
najzaujimavejSou prave ta najvyssSia, rozsirena
abstraktna, uroven. SOLO taxondmia je graficky
znazornena na Obr. 4. Tato taxondmiu sme d’alej
pouzili na klasifikaciu poznatkov a vytvorenie
hodnotiacich harkov.

clmm

Obr. 4 SOLO taxonémia poznatkov — Urovne
poznatkov zPava: preStrukturalna, uniStrukturalna,
multiStrukturalna, relacna a rozsirena abstraktna.

2.3.2 Hodnotiace harky

Pri hodnoteni komentarov nas nezaujima len
obsah, ale aj forma aurcCité crty, ktoré nahrané
komentare mali. V§imame si presnost’ vyjadrovania,
jasnost’, pouzivanie spravnych nazvov fyzikalnych
veli¢in, originalitu komentaru, ¢i sa Student stavia do
roly ucitel’a, ktory vysvetluje, alebo ucitel’a, ktory
kladie otazky. Vsimame si aj r6zne Specifika, ktoré
sa mozu vyskytnat’ v komentaroch — napr. emociami
podfarbeny komentar, z ktorého citit’ rozhorcenie
a iné.

Tieto faktory spominame hlavne vo formativhom
hodnoteni, ktoré¢ davame vo forme spitnej vézby pri
diskusii so Studentmi. Na sumativne hodnotenie sme
ako pomdcku vytvorili hodnotiace harky pre kazdé
video, ktoré obsahujii konkrétne kritérida spolu
s bodovym ohodnotenim. Obsah komentaru, teda
poznatky, ktoré boli potrebné na jeho vytvorenie,
sme zaradili podl'a SOLO taxonémie do jednotlivych
urovni a podla toho im priradili bodové hodnoty.
Zaroven sme urcili niektoré kritéria, o sa tyka formy
komentaru, ktoré chceme hodnotit’:
- Jednym zo zakladnych kritérii formy je
zrozumitelnost’. Pod zrozumitelnost'ou

myslime dostato¢nu artikuldciu, spravnu vetni
skladbu, intenzitu hlasu a podobne.

- Dalsim kritériom je, ¢ vyklad ako taky je
postacujuci, ¢i Student nepreskakuje dolezité
myslienkové kroky.

- Délezité je aj nejaké ozivenie, tym myslime
nieCo navySe, ¢o Student do komentaru vlozi,
napr. kladenie dopliujtcich otazok, nejakd ina
aktivizacia  publika, origindlny  koncept
komentaru a podobne.

- Neda nam nespomenut aj parazitické slova,
pretoze ich pouzivanie castokrat publikum
vyrusuje. Akykol'vek prejav ucitel'a by mal
obsahovat’ minimum takychto slov.

- Poslednym kritériom, ktoré hodnotime, je
technické spracovanie komentaru k videu, a to
konkrétne, ¢i je komentar pocut, ¢i nie je
v pozadi nejaky Sum, nejaké hluché miesta
a iné.

Kazdé z tychto kritérii hodnotime na stupnici 0
az 2 body, pricom 2 body su za idedlny stav, 0 za
neziaduci stav. Jeden bod znamend nieco medzi.
Pricom pokial' sa vyskytuji nejaké minimalne
odchylky od idealneho komentara priklaname sa
k plnému poctu bodov.

Obsahové kritéria hodnotime na podobnom
principe, pricom bodové intervaly zavisia od irovne
danych poznatkov podla SOLO taxonomie.
Hodnotenie potom predstavuje sucet bodov za
oblast’ obsahovu a formalnu.

Na obr. 5 uvadzame Hodnotiaci harok pre ulohu
Pohar.

Meno:

' Vimol si, e pri prevréten! vytiekla 01
2 pohiira voda
". Rozlifuje pojmy sila a tlak 012
Identifikuje a sprivne pomenuje pritiny
] s 0123
l" Sprivne vysvetll, preto vanikol podtiek| 0 1 2 3 4
4
A o] Zovieobecni tvrdenie aj pri
poloprizdnom pohir, vysvetl,Zeide | (1 5 3 4 5
l o ten ist§ jav v oboch pripadoch.
Prepojt obe situdcie.
Spolu - obsah
Komentir je zrozumitefny. 012
Nepreskakuje ddlezité kroky pri vysvetfovani. 012
Ozivenie - kladenie otizok, aktivizacia publika, nieto 012
Nepousiva parazitické slové 01 2
Po technickej strinke video s komentirom neobsahuje 012
siadne chyby.

Spolu - forma

Celkom
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3 Predvyskum zamerany
realizaciu tichého videa
Vv ramci vyuc€ovania

Ciel'om prispevku je vytvorenie suboru tichych videi
aoverenie moznosti ich zaradenia do pripravy
Studentov ucitel'stva fyziky. KedZze chceme takyto
subor videi vytvorit’ vhodne, najskor sme uskutocnili
tzv. predvyskum. Pozostaval zo Styroch bodov:

- vytvorenie tichého videa pomocou appletov

na stranke:

https://phet.colorado.edu/sk/simulations/catego

ry/physics,

- zadanie domacej ulohy Studentom ucitel'stva
fyziky,

- analyza vysledkov,

- diskusia so Studentmi.

Ulohou predvyskumu bolo overit technicka
stranku spracovania tichého videa — vhodnej dizky,
zadania ulohy a ostatnych technickych moznosti,
ziskanie spétnej vizby od Studentov, ktori tiché videa
komentovali, overenie vhodnej volby obsahu
tichych videi.

V ramci predvyskumu sme si kladli nasledovné
vyskumné otazky:

- Dokazu Sstudenti ucitel'stva fyziky pracovat
s technoldgiami a nahrat’ komentar k videu?

- Naakej urovni Studenti ucitel'stva fyziky ovladajua
a spravne pouzivaji odborni terminoldgiu

z fyziky?

- Buda Studenti ucitel'stva komentovat’ video
z pozicie pozorovatela alebo aj zpozicie
vysvetlujuceho?

Na tvorbu tichého videa sme vyuzili uz vyssie
spominané applety z PhET-u. Zvolili sme applet
Matematické kyvadlo, ktory zobrazuje podstatu
fungovania matematick¢ho kyvadla, avSak nie je
uplne fyzikalne korektny. Uloha pre Studentov bola
zadana nasledovne: Nahrajte komentar
k nasledujiicemu  videu.
goméct’ s technickou strankou, obrdtte sa na nds.
Ulohu sme =zadali otvorene, ¢o sa tyka roly
komentujticeho, pretoze nas zaujimalo, aku Groven
komentovania S$tudenti zvolia — video sa da
okomentovat' na Grovni S$tudenta ZS, SS aj VS,
pripadne na urovni ucitela. Rovnako sme nechali
otvorené aj technické moznosti, pretoze cielom bolo
zistit' prave, aké spdsoby su najvhodnejSie pre
spracovanie, a zaroven overit technické zru¢nosti
tychto Studentov.

Ulohu sme zadali desiatim §tudentom prvého
ro¢nika magisterského stupna ucitel'stva fyziky. Na
spracovanie ulohy mali Studenti desat’ dni, priCom
odovzdavanie prebehlo online — cez google drive,

Ak budete potrebovat

uschoviiu asocidlnu siet. My sme nasledne
zhromazdili vSetky videa do jedného priecinku na
google disku. Prvym postrehom pre nas teda je
vytvorit’ dopredu priec¢inok na google disku, aby
mohli Studenti priamo odovzdavat' vided sem, Co
nam znacéne ul'ah¢i pracu.

Co sa tyka vyhodnotenia vysledkov, videa sme
zanalyzovali a nasledne sme ich sledovali spolo¢ne
so Studentmi, ktori ich spracovali. Technicku stranku
nahratia komentaru k videu $tudenti riesili viacerymi
sposobmi:

- nahratie komentiru kvideu na mobil,
pripadne v zvukovom editore a nasledné vlozenie
zvuku do obrazu pomocou programu na Upravu
videi,

- pomocou aplikacie, ktora priamo nahrava
komentar k spustenému videu,

- nahravanie obrazovky pocitaca mobilnym

telefonom, na ktorej je prehravané video,
rozpravajic komentar.
NajcastejsSim spdsobom spracovania bolo prave
nahratie komentaru osobitne na nejaké zariadenie
a vlozenie do videa pomocou videoeditora. Takymto
sposobom bolo spracovanych pét z 8 videi. Dve
videa boli spracované pomocou konkrétnych
aplikacii, ktoré do spusteného videa priamo nahrali
zvuk, tu bol vSak problém s kvalitou vyslednych
videi, ktora bola zna¢ne obmedzena. TaktieZ sa vo
videach nachadzal vodoznak, ¢o vSak neprekazalo,
lebo video sa nemenilo a my sme ho mali v pdvodnej
forme. Zaroven ma mat’ video naucny charakter
anebude sluzit' na prezentdciu niecoho, teda ani
vtomto ohlade nie je vodoznak na Skodu.
Najzaujimavejsi bol pre nds ale treti, posledny
sposob spracovania, pretoze bol ¢asovo aj technicky
najmenej naro¢ny a tento spésob nam pred samotnou
realizaciou nenapadol. Nahravanie obrazovky
pocitaca mobilom so siibeznym komentovanim by
tiez mohlo byt vhodnou formou spracovania tichého
videa priamo v Skole, kedZze od Studentov nie je
vyzadovana znalost' ¢i uz nejakej aplikacie alebo
videoeditora. Jedinym nedostatkom tohto sposobu
bola stabilita mobilu, teda obraz bol roztraseny, ¢o
by sa ale dalo vyriesit’ polozenim mobilu na nejaky
pevny stojan. TakZze d’al$im dolezitym zdverom pre
nas bol novy sposob nahratia komentaru, ato
nahravanim obrazovky pocitaca mobilom so
subeznym komentovanim videa, ktor¢ na
obrazovke pocitaca bezi.

Kvalita komentarov bola u vSetkych rovnaka,
¢o sa tyka volby urovne znalosti komentujuceho.
Vsetci komentovali video na trovni strednej skoly,
nie vSetci si  vSak vSimli mala fyzikdlnu
nezrovnalost. Aj vtejto Casti sa ukazali rozne
sposoby ponatia ulohy, ato konkrétne v Style
komentaru. Niektori komentovali video, akoby
vysvetlovali ucivo ziakom v $kole, ini rozpravali
o tom, ¢o vidia bez toho, ze by to bolo pre niekoho
urené. NajcastejSie vSak boli vided s cielom jav



182

Simona Gor¢akova

vysvetlit. Mozeme povedat’, ze kvalita komentarov
bola vSeobecne dobra. Nevyskytol sa komentar,
ktory bol iplne chybny, ani komentar, ktory by sa uz
nedal nijako vylepsit'. Zaverom z tejto Casti je pre nas
najmé jasnejSie definovanie roly komentujiceho
vzhl'adom na ucel videa — ¢i chceme, aby komentar
bol nahraty zpozicie ucitela alebo Studenta
vysvetl'ujuceho ucivo.

Kedze tiché¢ video ako také ma za ulohu
rozvijat komunikacné zruc¢nosti a méze byt aj
vhodnym spésobom preskusania, je dolezita spitna
vizba pre Studenta po nahrati komentaru. Preto sme
aj my Studentom ich vided na hodine prehrali
a diskutovali sme o vsetkych aspektoch. Takisto sme
urcovali kvalitativne najlepsi komentar, resp.
komentar, ktory sa nielen nam, ale aj Studentom
najviac pacil, aby to pre nich malo nejaky prinos,
pripadne vylepSovali ostatné. Rovnako sme sa
rozpravali o technickych problémoch, vhodnej dizke
videa a inych postrehoch Studentov, ktoré pocas tejto
ulohy zaznamenali. Z diskusie so Studentmi pre nas
vyplynuli nasledovné zavery:

- vyber  najlepSicho  komentaru  nebol
jednoznacny, zavisel od subjektivneho hodnotenia,
spétnu vizbu vsak hodnotili vSetci pozitivne a brali
ju ako nevyhnutnost’,

- technické problémy Studenti nemali, lebo st
v tejto oblasti zbehli a komentovanie im nezabralo
prili§ vela Casu,

- dizka videa sa zdala neprimerana, &o je viak
individualna zalezitost,, pretoze niektorym sa zdalo
prili§ kratke, inym prili§ dlhé a niektori to brali tak
ako to je, vidime vSak moznost’, aby toto konkrétne
video malo namiesto 2 mintt trvanie 1,5 minat,

- nahranie komentaru trvalo vsSetkym do
2 hodin, niektorym dokonca 30 minut, v zavislosti
od formy spracovania a od toho, ¢i si predtym text,
ktory budt hovorit’, napisali.

Najviac prinosnym postrehom bola pre nas nova
forma spracovania videa, ktorti sme neocakavali,
taktiez zadanie pozicie rozpravaca — ucitel’, Student,
rovnako zadanie toho, ¢i ma byt komentar opisny
alebo vysvetl'ujici. Rovnako prinosnou bola aj cela
spidtna  vdzba, ktora ma vtomto procese
neodmyslitelné miesto, aby uloha pre Studenta bola
prinosna.

4 Prieskum zamerany na
hodnotenie tichého videa
v priprave studentov ucitel'stva
fyziky

4.1 Uloha prieskumu
Ako hlavnu tlohu prieskumu sme si stanovili:

Ohodnotit a porovnat' komentdre k tichym
videam od Studentov ucitelstva fyziky a diskutovat
s nimi o prinosoch a nedostatkoch tichého videa ako
typu ulohy zaddvanej takymto Studentom.

Nazdavame sa, Ze tiché video mo6ze Studentom
slizit’ na rozvoj ucitel'skych kompetencii, ktoré sme
spominali v predoslych kapitolach, a zaroven ako
prostriedok sebareflexie a sebahodnotenia.
Ocakavame, ze zprieskumu vyplyni nasledovné
zistenia:

1. Studenti ugitelstva fyziky pri objasiiovani
fyzikalnych javov spravne pouzivaju
odbornt terminoldgiu a v ich komentaroch
sa nevyskytuju fyzikalne nezrovnalosti.

2. Studenti si dokdzu vhodne zadelit' &as pri
komentovani videa.

3. Studenti si po vypracovani tlohy zadanej
tichym videom a po diskusii vedia zaujat’
kriticky postoj k svojmu komentaru.

4.2 Metody prieskumu
a charakteristika suboru

Prieskum sme uskuto¢nili v marci 2019 v rdmci
predmetu Metody rieSenia fyzikdlnych uloh na
FMFI UK. Prieskumu sa zuacastnilo 5 Studentov,
ktori dostali za Glohu nahrat’ komentar k tichému
videu Pohdr. Tieto komentare sme ohodnotili
pomocou  vytvoreného  hodnotiaceho  harku.
Vypracovali sme k nim javova analyzu a v ramci
diskusie sme ziskali spdtnu vdzbu od Studentov,
ktori ich komentovali.

4.3 Spracovanie a interpretacia
vysledkov

Komentare k videu Pohar nahravalo 5 Studentov,
ktorych sme si pomenovali pismenami A — E. Kazdé
video sme si prehrali viackrat ana zaklade
stanovenych kritérii v hodnotiacom harku udelili
pocet bodov. Vysledky studentov sme spracovali do
tabul’ky 1 (Z — zrozumitel'nost, DK — nepreskakuje
dolezité kroky, O — ozivenie, originalita, PS —
nepouziva parazitické slova, TS — technicka

stranka).
tudent A 1 2 3 4 13 2 2 1 2 2
tudent B 0 2 1 0 2 2 1 1 2 2
tudent C 0 1 1 0 2 2 2 1 2 2
tudent D 0 1 1 0 2 2 2 2 2 2
tudent E 0 2 o 0 0 2 2 1 2 2
Maximilne 1 2 3 4 5 2 2 2 2 2 25
Priemer 033 1,67 1,50 1,33 1,83 2,00 1,83 1,33 2,00 | 2,00 ‘ 1583 |
kritérii
Z vysledkov ~ prieskumu  vyplyva, 7e

s formalnou castou komentaru Studenti nemaju
takmer ziadne problémy, ich bodové hodnotenia sa
v suéte za formu pohybovali od 8 do 10 bodov
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z desiatich, priCom 8 bodov dosiahol jeden Student,
10 bodov tiez jeden Student a zvys$ni traja dosiahli 9
bodov.

Co sa tyka obsahu komentara, vyskytli sa zjavné
problémy s vysvetlenim daného javu. Za Ziaden
z komentarov sme neudelili plny pocet bodov.
Najvyssi poet bodov dosiahol Student A, ato 10
bodov z15. Tento Student spravne pouzival
terminolégiu, spravne identifikoval, o aky jav ide,
nedotiahol to vSak dokonca, neprepojil obe situacie,
riesil ich ako samostatné pripady. Tento komentar
bol vSak po obsahovej stranke vyrazne najlepsi.
Zvysni Styria Studenti dosiahli za obsah hodnotenie
od 2 do 5 bodov. Ich komentare boli obsahovo vel'mi
podobné, Studenti dokézali spravne pouzivat
terminologiu, avSak nedokazali identifikovat, o aky
jav ide. To sposobilo, ze ani ich vysvetlenia neboli
spravne, aj ked’ niektoré ich tvrdenia boli pravdivé.

431

Komentare $tudentov sme ohodnotili po¢tom bodov
podla hodnotiacich harkov, azaroven sme
vypracovali rozbor jednotlivych komentarov.
Student A:
Jeho komentar ziskal podla naSich kritérii najviac
bodov. Student vo svojom prejave vyuziva mnoho
citosloviec, re¢nicke otazky a snazi sa o interakciu
s posluchatom. Co sa tyka formélnej stranky,
komentar sa velmi dobre pociiva. Obsahovo
dokdzeme komentar rozdelit' na dve Casti — prva,
kedy na obraze prebieha pokus s poharom plnym
vody ana druht cast, kedy je vykonavany pokus
s poloprazdnym poharom. V prvej casti Student
spravne pouziva terminoldgiu, avSak nevSimne si
dolezitu Cast’ a to vyteCenie malého mnozstva vody.
Jeho vysvetlenie na zaklade rovnosti tlakov teda nie
je postacujuce, pretoze nespomina vzniknuty podtlak
sposobeny tinikom vody. V druhej Casti vSak Student
hned’ na zaciatku upozoriiuje na tento fakt, a teda sa
dopracuje k spravnemu vysvetleniu javu. Dokonca
uvedie aj analogicku situdciu s papierikom, ktory
drzi na ustach, ked ho pritiahneme. Co si vsak
Student neuvedomil, Ze aj situdcia z prvej Casti videa
funguje na rovnakom principe, ako tato. Preto
nedosiahol plny pocet bodov.
Student B:

Student na za¢iatku komentara opisuje, ¢o sa deje na
obraze. Neskor spomina, o sposobuje to, ze papier
nespadne, no nijakym spdsobom sa to nesnazi
odovodnit.  Student sice spravne  pouZiva
terminoldgiu, no nedostatoéne vysvetluje dané javy.
Ocenujeme vSak, ze Student spomina papierik
prehnuty dovnutra, ¢o stuvisi s podtlakom, aj ked’ ten
explicitne nepomenuva. V tomto komentari sa
nachadza viacero tichych momentov. Zo 144 sekiund
Student rozprava necelych 70 seklind, ¢o nie je ani

Rozbor komentarov

polovica. Je to spdsobené tym, ze si Student
nevsimol, ze malé mnozstvo vody z pohara vytieklo,
ateda jav nevysvetlil spravne. V druhej Ccasti
s poloprazdnym pohéarom Student len spomenie, ze
ide o rovnaku situaciu ako v prvom pripade, viac to
uz nekomentuje.

Student C:
Zaciatok komentara venuje Student motivacnej Casti,
tym, ze prezradi, co sa dozvieme. Formalne to
povazujeme sa dobry zaciatok, avSak obsahovo
Student nespravne identifikoval, o com dany pokus
je. Dalej opisuje, ¢o sa deje na obraze, vyzyva na
v§imanie si detailov, napriek tomu nespomina, ze
malé mnozstvo vody vytieklo. Spomina vSak
papierik prehnuty dovnutra, ¢o by mohlo viest
k pomenovaniu podtlaku, ale Student ho nakoniec
nespomenie. Student ¢aké na druhi situaciu a potom
vyzyva publikum k diskusii, pre¢o papier na pohari
drzi. Nakoniec jav vysvetli. Vysvetlenie vsak nie je
spravne.

Student D:
Tento komentar sa od ostatnych odliSuje tym, ze
Student vlozil ako podklad do videa hudbu.
Komentar je vSak dostato¢ne hlasny, teda hudba
posluchaca nevyrusSuje. Pdosobi to pozitivne. Na
zadiatku tudent opisuje jav a doplia ho re¢nickymi
otazkami, ktoré st po formalnej stranke velmi
povzbudzujiice. Vysvetlenie nie je spravne, hoci
Student tlak ako taky vysvetluje az na molekularnej
urovni. Pri¢inu udrzania papiera Student nevysvetlil.
Zaroven Student nepouziva spravne pojmy sila a tlak.
Hovori oich s¢itavani. Po formalnej stranke vSak
povazujeme toto video za najlepsie.

Student E:
Komentar tohto Studenta dosiahol najmenej bodov.
Hoci po formalnej stranke sa komentar vyrovnal
ostatnym, po obsahovej stranke bol najslabsi.
Student opisuje, ¢o sa deje na obraze, snazi sa tento
dej vysvetlit. Terminoldgiu pouziva spravne, avsak
pricinu  neobjasnuje.  Neidentifikuje  podtlak.
Dokonca jeho wvysvetlenie druhého pripadu je
rozdielne od prvého, Cize nepozoruje suvislost’
medzi javmi.

Komentare ako také svynimkou Studenta
A boli na priblizne rovnakej urovni. Vel'mi dobré
boli po formalnej stranke, po obsahovej ale Studenti
nedokazali identifikovat’ prava pricinu udrzania
papierika na pohari po jeho prevrateni. Kazdy zo
Studentov zvolil iny pristup ku komentaru, ¢ize na
prvy pohlad sa komentare od seba lisili, ale podla
naSich kritérii sa v kone¢nom dosledku takmer
vyrovnali. Komentér Studenta A sa od ostatnych lisil
hlavne tym, ze Student, aj ked v prvom pripade
pric¢inu nevysvetlil, v druhom k nej dospel a podal aj
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spravne vysvetlenie. Preto bol jeho komentar
v kone¢nom vysledku najlepsi.

4.3.2 Diskusia so Studentmi, ktori sa
zucastnili prieskumu

Komentéare k videAm sme si prehrali na hodine
bezprostredne po odovzdani aj spolu so Studentmi,
ktori ich komentovali. Prvou témou, o ktorej sme
diskutovali, bola technicka stranka. VSetci Studenti
uvadzali, ze nemali problém s technickou strankou.
Kazdy si naSiel nejaky sposob, ktory pouzil pri
nahrati komentaru. NajcastejSie Studenti pracovali
s nejakym videoeditorom, kedy osobitne nahrali
komentar a potom ho k videu vlozili. Jeden Student
vyuzil priamo program uréeny na komentovanie
videa, kedy video bezi anahravany komentar sa
priamo uklada. Problém takéhoto programu bol, Ze
cez tretinu obrazu nechava vodoznak, ¢o vsak pre nas
nie je vel'mi dblezité, pretoze hodnotime zvuk.

Dalej sme diskutovali proces, ktory absolvovali,
kym dospeli k zdvereénému komentaru. Vsetci
Studenti si prehrali viackrat video a napisali, ¢o budi
hovorit. Niektori vSak mali problém naraz citat
komentar aj sledovat’” video. Nakoniec si vsSak
komentar zapamdtali. Taktiez Studenti spominali
problémy s nac¢asovanim komentaru priamo k videu
tak, aby to, ¢o hovorili saviselo s tym, ¢o sa prave
deje na obraze. Tento proces Studentom trval
v rozmedzi 1 az 1,5 hodiny.

Zaujimalo nds, ¢i si Studenti prehrali video
a pocuvali sa. Jeden Student uviedol, Ze pri po¢uvani
komentaru si uvedomil, Ze rozprava velmi pomaly,
ze jeho komentaru chyba dynamika a Ze ma pocit, ze
by sa pri tom ostatni nudili. Dalsi Student si
uvedomil, ze pouziva nespravnu gramatiku, nasiel si
chyby, uvedomil si zIt intonaciu aj zahabkanie.

Po prezreti vsetkych videi, sme diskutovali aj
o videach ostatnych Studentov. V jednom videu
Student pouzil hudobny podklad, ktory vsetci
Studenti ocenili. Studenti si uvedomili rozdiely
medzi obsahom jednotlivych komentarov, dokézali
spolo¢ne najst’ chyby v komentaroch, opravili ich
azhodli sa na najlepsom komentari. Ocenili tiez
kladenie otazok pocas vysvetl'ovania, aj na konci.

Najdolezitejsim zaverom z celej diskusie bolo,
ze Studenti ocenili spdtnu vidzbu. Uz samotné
vypocutie svojho aj ostatnych komentarov im
pomohlo a povedali, ze by vedeli, ako by komentar
zmenili a o by spravili inak. Aj ked by Studenti
ocenili komentovanie redlne prebiehajuceho pokusu
pred Tudmi viac ako rozpravanie na mikrofon
pocitaca, boli si vedomi vyhody, ktorti voci tomuto
sposobu tiché video m4, a to ze kazdy komentuje t
istu situaciu bez toho, aby bol ovplyvneni tym, ¢o uz
predtym pocul.

4.4 Zhrnutie vysledkov prieskumu

Na zaklade vysledkov prieskumu mozeme
konstatovat’, ze prvé oCakavanie, ze Studenti budi
pouzivat spravne odborni terminologiu, sa
potvrdilo. AvSak nepotvrdila sa jeho druha cast,
kedy sme ocakavali, ze v komentaroch sa nevyskytna
fyzikalne nezrovnalosti. Studenti za obsahovu &ast’
dostali v priemere 6,67 boda z 15-tich (44,5 %),
pricom za terminoldgiu sme udelili priemerne 1,67
boda z 2 bodov (83,5 %).

Vo formalnej casti Studenti dosahovali
v priemere 9,16 boda z 10-tich, ¢o teda potvrdzuje
naSe druhé oCakavanie, Ze si Studenti dokazu vhodne
zadelit' ¢as pri komentovani videa. Taktiez to
vypoveda o tom, Ze sa Studenti snazili vlozit’ nieco
originalne do svojho komentira, nepouzivali
parazitické slova, pri vysvetlovani nepreskakovali
dolezité kroky, zvladli technickll stranku nahratia
komentara k videu a ich komentar bol celkovo
zrozumitelny.

Z diskusie so Studentmi vyplynulo potvrdenie
treticho ocakavania, kedy sa Studenti vyjadrili
k nedostatkom svojho komentara, ale aj k jeho
pozitivhym aspektom, a teda zaujali k nemu kriticky
postoj.

5 Zaver

Nasim ciel'om bolo overit’ moznosti vyuzitia tich¢ho
videa v priprave Studentov ucitel'stva fyziky. Preto
sme vytvorili stbor takychto tichych videi. Taktiez
sme realizovali prieskum zamerany na hodnotenie
tichého videa, v ktorom sa potvrdili nase ocakavania.
Za najdolezitejsi aspekt celého  prieskumu
povazujeme potvrdenie nasho ocakavania, ZzZe
Studenti po vypocuti svojho komentara nahratého
k tichému videu, k nemu dokdzu zaujat kriticky
postoj, ¢o im moze pomoct Vv priprave na svoje
povolanie.
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Abstrakt: V tomto ¢linku prezentujeme dolezi-
tost” vyuCovania digitdlnej bezpeCnosti pocas povin-
nej Skolskej dochadzky. Ukazujeme, ako je tato t€éma
implementovana v zahrani¢nych vzdelavacich systé-
oblasti digitalnej bezpecnosti. TaktieZ pripdjame vy-
jadrenia slovenskych pedagégov, zo zdkladnych a
strednych §kol, k tejto téme.

Kliicové slovad: digitdlna bezpecnost’, vzdeldvanie,
kurikulum, informatika

Poznamka:

Tato praca vznikla ako sucast’ projektu Prevencia kri-
minality v digitdlnom veku, ktorého riesitel’om je In-
dicia, n.o. a bol realizovany s podporou MV SR, pozri
[Kalas et al., 2019].

1 Téma digitalnej bezpecnosti

Rychly rozvoj digitdlnych technolégii priniesol ok-
rem mnozstva vyhod aj rizik4, ktoré nie sd na prvy
pohl’ad dostato¢ne jasné, avSak online prostredie pri-
ndsa podobné ndstrahy ako ru$né ulice vel'’komesta,
bez nutnosti vyjst’ z domu. Denne sa stretdvame s di-
gitdlnymi technolégiami, no neuvedujeme si rizika,
ktoré prinasaji. Aby sme vedeli technolégie pouZi-
vat’ zodpovedne a bezpecne, potrebujeme tieto rizika
poznat’. Britskd vlidda si v roku 2008 objednala od
psychologic¢ky T. Byronovej spravu, ktord popisuje
bezpecné spravanie sa deti v digitdlnom veku. Sprava
rozliSuje 3 okruhy rizik [Byron, 2008]:

e obsah (content) - internet zvysil pristupnost
mladych I'udi k nevhodnému obsahu, napr. se-
xudlnemu, nenavistnému, surovému alebo neze-
lanému komerénému,

e kontakt (contact) — za potencidlne nebezpecny
kontakt povazuje sprava situaciu, kedy je diet'a
nezelane kontaktované cez internet, napr. s

*horvathovall5@uniba.sk
tivan. kalas@fmph.uniba.sk

ciel'om e-Sikanovania (kyberSikanovania) alebo
iného obt’aZovania,

e spravanie (conduct) — nevhodné a nebezpecné
spravanie v online prostredi predstavuje ilegdlne
st ahovanie, zverejiovanie osobnych informacii
a s tym suvisiace zneuZzitie, napr. ukradnutie on-
line identity.

Rodicia na to Casto reaguju tak, Ze radSej svojim
det'om nedaju k digitdlnym technol6gidm pristup. V
[Kalas et al., 2013] piSe: Ak sa vsSak (aj tak mdrne)
snaZia odopriet’ det’ om prileZitosti, aby sa ucili roz-
pozndvat’ rizikd a Zit' s nimi, iba zvySujii ich zrani-
tel’nost’. Riskovanie je prirodzenou sicast’ ou vyvoja
deti, je jednou z hnacich sil ich ucenia sa a objavova-
nia. Ak chceme, aby sa nase deti ucili Zit’ s rizikami,
ktoré na ne striehnu napr. na internete, musime ve-
diet’, o aké rizikd vlastne ide a, ¢o z toho vyplyva.

Ako, teda ucit’ deti o rizikach na internete, ked’ ani
rodicia nestthaju sledovat’ vyvoj digitdlnych techno-
16gii? V [Kalas et al., 2019] popisujeme komplexné,
kvalitné a efektivne vzdelavanie, ktoré ma za ciel” sle-
dovat’ vyvoj technol6gii a oboznamovat’ Ziakov so
v8etkymi rizikami, ktoré prind$aji; musi byt’ imple-
mentované vo vSetkych stupiioch vzdeldvania, nielen
v informatike a musi byt akceptované celym $kol-
skym prostredim, nielen ako prierezovd téma, ale
kazdy ucitel’ musi mat’ o tejto problematike prehl’ad.

Na Slovensku st rdzne iniciativy, ktoré sa tejto
problematike venuji. Zndme rozpravky ovce.sk,
kybersikanovanie. sk, nezavislost.sk,
stopline.sk, fungujice v rdmci platformy
zodpovedne . sk TaktieZ sa zapdjaju aj d’alsi do boja
proti faloSnym sprdvam a hoaxom: checkbot.sk -
odhal’'ujuci falo$né spravy cez Messenger a Dennik
N s réznymi priruckami pre skoly (Klamstva a kon-
Spirdcie, ako funguji média a pod.). Komplexnému
Skolstvu chyba ndrodnd podpora, reakcia zo strany
§tatu. V krajindch ako Britdnia, Austrdlia ¢i Novy
Z€land maja vSetky portdly pod hlavickou minis-
terstva Skolstva. Okrem oficidlnych metodickych
dokumentov na vyuCovacie hodiny ponukaji aj
pocitacové hry, ktoré pomdhaji Ziakom orientovat’
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sa bezpecne v digitdlnom svete.

Preto sa v najblizs§ich odsekoch poktsime presku-
mat’, ako na fenomén bezpecnosti reaguje nas inovo-
vany Statny vzdeldvaci program, a to (a) v predmete
informatika, (b) v d’alSich predmetoch, a napokon (c)
z pohl'adu rdznych prierezovych tém, a ako reaguji
rozne zahrani¢né vzdeldvacie systémy. Predstavime
pohl’ad niekol'kych ucitel'ov informatiky na to, aké
oblasti bezpecnosti v kontexte vzdeldvania povazuji
za dolezité, a ako ich oni sami implementuji do vzde-
lavacieho procesu. Zo vSetkych tychto vstupov v za-
vere navrhujeme konsolidovani mapu rdznych po-
hl'adov na bezpecnost’ v digitilnom veku a jej as-
pektov a tém, a to v prostredi formdlneho vzdeldva-
nia a taktieZ navrhujeme prvi (vychodiskovi) itera-
ciu toho, akd dlohu by v implementicii tychto po-
hl’adov na bezpecnost’, a jej rdznych tém, mala hrat’
Skolskd informatika a ktoré z tychto tém by sa mali
premietnut’ do vzdeldvacich obsahov inych predme-
tov, resp. by sa mali produktivne implementovat’ ako
prierezové témy.

2 Analyza vzdelavacich systémov

Najprv ukdZeme ak4 je situdcia u nas na predmete In-
formatika, v inych predmetoch, a ako sa venuju bez-
pecnosti v zahrani¢nych vzdeldvacich systémov. Na
zaver ponukame zopdr vyjadreni pedagdgov zo za-
kladnych a strednych Skol.

2.1 Na Slovensku

Inovovany Stitny vzdeldvaci program (iSVP)
pre informatiku sa najviac venuje bezpeCnosti v
tematickom okruhu Informacnd spolocnost’ [sii-
casné trendy digitdlnych technologii a ich vplyv
na spolocnost'(limity a rizikd) a odhadovanie
ich dalsieho vyvoja, ich vplyv na ucenie sa)
[Stitny pedagogicky tdstav, 2014], no pouZivanie
digitalnych technoldgif je aj v ostatnych tematickych
okruhoch, okrem Algoritmického myslenia. Chybaji
tam, ale explicitne popisané rizika suvisiace s digi-
tdlnou bezpecnost'ou. Neinformatické predmety a
prierezové témy sivisiace s bezpecnost'ou Ziakov
v digitdlnom veku sme priamo na$li len v predmete
etickd vychova (4. a 9. ro¢nik Z8) [rozlisit’ na pri-
kladoch pozitivne i negativne vplyvy televizie a inych
komunikacnych prostriedkov; diskutovat’ o vyhoddch
a nevyhoddch pouZivania internetu]. Podobne, ako
pri informatike, tieZ sa v ostatnych predmetoch

spomina pouzivanie digitdlnych technoldgii, ale
nezameriavaju sa na ich bezpecnost’.

2.2 Zahranic¢né vzdelavacie systémy

Analyzovali sme ndrodné kurikulum Anglicka, Aus-
tralie, Nového Zélandu, spolo¢nti iniciativu niekol -
kych americkych institicii, vyznamnych pri formo-
vani vzdelavacich politik jednotlivych Statov v USA a
napokon prebiehajticu pripravu reformy Rdmcového
vzdelavacieho programu v Ceskej republike.

PodI’'a anglického kurikula nového predmetu Com-
puting [Department for Education, 2013a] je ciel om
informatického vzdeldvania, aby si Ziaci rozvinuli
tvorivost’ a informatické myslenie (computational
thinking) tak, aby mohli lepSie spozndvat’ nas svet,
a aby ho mohli menit’ k lepSiemu. Odporica tiez
prepdjat’ toto myslenie s matematikou a matematic-
kym myslenim, vedou, dizajnom a technolégiami tak,
aby Ziaci dokazali vytvarat’® zmysluplné programy,
informatické systémy, modely a digitdlny obsah. Dal-
$im ciel'om predmetu je prispiet’ k tomu, aby boli
Ziaci digitdlne gramotni, a aby sa dokdzali vyjad-
rovat’ a prezentovat’ aj pomocou digitdlnych tech-
nolégii. Ziaci, ktori absolvuji tento predmet, maji
byt zodpovedni, kompetentni, sebaisti a tvorivi po-
uzivatelia technol6gii. Na tvorbe tohto vzdelavacieho
programu spolupracovali najmd BCS (British Com-
puter Society) a vladou financovand iniciativa CAS
(Computing at School).

Aj v Austrdlii [Australian curriculum, 2015] uva-
7Zuji o transformdcii doterajSej stratégie na novy
predmet Computing. Zatial' v§ak Skoly realizuju po-
vinny predmet Technoldgie, ktory sa deli na Digi-
talne technolégie a na Dizajn a technolégie. Cast
Digitalne technolégie ma za ciel’ rozvijat’ vedomosti
a zrucnosti, ktoré zabezpecia, aby Studenti individu-
dlne a spolocne vedeli navrhnit’, vytvorit’, spravo-
vat’ a ohodnotit’ inovativne a udrzatel'né digitdlne
rieSenia, ktoré napfﬁajli potreby budicnosti, aby ve-
deli sebaisto pouzivat’ digitdlne systémy, aby doka-
zali uc¢inne a efektivne automatizovat’ transforméciu
dét na informécie a tvorivo komunikovali svoje na-
zory a myslienky prostrednictvom r6znych informa-
tickych nastrojov.

Na Novom Zélande [Ministry of Education, 2017]
pripravuji nové kurikulum, ktoré ma byt’ uc¢inné od
roku 2020 a ma posilnit’ poziciu digitdlnych techno-
16gii. Ciel'om tejto zmeny je zaruit’, aby mali vSetci
Ziaci prileZitost’ stat’ sa schopnymi a digitdlne gra-
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motnymi 'ud’'mi. Tato zmena si sI'ubuje umoZnit
Ziakom rozvinut’ svoje zrucnosti, aby boli tvorivymi
tvorcami digitdlnych riesenfi a nie iba pouZivatel'mi a
konzumentmi digitdlnych technolégii.

Konzorcium americkych institicif (niektoré z nich
maju este Sirsie, az globalne pdsobenie, napr. ACM)
prislo so spolo¢nou predstavou moderného informa-
tického vzdeldvania pre kaZzdého Ziaka pod ndzvom
K-12 Computer Science Framework [K12CS, 2016].
Partnermi si ACM (Association for Computing Ma-
chinery), Code.org, CSTA (Computer Science Tea-
chers Association), Cyber Innovation Centre a Na-
tional Math and Science Initiative. Vystupom tejto
spoluprace je navrh vzdeldvacieho obsahu pre kaz-
dého v predmete Computer Science. Autori chcu,
aby sa ziaci vd’aka tomuto predmetu transformovali z
pocitacovych pouzivatel'ov na digitdlne gramotnych
tvorcov, ktori sd zruéni v pouzivani informatickych
konceptov a postupov. Navrh obsahuje moduly Po-
¢itacové systémy; Siete a internet; Bezpecnost’ v di-
gitdlnom svete; Déta a analyza; Algoritmy a progra-
movanie; a Vplyvy digitdlnych technolégii na spoloc-
nost’.

Dal3i zdroj, ktory sme pouzili, je vysledkom zauji-
mavej snahy ¢eského Narodniho dstavu pre vzdéla-
véani o reformu informatického vzdeldvania v Ce-
chéach. Jej cielom je zaviest’ (prvykrit) na vsetky
stupne Skoly povinny predmet informatika, avsak ex-
plicitne pomenovat’, ¢o maji byt jeho vylucne in-
formatické ciele. Vsetky d’alSie zlozky tradicnej ,,in-
formatiky®, teda rozvoj digitalnej gramotnosti a zruc-
nosti v pouzivani softvérovych ndstrojov majd po no-
vom zabezpecovat’ (vSetky) iné predmety.

2.3 Nazory Slovenskych pedagégov

V rozhovoroch s pedagégmi zo zdkladnych a stred-
nych §kol na Slovensku sme zist'ovali, aké témy po-
vazuji za dolezité pri vyucbe bezpecnosti v digital-
nom veku a akym problémom celia. Jednym z ta-
kychto problémov, ktoré vnimajd viaceri ucitelia, je
nedostatocnd priprava pedagdgov v tejto oblasti a
maly prehl’ad a nizka droven digitdlnej gramotnosti
rodicov, ktori Casto zaostdvaji za svojimi detmi v
zrucnostiach pouzivat’ digitdlne technoldgie. Z. Lis-
kova, riaditel’ka ZS Ludovita Stdra v Modre hovori:
,» VSetci ucitelia by mali byt v tejto oblasti vzdelani a
byt si vedomi rizik, mali by reagovat’ na potreby Zia-
kov a mali by im ist’ prikladom, niekedy va¢§im, ako
ich vlastni rodi&ia”. Ziaci st mimoriadne vnimavi: ar-

gumentuju, Ze, ked’ si ucitel'’ka zapne na hodine Fa-
cebook ¢i internet banking a nakoniec sa z neho ne-
odhlési, asi to nie je az také nebezpecné, ako ich uci-
telia na informatike ucia. Priddva, Ze je ddleZité Zia-
kom ukézat’ hrani¢né pripady aj ked’ im na zaciatku
nebudu verit’, lebo ani rodicia si ¢asto neuvedomuju,
akym rizikdm sa vystavuju.

Vel'a oblasti bezpecnosti nezapada iba do informa-
tiky, preto na skoldch robia projekty v rdmci multime-
didlnej vychovy, kde sa pracuje s témou autorskych
prav ¢i kyberSikanovania, personalizovanej reklamy
a inych dolezitych bezpecnostnych tém. Mnohi ucite-
lia si uvedomujd, Ze tieto témy by sa mali preberat’ na
etickej vychove, ndbozenstve a slovenskom jazyku.
Témy, ktoré sa vyucuju na hodinidch informatiky, re-
alizujd so Ziakmi 1. stupiia prevaZzne formou hier, ...
,-aby pochopili, Ze nemaju nikde bezddvodne zada-
vat’ svoje hesld, aby vedeli, co méZu dat’ na internet
a, o nie”, pripomina L. Budinska zo ZS Esprit v Bra-
tislave. Pre Ziakov 2. stupefi uZ idd viacej do hibky
prave z informatického hl'adiska. Pani riaditel ka Lis-
kova napr. navrhuje venovat’ sa bezpecnosti najne-
skor od 3. roénika ZS a opakovane so Ziakmi prejst’
otdzky bezpecnosti pri praci s pocitaémi, od sprav-
neho sedenia aZ po nastavenie monitora a zdravy cas
straveny za pocitacom. UCitel' informatiky I. Bezak
z Gymnazia Ladislava Novomeského v Bratislave v
ramci programovania pracuje s haSovanim a na se-
mindroch z informatiky sa venuje témam kdédovania
pomocou stikromného a verejného kl'ic¢a Ci bezpec-
nostnej vrstve. Vd’a¢nou témou st Sifry, napr. formou
filmu alebo ako populdrna prednaska o Enigme. D6-
raz kladie pri praci so zZiakmi aj na kritické myslenie,
uvedomenie si, Ze na internet moze dat’ hocikto ho-
ci¢o a potrebu zvaZovat’ zdroje inform4cii.

Ucitel'ka informatiky V. Dropcovad z Evanjelic-
kého lycea v Bratislave povaZuje za dblezité, aby ,,as-
poni maturanti vedeli, Ze elektronicky podpis nie je
to, ¢o vznikd, ked’ sa podpisujeme na elektronicki
podlozku v banke, aby pochopili pricu antiviruso-
vych programov, aby sa vyvarovali phishingu ¢i phar-
mingu a mali asponi akd-takd Sancu odhalit’ takéto
pokusy. A tiez, aby vedeli, o znamend, ked” sa im
na stranke, ktord si chcud prezerat’, zobrazi sprava o
tom, Ze stranka nema platny bezpecnostny certifikat.
A samozrejme, aby si volili rozumné hesld — nieco,
¢o si 'ahko zapamiitaji, no pritom to bude t'azko od-
halitel'né.”

Ucitel'ka informatiky J. Pekdrovd z Gymnizia
Vel'kd okruznd v Ziline upozorfiuje na problém i-
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renia extrémistickych nazorov, a preto sa venuje ana-
lyze faloSnych sprav a hoaxov.

3 Mapa oblasti digitalnej bezpec-
nosti

Pri analyze ¢ uz iSVP alebo zahraniénych vzdeldva-
cich systémov, kazda krajina k téme bezpecnosti pri-
stupuje inakSie, ¢i uZ maju témy pokryté v predmete
Informatika, alebo v inych predmetoch, pokusili sme
sa spojenim tychto tém vytvorit' jednu konsolido-
vanu reprezentaciu. Rozhodli sme sa vSetky témy za-
radit’ do Styroch pohl'adov: spolocnost’, clovek, data
a technoldgie.

Obr. 1: Mapa roznych pohl’adov na otdazky bezpec-
nosti v digitdlnom veku

Uvedomujeme si, Ze vSetky tieto oblasti so sebou
uzko suvisia a aj t€émy, ktoré pokryvaju sa ¢asto mdzu
zdat’ rovnako relevantné pre ind oblast’. Preto sa na
to pozerajte viac ako jeden systém a nie ako oddelené
disjunktné mnoZziny tém.

3.1 Technolégie:

e Aby pontikali vyhody — vyuZivanie sluZieb, on-
line ndkupy a rdzne softvérové néstroje

e Aby fungovali — pocitaCové a robotické sys-
témy(napr. v zdravotnictve), siet’, siet' ovd ko-
munikécia, internet, softvér a hardvér

3.2

Aby mi neubliZili — netimyselné ohrozenie, fy-
zické ohrozenie, ohrozenie systémami s umelou
inteligenciou

Aby som im neublizil — pravidla pouZivania a
zaobchddzania

Data

St v bezpeci- rozumne uloZené data, prepojené
databazy, virus, Spehovanie

Obsah nevhodny pre mna — reklamy, nevhodny a
nenavistny, vyvinovo neprimerany, nevitany ob-
sah, vyhl'addvanie, regulacia

Obsah, ktory tvorim — vytvéaranie a zverejilova-
nie obsahu

Digitalna stopa — ochrana osobnych dat, reputa-
cia, sukromie

Spolocnost’

Aby vyuZzivala vyhody — komunikécia, drad, ob-
can

Aby regulovala — pravo, regulicie, legédlnost’,
ochrana

Aby mi spristupriovala vyhody — digitdlne ob-
¢ianstvo

Clovek

Aby mi neubliZili ini — falo$né informdcie a
spravy, nevitané presvedcenia, sebapoSkodzova-
nie, nebezpecny kontakt, nezndmy, grooming,
Sikana, kontakt

Aby som neubliZil inym — ochrana a reSpekto-
vanie druhych, Sikana, finan¢né podvody, tero-
rizmus

Ako sa spravam — chrdnim si zdravie? Chovam
sa bezpeCne a zodpovedne? Moj socialny a kog-
nitivny vyvin, netiketa, prdva a povinnosti, ile-
gélne st'ahovanie, gambling, hesld, moja iden-
tita, digitdlna stopa

Som digitdlne gramotny? — rozumiem bez-
pecnosti a rizikdim? Rozumiem hackovaniu?
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Rozumiem moZnostiam, obchodu, komunika- GDPR),
cii? Viem zhodnotit’ zdroje? Mam kritické mys- » o
lenie? Mam informatické myslenie? Vzdeldvam e upravit’ vzdeldvacie programy predmetov tak,
sa. viem tvorit’ aby sa aktudlne, efektivne a komplexne venovali

’ téme bezpecnosti Ziakov v digitdlnom veku, a to

uz od drovne predprimarneho vzdeldvania,
4 Zaver

Pohl’ady na digitdlnu bezpecnost’, ktoré sme nacrtli
v kapitole 3 ukazuju, Ze viaceré témy digitilnej bez-
pecnosti nie su primarne informatické. V Anglicku v
rokoch 2013 a 2014 uskutocnili oddelenie digitdlnej
gramotnosti od zdkladov informatiky a rozvoja algo-
ritmického myslenia, kedy vznikol aj novy predmet
Computing. V éeskej republike: v novom Réamco-
vom vzdeldvacom programe navrhuje vyucovanie di-
gitdlnych technolégii presuniit’ do predmetov, do kto-
rych to naozaj patri, napr. kreslenie do vytvarnej vy-
chovy, tabul'kovy editor do matematiky a podobne.
Vyzaduje to, ale od ucitel'ov vSetkych predmetov,
aby mali dostatocnu digitalnu gramotnost’.

Podobne je to aj s digitdlnou bezpecnost’ ou, dom-
nievame sa, Ze pre kazdd z identifikovanych ob-
lasti je mozné urcit’ ¢i ma charakter prevazne infor-
maticky alebo prevaZne neinformaticky. Témy bez-
pecnosti najviac prispievajicimi do informatiky st
hlavne pohl’ady na Technolégie a Data. Vd'aka nim
Ziaci porozumejud, ako funguji pocitacové systémy,
informacné siete, systémy s umelou inteligenciou a
pod., naucia sa ako funguje elektronicky podpis, ké-
dovanie, dekédovanie a naucia sa pracovat’ s datami.

Pohl’ad na bezpecnost’ v oblasti Clovek sa nim
javi ako prevazne neinformaticky, ktory je zamerany
hlavne na digitdlnu gramotnost’, komunikéciu, digi-
talnu stopu a moju reputdciu ¢i online identitu.

Pohl’ad na bezpecnost’ s ndzvom Spolo¢nost’ po-
vazujeme prevazne za spoloCenskovedny. Viacero
tém je obsiahnutych v inych predmetoch uZ teraz,
no nie dostatone explicitne zameranych na digi-
talnu bezpecnost’ (napr. kyberSikanovanie, zavislost’
a iné).

V tvode sme spomenuli, Ze pri rozvoji digitdlnej
bezpecnosti hra dolezitd tlohu komplexné a kvalitné
vzdeldvanie, a to v rdmci povinnych predmetov pre
kazdého, pocas vsetkych stupniov formélneho vzde-
lavania. Preto navrhujeme:

e revidovat' si¢asny Stitny vzdeldvaci program
a identifikovat’ v lom témy a okruhy, ktoré su
pri dneSnej eurdpskej a slovenskej legislative ri-
zikové alebo neakceptovatel'né (napr. regulcia

e prostrednictvom procesu akreditdcie Studijnych
programov tymto zmendm (vid’ predchadzajuici
bod) prispdsobit’ aj pripravu budicich ucitel’ ov.

e pripravit’, odborne garantovat’ a kontinudlne po-
skytovat’ programy d’alSieho vzdeldvania ucite-
I'ov z praxe na tému bezpecnosti a jej implemen-
tacie na vSetky stupne formélneho vzdelavania.
S tym tzko sdvisi nasledujici bod:

e zaistit’, aby vznikli série modernych metodic-
kych materidlov, ktoré pomdzu ucitel’ om imple-
mentovat’ tieto nové témy do vyucovania.

Ak sa $tit nepostard o kontinudlnu podporu uci-
tel'ov zo 8kl v tejto problematike, nepodarf sa zvy-
$it’ pripravenost’ Ziakov na Zivot a pracu v digitdlnom
veku.
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Abstrakt

Cielom mojej vyskumnej prace je iterativnym
sposobom navrhnut, zostavit a overit’ sériu
materidlov pre pracu s robotickou stavebnicou
LEGO® WeDo 2.0. Materidly budi obsahovat
9 aktivit. Su ur€ené pre ziakov treticho az Stvrtého
ro¢nika zakladnych $kol. Aktivity som nevytvarala
od zaciatku ale pri ich tvorbe som vychadzala
z metodickych materidlov uréenych pre pracu
srobotickou  stavebnicou = LEGO®  WeDo.
Narozdiel od stavebnice LEGO® WeDo je
LEGO® WeDo 2.0 napajana pomocou batérie (nie
je potrebny kabel) a je ovladana pomocou aplikacie
v tablete. To poskytuje vacsi priestor pre stavbu
uplne odlisnych modelov aj iny typ prace so ziakmi.

Vo svojej praci by som mala vytvorit’ pre kazda
aktivitu (a) metodické materidly pre ucitela
(vo forme webovej stranky), (b) k vybranym
aktivitam pracovné listy pre ziaka a (c¢) navody
K nicktorym modelom. Sucastou metodiky bude
technicky popis prace s robotickou stavebnicou
a aplikaciou ur€enou na jej programovanie.

Aktivity maju gradujici charakter a su zamerané
hlavne na rozvoj algoritmického myslenia
a zakladnych programatorskych zru¢nosti. Okrem
tychto vymenovanych zrucnosti, si ziaci vdaka
skupinovej praci rozvijaju komunikaéné
a kooperacné zrucnosti. Samotné konStruovanie
modelov vedie k zlepSovaniu jemnej motoriky
Ziakov.

V sucasnosti prebieha prva faza testovania aktivit.
Pocas nej overujeme vhodnost mnou navrhnutych
zmien a identifikujeme problémy, ktoré prinaSa
technické prevedenie stavebnice s novSou verziou
softvéru.  Overujeme  aktudlnost’  atraktivity
pre ziakov a zrozumitelnost metodického navodu
pre ucitela. Na zaklade ziskanych vysledkov
planujem niektoré aktivity modifikovat. Prvé
vysledky ukazuju, ze bude nutné zmenit niektoré
aktivity (Ahoj robot), ¢i upravit pracovny list
urceny ziakom (Staviame Mila, vedecké vozidlo).
KPuacové slova: robotické stavebnice, LEGO®
WeDo 2.0, prvy stupeii ZS, programovanie

"makasova3@uniba.sk
imayerova@ fmph.uniba.sk

1 Edukacna robotika na Skolach

Vyzvou pre vzdelavanie v 21.storoci je vytvorenie
nového pristupu, ktory reSpektuje zivot ziakov
mimo tried, ako a ich budicu schopnost
zamestnat’ sa. VécSina krajin si uvedomuje, Ze ich
sucasné vzdeldvacie systémy nedokazu ziakov
zaangazovat, alebo ich pripravit na buducnost.
Preto sa, spolocne so zmenou cielov a priorit
vzdelavania, vyvijaji aj sposoby a metody potrebné
pri ich napliani. [Trilling, Fadel, 2012]
Prevladajiicou paradigmou sucasnych teorii
vzdelavania je  doraz  na konStruktivistické
vyucCovanie. Jeho zakladom je myslienka, Ze si Ziak
sdm konstruuje svoje poznanie na zaklade vlastnych
skusenosti.  [Papert, 2005] Technologie su
pomocnym nastrojom [Mikropoulos, Bellou, 2013]
na dosiahnutie tohto ciela.
Prave edukacna robotika vzbudzuje Coraz vicSiu
pozornost’ v Skolskom [Michalikova, Jochmanova,
2018] 1 mimoskolskom prostredi [Horvathova,
Klimova, 2018 ]. Prostrednictvom nej mozu ucitelia
podporovat’ medzipredmetové vztahy ¢i snazit’ sa
ziakov motivovat k uceniu sa prirodovedne
atechnicky zameranych predmetov. Okrem toho
edukacna robotika podporuje a rozvija u ziakov
myslenie v suvislostiach, timova  préacu
a kolaboraciu, ale aj schopnost’ planovat, testovat
svoje postupy a odstrafiovat chyby vo svojom
rieSeni (konstruktérske a programatorské zrucnosti).

2 LEGO® WeDo 2.0

V oblasti edukacnej robotiky ponuka firma LEGO®
sirokii paletu robotickych stavebnic pre ziakov
roznych vekovych skupin [Eduxe]. Pre ziakov
mladsieho Skolského veku (od 7. rokov) je urcena
roboticka stavebnica LEGO® WeDo 2.0.

Zakladna stavebnica obsahuje 280 dielov,
vratane elektronickych dielov ako si motor, Smart
Hub, senzor nakonu a senzor pohybu. Na obsluhu
robotickych modelov sa vyuziva softvér WeDo 2.0
LEGO® Education, ktory je mozné zadarmo
stiahnut' na strankach vyrobcu. Vyhodou tohto
softvéru je nielen jeho kompatibilita s danou
stavebnicou, ale aj Siroka podpora v sucasnosti
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pouzivanych operacnych systémov pre stolné
pocitace aj mobilné zariadenia (napr. tablet),
za predpokladu, ze maju zabudovany bluetooth.
Softvér v sebe integruje ikonické programovacie
prostredie, uzivatel'sky manual, databdzu nametov
na konstrukéné tlohy spolu s ukdzkami programov.
[Lego Education] Programovacie prostredie je
uzivatel'sky prijemné, intuitivne a funguje
na principe skladania prikazov, ktoré¢ su vo forme
puzzle, do vacsieho celku — programu ¢&i Casti
programu, a to metddou t'ahaj a poloz.

3 Vyskum na zakladnej Skole

Prva fazu vyskumu sme realizovali na sukromne;j
zakladnej Skole Esprit, v spolupraci s dvoma
ucitel’kami. Vyskum prebiechal pocas mesiacov
januar az april, v roku 2019. Ziaci boli rozdeleni
do dvoch vyskumnych skupin. Skupinu A tvorili
ziaci treticho ro¢nika, skupinu B Zziaci $tvrtého
ro¢nika. Vyskumu sa spolu zucastnilo 14 Zziakov.
Okrem jedného dievcata vo vyskumnej skupine B,
sa jednalo o slovensky hovoriacich ziakov.

Cielom naSho vyskumu je zostavenie a overenie
série materidlov pre pracu s robotickou stavebnicou
LEGO® WeDo 2.0. Materidly obsahuji 9 aktivit,
S0 zameranim na programovanie, priCom s urcené
pre ziakov treticho az $tvrtého ro¢nika zakladnych
skol. Aktivity som nevytvarala od zaciatku, ale
pri ich tvorbe som vychadza z materialov ur¢enych
pre pracu s robotickou stavebnicou LEGO® WeDo
1.0. [Mayerova, 2015]

Cielom prvej fazy testovania je overenie mnou
navrhnutych zmien. Navrhnuté zmeny si uvedené
pri jednotlivych aktivitach v ¢lanku. Zaujimalo nas,
akym spdsobom ziaci pracovali so stavebnicou, aké
mali problémy pri praci s aplikaciou, ¢i boli schopni
vypracovat’ pracovny list a nakolko boli ulohy
v vhodne gradované. Dalej nas zaujimalo, aké
pripadné problémy so sebou prindSa zmena
ovladania robotickej stavebnice LEGO® WeDo 2.0
oproti stavebnici LEGO® WeDo 1.0 (tablet
namiesto pocitaca). Zamerali sme aj na vzajomné
spolupracovanie vramci skupiny.

Samotnej  realizdcii ~ vyuCovacich  hodin
predchadzalo pripravenie metodickych materidlov
pre ucitela a pracovnych listov pre ziaka.
Metodické materidly su realizované formou
webovej stranky. Pracovné listy dostavali ziaci vzdy
v tlacenej verzii.

3.1 Vyskumné skupiny a zber dat

Vyskumnu skupinu A tvorilo 6 ziakov, pricom bolo
5 chlapcov a 1 dievca. Vyskumnu skupinu B tvorilo
8 ziakov, priCom aj v tejto skupine bolo iba
1 dievca, zvysni 7 ziaci boli chlapci.

Ziaci vykonavali aktivity v 2-3 ¢lennych
tymoch, v zavislosti od aktudlneho poctu Zziakov

na danej vyucovacej hodine. Vo vyskumnej skupine
A, ziakov rozdelovala do skupin ucitelka.
Dévodom bola neochota chlapcov spolupracovat’ vo
dvojici s dievéatom. Ziaci vo vyskumnej skupine B
sa rozdelovali sami. V tejto skupine vSak v pripade
neparneho poctu ziakov na vyucovacej hodine
pracovalo diev¢a samé.

Pocas  kazdej  aktivity  boli  pritomni
na pozorovani viaceri Clenovia zapojeni
do vyskumu.  Okrem priameho pozorovania sa

vsetky oducené hodiny digitdlne zaznamenavali
prostrednictvom fotoaparatu a videa z niekol’kych
kamier.

Ciastoéni analyzu aktivity sme vykonavali
po kazdom oduceni danej aktivity v oboch
skupinach. Pomocou kratkeho interview sme
zistovali néazory zapojenych uciteliek na dant
aktivitu, i na pracu ziakov z pohladu ucitel’a.

Po otestovani vSetkych aktivit je na zaver 1.fazy
naplanované interview so samotnymi ziakmi.

4 Aktivity aich priebeh

V dobe pisania c¢lanku je otestovanych prvych
6 aktivit a zanalyzované prvé 3 =z pripravenych
9 aktivit:

. Ahoj, Robot!

. Staviame Mila, vedecké vozidlo.

. Ventilator.

Ako sa budeme prepravovat’?

Ako sme programovali ventilator?
A predsa sa toci?!

. Sprava veternej elektrarne.
Rekreacna zéhrada

. Co vietko uz vieme.

ONDOUTAWN R

4.1 Aktivita Ahoj, Robot!

V pdvodnej sérii uloh pre roboticku stavebnicu
LEGO® WeDo 1.0 nijdeme tato aktivitu
pod rovnakym nazvom. Jej samotna Struktra
zostala nezmenena. Stale pozostava z troch Casti —
uvodného rozhovoru, stavby vlastného modelu
a zaverecnej prezentacie. Bolo ale potrebné upravit’
metodické materidly pre ucitela. Zahrnula som
do nich zakladné informacie o robotickej stavebnici,
navod, ako pracovat’ so softvérom na jej ovladanie,
a taktieZ postup sparovania tabletu a Smart Hubu.
Dalej som v nich zmenila niektoré predpoklady
predpoklady (ziaci maju skasenost a zvladaju
zakladné ukony s dotykovou technoldogiou)
asamozrejme  pomdcky  (tablet,  roboticka
stavebnica LEGO® WeDo 2.0).

Uvodny rozhovor mal preverit  Zziacke
povedomie o robotoch a robotike. Ucitel mal
v diskusii klast’ otazky typu:

. Poznate slovo robot? Poznate robotov?
. Stretli ste sa uz s nejakym robotom? S akym?
Kde?
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. Z &oho sa skladaju roboti? Co musia
obsahovat’, aby sa mohli hybat'?

e  Na Co sluzia roboti? Aky je ich hlavny ucel?

e  Modzu roboti sami mysliet'?

e Mobzu byt dobri alebo zli roboti?

Ziaci mali nielen odpovedat’ u¢itelovi na dané
otazky, ale aj reagovat’ na odpovede spoluziakov.
Ucitel tak najlahsie zistil, aké maji Ziaci predstavy
a aké pojmy sa im s témou robotika spajaja.

Na konci rozhovoru mal uéitel' ukazat’ ziakom
roboticku stavebnicu LEGO® WeDo 2.0 s tym, ze
aj z takejto stavebnice vieme postavit robota.
Ukézal im zlozenie stavebnice (motor s baterkami,
senzory a obmedzenia spustenia) a postup
na sparovanie stavebnice (Smart Hubu) s tabletom.
Naésledne sa ziaci mali rozdelit’ do skupin a mali za
ulohu postavit’ svoj vlastny model robota. Pouzit’
mali stavebnice LEGO® Wedo 2.0, pricom robotov
ovladali cez softvér v tablete (LEGO® Education
Wedo 2.0).

Na konci hodiny ziaci predstavili spoluziakom
svoj postaveny model robota v kratkej prezentécii.
Mali sa zamerat’ aj na objasnenie toho, ¢o dany
robot ma robit’ (aki funkciu ma vykonavat).

4.2 Aktivita Staviame Mila, vedecké
vozidlo.

Tato aktivita je zaloZzena na aktivite s ndzvom
Staviame a hybeme lietadielkom. Z konstrukénych
dévodov, som zmenila typ modulu na vedecké
vozidlo. V p6vodnej aktivite boli Ziakom zadavané
jednotlivé ulohy ustnou formou. Moja Uprava bola
Vv tom, Ze ziaci dostali tilohy zadané na pracovnom
liste. Bolo nutné, aby som zadanie jednotlivych
uloh aj preformulovala, aaplikovala ho priamo
na vybrany model. Povodne bolo napriklad zadané,
Ze 7iaci maju naprogramovat tocenie vrtule takym
sposobom, Ze sa bude striedavo toéit’ par sekund
doprava a par sekiind dolava. V mojom pracovnom
liste Ziaci testuju, ako sa bude Milo pohybovat’, ked’
sa dostane do oblasti, kde je vela serpentin.
Z programatorského hl'adiska sa jedna o podobny
typ uloh. Po spusteni jednotlivych programov bol
v§ak patrny rozdiel vo vizuadlnom prejave —
Vv spravani samotného modelu. Zatial ¢o sa
liedatielku iba tocila vrtula do rdznych stran, tu
vedecké vozidlo jazdilo dopredu alebo dozadu.
Na uvod sa spravilo kratke opakovanie na overenie
si zapamatanych vedomosti ziakov
z predchadzajucej hodiny. Po opakovani sa Zziaci
rozdelili do skupin a dostali pracovny list.
Na zaklade neho mali vykonavat svoju dalSiu
¢innost — postavit' funkény model robota Mila
a otestovat’ jeho funkénost, pomocou vybranych
prikladov.

Priklady v pracovnom liste boli zamerané
na prikazy cakaj, hyb motor isty Cas, nastav silu
motora a opakuj. Ziaci vlastnou tvorivou &innostou

mali zistit, o tieto prikazy sposobuju a ako sa ich
pouzitie prejavi na vedeckom vozidle Milo.

4.3 Aktivita Ventilator.

Tato aktivita ma rovnaky néazov ako aktivita,
na ktorej je zalozena. V pdvodej aktivite, Ziaci
stavili model podl'a fotonavodu. Novy softvér pre
stavebnicu LEGO® WeDo 2.0 vSak v sebe
uz obsahuje navod na stavbu modelu ventilatora. To
som sa rozhodla vyuzit. Ziaci tak v pripravenom
pracovnom liste dostali iba pokyn, ze navod najdu
Vv aplikacii. V pdvodnej aktivite za fotonavodom
nasledoval zoznam tloh, ktoré mali ziaci vykonat'.
Tieto ulohy som prerobila do podoby pracovného
listu. Zadanie uloh som zmenila tak, ze som ulohy
obohatila o interaktivne prvky. Ziaci musia
Vv jednotlivych tlohach nie¢o dopisovat’ alebo
dokreslovat’. Zaroven som ho rozdelila na dve Casti.
Prva ¢ast obsahuje ulohy, ktoré na svoje
otestovanie nepotrebuji sensor, v druhej ¢asti je uz
pritomnost’ senzoru nevyhnutna.

Aktivita sa sklada z dvoch casti. Prvou ¢astou je
opakovanie. Ziaci mali za ulohu povedat, &o si
pamitaju z predoslych hodin robotiky. Zamerat’ sa
mali nielen na kons$trukénu cast, ale aj na cast
programatorskd. Do diskusie sa mali zapojit’ vsetci
ziaci, pricom kazdy zo ziakov mal povedat’ nieco
originalne.

V druhej Casti hodiny mali postavit’ a rozhybat
ventilator. Sucast'ou tejto aktivity je duhy pracovny
list. Ulohy v fom sa zameriavaji hlavne
na programovanie. Jednotlivé ulohy maju postupne
gradujuci charakter. Zacinaju ulohami
na opakovanie. St zamerané na pohyb motora.
Po vyrieseni prvej sady uloh mali Ziaci pripojit
senzorom naklonu a riesit’ ulohy zamerané na pracu
s nim.

V zavere hodiny malo prebehnut spolocné
zhrnutie. Od tejto hodiny sa zarovent do hodnotenia
zakomponovalo aj ziacke hodnotenie spoluziakov
prostrednictvom met6édy odznakov.

5 Vysledky aktivit

Na zaklade vysledkov z vyskumu sme sa snazili
analyzovat’ nasu realizovanu aktivitu, a v pripade
potreby budeme aktivity modifikovat. Vhodnost
zmien sa bude iterativne testovat’ v 2. faze.

5.1 Aktivita Ahoj, Robot!

Aktivita pozostavala z dvoch hlavnych casti. Kazdu
z nich sme vyhodnotili samostatne.

5.1.1 Diskusia

Diskusia prebehla podla olakévania. Ziaci sa
v oboch skupinach zapajali do diskusie. Medzi
oboma skupinami bol ale znaény rozdiel
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Vuvazovani aj vo vyjadrovacich schopnostiach.
Vyskumna skupina B, sa do diskusie zapajala
aktivnejsie. Ziaci reagovali nie len na otdzky
ucitel’a, ale aj na odpovede spoluziakov. Mohlo to
byt’ spdsobené jednak vekom Ziakov, alebo tym, ze
hodinu vo vyskumnej skupine A som viedla ja, nie
ucitel’ka, na ktort boli zvyknuti.

Na otazku o je robot zazneli odpoved:

“Je to stroj.” (A skupina)

“Je to maSina, ktora urobi veci
(B skupina)

“Elektricky vynalez, ktory vymysleli I'udia, aby
si ulah¢ili robotu.” (B skupina)

Ako priklady robotov, s ktorymi sa stretli,
v oboch skupinach odzneli tablety, notebooky c¢i
roboticky vysava¢. V A skupine mal jeden ziak uz
sktsenosti so Spherom. V B skupine boli Ziaci
starSi. Ako robota identifikovali aj Zeriav alebo
bankomat. Prekvapivo neodznelo, ze sa s robotmi
stretli vo filmoch, a nepredstavovali si robota iba
ako humanoidny kovovy stroj.

Na otazku, ¢i existuju dobré a zlé roboty, boli
odpovede:

“Roboty sa mozu pokazit’.

“Su zI¢é, ked’ je zla batéria.”

“Ked’ je robot zle naprogramovany.”

Pri otazke ¢i sa vie robot rozhodovat sam
zazneli odpovede:

“Nie. Musime mu povedat’ ¢o ma robit’.”

“Musi byt naprogramovany.”

Ale zaznela aj odpoved’:
“Ano. Ked’ ma umelu inteligenciu.” (B skupina)

Tato odpoved’ podnietila kratku diskusiu o tom,
o je to umela inteligencia. Ziacka predstava bola
takd, ze my mame mozog a roboti nieco iné, ¢o ich
ovlada — nejaku umelt inteligenciu.

Pri otazke, Na ¢o nam roboti sluzia, dospeli obe
skupiny k zaveru, Ze roboti ndAm maji pomahat’.

Obe skupiny sa zhodli na zlozeni robotov — Ze
musia obsahovat’ nejaké suciastky, ktoré mozu byt
z r6zneho materialu, potrebuju nejaky druh pohonu
(palivo, elektricka energia).

za teba”

ER]

5.1.2 Stavba vlastného modelu
Po tvodnej diskusii sa ziaci rozdelili do skupin
a dostali tablety spolu s robotickymi stavebnicami.
Ziaci vo vyskumnej skupine A sa najskor
pokusali zostrojit' auticko. Mali vSak problémy
so stavbou modelu bez navodu. V  Cisto
chlapéenskych skupinidch ziaci medzi sebou
spolupracovali. ZmieSana skupina chlapec a dievca
mala so spolupracou problém. Nedokazali sa
dohodnut. Chlapec neuznaval napady od dievcata
anechcel jej dovolit ni¢ robit. Ziaci nakoniec
zostrojili r6zne modely vrtuliek. Skusali ndhodne
vkladat’ ikony do plochy — jedna skupina testovala
farby, vsetky skupiny testovali rychlost. Zaujimali
sa hlavne o to, akd rychlost je maximalna.
Nepodarilo sa im vSak na to prist. Znacny problém

bol opit’ v skupine chlapec a dievca, kde chlapec
netoleroval pokusy diev¢ata vyskusat
programovat, ikony z programu jej stale mazal.
Ziaci vo vyskumnej B sa rozdelili na 4 skupiny —
3 dvojice chlapcov a samostatni skupinu tvorilo
dievéa. To uz malo predchadzajice skusenosti
s robotickou stavebnicou LEGO® WeDo 2.0.
Chlapcenské skupiny zo zaciatku tiez chceli stavat’
auticka. Jednotlivé skupiny ale celkom rychlo
identifikovali naro¢nost a uskalia zvoleného
modelu. Preto model prestavali. Dievcatko
postavilo lietadielko, ktoré sa kritilo na mieste.
Prva skupina chlapcov na zacdiatku postavila model
auti¢ka. Pretoze sa vSak iba motal na mieste,
prebudovali na veterny mlyn. Druhd chlapcenska
skupina stavbu auticka tiez vzdala a vyrobila model
kuchynského tycového mixéru. Tretia skupina
auticko skonStruovala, neboli ho ale schopni
rozhybat. Model neprestavali. Ziaci vo vyskumnej
skupine B sa venovali skor stavbe vlastného modelu
nez programovaniu. Postavili sice pekné modely,
programatorsky ich ale nespojaznili.

5.2 Aktivita Staviame Mila, vedecké
vozidlo
Tato aktivita sa skladala zo zaciato¢ného

opakovania, stavby modely vedeckého vozidla,
ktoré je stcastou navodov v softvéri a testovania
jeho funkénosti. Ziaci pracovali s 1. pracovnym
listom.

Uvodné zopakovanie vedomosti
z predchadzajicej  hodiny dopadlo v oboch
vyskumnych skupinach zhodne. Ziaci si zapamatali
vacsiu Cast’ informacii — z ¢oho sa robot sklada, aka
je jeho hlavna funkcia (pomoc 'udom). Po tivodne;j
diskusii sa rozdelili Zziaci do skupin, dostali
pracovné listy, tablety a robotické stavebnice.

V pracovenej skupine A nastal problém uz
na za¢iatku. Ziaci najskor nepochopili, Ze maju
pracovat’ podl'a ndvodu uvedeného v tablete. Zacali
vytahovat Smart Hub a suCiastky a vymyslat,
ako postavia model. Po upozorneni si preéitali, ako
maju postuovat’, ale opat’ nastal problém pri hl'adani
navodu na stavbu modelu. V pracovnom liste stalo,
ze ziaci maju navod najst’ v aplikacii sami. To sa
ukazalo ako nadmieru zlozité. Chvil'u trvalo, kym
sa v aplikdcii zorientovali, ale navod im
v kone¢nom dosledku aj tak ukazala ucitel’ka. Tu je
viditelny rozdiel oproti softvéru, ktory ovladal
roboticku stavebnicu LEGO® WeDo 1.0. V fiom sa
navody na stavanie robotickych modelov hladali
jednoduchsie. Zlozenie skupin bolo odlisné
od predchadzajucej hodiny. Boli pritomni iba
4 ziaci, ktori vytvorili 2 skupiny. Tentokrat bol
s diev€atom iny chlapec a spolupraca bola vyrazne
lepSia. Model postavili vsetky skupiny pomerne
rychlo. Pocas celej fazy stavania skupiny medzi
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sebou diskutovali a porovnavali si aktualny stav
stavby.

Po postaveni funkéného vedeckého vozidla mali
pracovat’ na ulohach uvedenych v pracovnom liste.
Mali postupne zistovat, ako funguji prikazy
na ovladanie motora — nastavovanie rychlosti, sily
otaCania, ¢i vyuzitie prikazu cakaj. Po rozhybani
modelov sa vSak ukézalo, ze ziaci stratili zaujem
0 pracovny list. VAa¢Smi ich zaujalo vlastné
skimanie toho, ¢o je model schopny vykonat
prostrdnictvom prikazov, ktoré si sami navrhnu.
Obe skupiny sa zhlukli na jedno miesto a pracovali
spolocne. Podarilo sa im prist po postupné
zrychlovanie a aj spomalavanie rychlosti motora.
Pomerne dobre pochopili princip toéenie motoru —
ked’ sa motor tocil do jednej strany, vozilo sa hybalo
dopredu, ked’ sa toCilo do druhej strany vozidla sa
vracali spat’ k nim. Jedna zo skupin zapojila motor
naopak. To spdsobilo, Ze program, ktory posuval
vozidla ich spoluziakov vpred, postval ich vozidlo
vzad. Ziaci na zaver hodiny nad touto vzniknutou
zdhadou diskutovali. Podarilo sa im prist aj
na pricinu.

Priebeh aktivity v skupine B bol obdobny.
V tejto skupine boli na danej aktivite pritomni tiez
iba 4 ziaci - chlapci, ktori vytvorili 2 pracovné
skupiny. Jedna zo skupin mala trochu problém
postavit model, nedarilo sa im pospajat’ motor
S kockami. Stéle sa im to rozpadalo.

Oproti vyskumnej skupine A, skupiny pracovali
separovane. Ulohy v pracovnom liste &itali, ale aj tu
bolo badat, Zze pracovny list ziakov nezaujal.
Na konci hodiny usporiadali preteky vozidiel.

5.3 Aktivita Ventilator

Uvodna diskusia v vyskumnej skupina A dopadla
dobre. Ziaci sa zapajali a pomerne si pamitali
modely aj prikazy.

Na hodine bolo pritomnych 5 ziakov — 4 chlapci
a 1 dievca. Problém opdt vyvstal pri vytvarani
skupin — chlapci nechceli byt s dievcatom, zaroven
si ale neboli isti, ¢i zvladne pracovat’ samé.
Nakoniec sa wvytvorili 3 skupiny, dve dvojice
chlacov, dievca pracovalo samé.

Po zadeleni do skupin sa rozdali tablety,
robotické stavebnice a pracovné listy. Ziaci sa tesili,
7ze nebudi musiet model vymyslat, ale ze budu

postupovat’ podla navodu. Pracovné listy
z0 zacCiatku ignorovali, ani ich neprecitali.
Postavenie modelu Ziakom nerobil problém,
zabudali ale sparovat’ Smart Hub s tabletom.

Niektori si ani nepamatali, ako sa to robi, musela im
to ukazovat ucitel’ka.

Prvé ulohy zvladli pomerne dobre, aj ked nie
vzdy uplne porozumeli zadaniu. Spozorovali sme
problém s pojmom ikona — nevedeli, o znamena.
Ked dostali k senzoru, ucitl’ka ziakom poskytla

kratke vysvetlenie a nasledne ich opit nechala
pracovat’ samostatne.

Na konci ziaci porovnavali svoje programi
a diskutovali medzi sebou o rieSeniach.

Vo vyskumnej skupine B bolo pritomnych
6 ziakov — 5 chlapcov a 1 dievéa. V pociatocnej
diskusii si ziaci pamétali postavené modely.
Programatorska Gast’ uz bola na tom horsie. Ziaci
mali napriklad problém spomenut si, ako
zrychlovali vozidlo. Do diskusie sa nezapojili
vsetci, aktivna bola len asi polovica ziakov.

Po diskusii sa wvytvorili 3 skupiny - dve
chlapcenské dvojice a jednu skupinu tvorilo dievéa
achlapec. V tejto vyskumnej vzorke sa najskor
rozdali pracovné listy a tablety. Robotické
stavebnice Zziaci dostali aZ po tom, ¢o si precitali
cely pracovny list.

Ziaci mali men$i problém najst navod
na postavenie ventilatora — ukazala im ho ucitelka.
V tejto vyskumnej skupine Zziaci nemali az taky
problém so sparovanim stavebnice a tabletu ako
v skupine A. Ziaci pracovali pomerne aktivne, aj
ked’ obcas niektoré ulohy preskakovali a zabudali si
do pracovného listu zaznamenavat' svoje rieSenia.
Musela ich na to neustale upozoriiovat’ ucitel’ka.

6 Zaver

Ukazalo sa, ze aktivita Ahoj, Robot! sa bude
musiet’ celd prepracovat. Uvodna diskusia moze
zostat’” zachovana, stavba vlastného modelu sa ale
z aktivity bude musiet’ vypustit. Hoci sa v povodne;j
sérii aktivit pre LEGO® WeDo 1.0 osveddila,
pre stavebnicu LEGO® WeDo 2.0 je nevhodna.
Ukazalo sa, ze mladsi ziaci maji problém
vymysliet vlastny model a star§i Zziaci, majl
problém postavit’ model, na ktorom by boli schopny
otestovat’  jednotlivé  programovacie funkcie.
Jednym z dévodom ziskania rozdielnych vysledkov
pre jednotlivé stavebnice moze byt fakt, Ze
stavebnica LEGO® WeDo 2.0 obsahuje iné
zloZenie suciastok, ktoré umoziuju stavat’ odlisny
typ modelov nez predtym. Stavba vlastného
modelu by mala byt nahradena stavbou podla
navodu.

Pri aktivite Milo, vedecké vozidlo bude potrebné
prepracovat’ pracovny list. Je potrebné upravit
ulohy tak, aby boli viac interaktivne, tj. Ziaci buda
nuteni s listom pracovat’ — napr. dopisovat’ do neho,
dokresl'ovat’ kddy alebo vyberat’ spravne rieSenie.

V aktivite Ventildtor je potrebné hlavne
preformulovat’ niektoré zadania v pracovnom liste
tak, aby boli konkrétnejSie. Pri stcasnej formulacii
ziaci nevedeli, ¢o sa od nich vlastne vyzaduje.
Pocas tejto aktivity prisli deti prvy raz do styku
so senzorom naklonu. Preto by sa do listu mala
doplnit’ 1loha, v ktorej budi musiet jasne
identifikovat’ polohu senzora, podl'a jeho ikonky. To
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by malo sluzit’ k tomu, aby si Ziaci spravne priradili
obrazovi reprezentaciu K spravnemu vizualnemu
prejavu.

Okrem toho je vhodné doplnit’ v oboch listoch
k zadaniu uloh policko, do ktorého by ziaci
zaznacili, Ze uz danu ulohu vyriesili. Vyhlo by sa
tym problému s preskakovanim uloh. Je tiez nutné
jednotlivé tlohy opticky vyraznejsie oddelit’, aby
ziakom nesplyvali.

Diskutabilné je, ¢ nahradit pojem ikona,
S ktorym mali ziaci problém, inym vyrazom.
Alternativou k tomu je, ze tento pojem, rovnako
ako pojem program, zavedieme uZ na prvej hodine,
pri prvej aktivite.

Vsetky tieto zaznamenané pripomienky sa
zapracuju do druhej verzie aktivit, ktoré sa budu
nasledne dalej testovat v 2.faze. To ukaze,
¢i vykonané¢ zmeny budu dostatocné, alebo bude
potrebnad ich d’al$ia modifikacia.
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Abstrakt

Code review je pomerne beznou sucastou
programovania VIT firmach. Vyskumy a prax
dokazuju, ze tato aktivita mdze vyrazne zlepsit
a zefektivnit  skiimany kod. V realizovanom
vyskume sme aplikovali code review do vyucovania
na strednej Skole. V tomto prispevku prezentujeme
Ciastkové vysledky nasho vyskumu, ktoré sa tykaju
programovania projektov.

KPiacové slova: Code review, Projekty, Stredna
skola, Programovanie

1 Uvod

Code review je aktivita, pri ktorej programator
kontroluje (cudzi) programovy kod, v ktorom sa
snazi najst’ a odstranit’ chyby a tym zlepsit’ kvalitu
programu [1]. Recenzovanie kodu v praxi pouzivaju
mnohé vel’ké aj mensie IT firmy, napriklad Google,
Facebook, Microsoft. Pouzivanie code review
opisyju vacsinou vo forme firemnych blogovych
¢lankov [2, 3, 4].

Ako ukazujii viaceré¢ vyskumy, vzdjomné
recenzovanie programového koédu v timoch pro-
fesionalnych programatorov vedie k vyznamnému
zlepSeniu kvality programového koédu a celkovej
efektivnosti vyvoja projektu [5, 6].

Tato aktivita moze priniest’ aj Studentom rbézne
benefity napomahajice k zlepSeniu ich Studijnych
vysledkov, prispiet’ k rozvoju ich interpersonalnych
zrucnosti (z angl. soft skills) a posilnit’ socidlne
ucenie sa [7, 8].

Vicsina publikovanych vyskumov zaoberajicich
sa vyuzitim code review vo vzdeldvani, bola z pro-
stredia univerzitnych kurzov [1, 9, 10]. Pokial ide o
vyskum v tejto oblasti na Slovensku, nenasli sme
ziadnu relevantnu publikaciu tykajucu sa strednej
Skoly. Preto sme sa pred viac ako rokom zacali
takémuto vyskumu venovat. V tomto c¢lanku
prinasame ciastkové vysledky nasho vyskumu.

ivetkacs@gmail.com

L

kubincova@fmph.uniba.sk

2 Code review na strednej Skole

V snahe vyskuasSat' zapojenie techniky code review
do vyucovania na strednej skole a zistit’ jej vplyv na
ucenie sa ziakov sme navrhli aktivity spojené s tou-
to technikou a otestovali ich v podmienkach
bezného vyucovania.

Vyskum bol realizovany pocas Skolského roka
2017/2018 na hodinach informatiky v dvoch
triedach tretieho ro¢nika bilingvalnej strednej Skoly,
pocas vyucby informatického celku Algoritmické
rieSenie problémov. Vyucba tohto celku prebiehala
od novembra do jina, takze vyskum zasahoval do
oboch polrokov. Ziaci mali jednu hodinu
informatiky do tyzdna.

Ziaci uz v  predchddzajuicom  roéniku
programovali v jazyku Python, priCom sa stretli so
zakladnymi grafickymi prikazmi kniznice tkinter, s
nahodnymi ¢islami, premennymi a cyklom for. Toto
ucivo bolo najprv preopakované, a nasledne sa
pokracovalo novymi témami: funkcie, udalosti
mysi, kldvesnica, podmienky, ¢asovac¢ a posuvanie
objektov canvasu.

Do vyucovania boli zapojené dva typy aktivit s
code review:

e Malé recenzie, ktoré prebiehali formou kratke;j
pisomky po prebrati nejakého celku. Ziaci tu
recenzovali vzdy dva kratke nami pripravené
programy. V prvom z nich mali za ulohu zistit,
¢o dany programovy kod vykona, v druhom
bolo treba v zadanom programe najst chyby
(syntaktické aj logické) a spravne ich opravit.
Podrobnejsie informacie o tejto aktivite boli
publikované v inych naSich pracach [11, 12]
a budu publikované v diplomovej praci.

e Recenzie projektov. Ziaci pocas skolského
roka dostali naprogramovat’ dva projekty — prvy
v l.polroku, druhy na konci 2.polroka.
Vysledky boli ¢iastotne publikované v nasej
praci [12], budu publikované aj v [13] a
diplomovej praci.

Analyze samotné¢ho recenzovania je venovany
tento prispevok.
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3 Recenzovanie projektov

Po uskutoc¢neni niekol’kych malych recenzii, ktoré
bolo mozné chapat’ ako tréning, sme ziakov nechali
recenzovat’ si navzajom projekty. Pri tejto recenzii
teda uz iSlo o vzijomné komentovanie
programového kodu vytvoreného samotnymi ziakmi
— ¢Cize o aktivitu, ktorda bola podobnejsia
skutocnému code review.

Vzajomné recenzovanie projektov sme v Skol-
skom roku 2017/2018 vyuzili dvakrat. Prvy projekt
dostali ziaci vypracovat’ pocas zimnych prazdnin,
¢o bolo len zopar tyzdiiov po tom, ako sa na
informatike zaCalo preberat’ programovanie. V tom
Case mali okrem preopakovaného uciva z pred-
chadzajuceho rocnika zvlddnuté nahodné farby,
cyklus for, funkcie, udalosti na klikanie mySou a
udalosti s klavesnicou. Na celil projektova aktivitu
vratanie komentovania mali ziaci 5 tyzdiiov. Druhy
projekt dostali zadany ku koncu programatorského
celku (v aprili), ked mali prebraté navyse
podmienky, Casovac a postuvanie objektov canvasu.
Ked’ze v projekte bolo treba vyuzit’ vsetky ziskané
vedomosti, bol znaCne  obtiaznejsi, ako
predchadzajici. Ziaci si vyziadali dlh§iu dobu na
jeho vypracovanie, takze suhrnny cas, pocas
ktorého sa mu venovali, bol 7 tyzdnov.

Pri prvom projekte si ziaci vyberali jedno z troch
zadani — preteky, skicar a pohladnica — takze v
kazdej skupine sa projekt s rovnakym zadanim
mohol viackrat opakovat. Kazdé z tychto zadani
bolo podrobne Specifikované.

Pri druhom projekte sme ziakom ponukli
sedemnast’ roznych zadani — napr. Kamen-Papier-
Noznice, Sportka, Odrazanie lopticky,
Sofistikovany skicar, T-Rex, a pod. — a mali si z
nich vybrat jedno tak, aby sa v danej skupine
ziadne zadanie neopakovalo. Aj pri tychto
projektoch boli presne stanovené $pecifikacie. Ziaci
si mohli navrhnut a dat’ schvalit’ aj svoju vlastni
tému projektu.

3.1 Ucéastnici

V prvom polroku sa vyskumu z¢astnilo 52 ziakov,
v druhom polroku 55 zZiakov (pozn. traja Ziaci, ktori
prestapili do tried v 2.polroku, programovali
naposledy v druhom ro¢niku).

Ziaci boli rozdeleni do S$tyroch vyucovacich
skupin. V skupine 3A1 bolo 13 Ziakov, z toho traja
chlapci (v 2.polroku plus 1 ziak), v skupine 3A2
bolo 14 ziakov, z toho pét’ chlapcov. V skupine 3B1
bolo 12 Ziakov (v 2.polroku plus 1 Ziacka), z toho
Styria chlapci a v skupine 3B2 bolo 13 ziakov (v
2.polroku plus 1 ziacka), z toho Sest’ chlapcov.

3.2 Metodika vzajomného recenzova-
nia

Vzajomné recenzovanie projektov prinieslo do pro-
jektovej aktivity novy aspekt — moznost opravit,
resp. vylepsit’ svoj projekt na zdklade komentarov
ziskanych od spoluziakov. Celil pracu na projekte
bolo mozné rozdelit' do troch zakladnych faz: A.
vyvoj projektu, B. recenzovanie spoluziakovho
projektu, C. uprava vlastného projektu. Jednotlivé
fazy zahrnali nasledovné kroky:

A. Vyvoj projektu

1. Vyber jednej z ponukanych tém projektu

2. Naprogramovanie projektu

3. Odovzdanie projektu na recenzovanie
B. Recenzovanie spoluziakovho projektu

1. Pridelenie projektov na recenzovanie

2. Komentovanie prideleného projektu

3. Odovzdanie okomentovaného projektu
C. Uprava projektu

1. Vratenie okomentovaného projektu jeho

autorovi

2. Uprava,

projektu

3. Odovzdanie finalnej verzie projektu na

hodnotenie uéitel’kou

Prva faza — vyvoj projektu — trvala v pripade
prvého projektu tri tyzdne a v pripade druhého
projektu az piat tyzdnov. Tento predlzeny Ccas
vyplyval nielen z vysSej naroc¢nosti druhého
projektu, ale aj z toho, Ze ziaci ho vyvijali popri
inych Skolskych povinnostiach, zatial ¢o prvy
projekt vypracovavali v ¢ase prazdnin.

KedZe sme nemali k dispozicii Ziadny nastroj na
distribuovanie programov a recenzovanie prog-
ramového kodu, ktory by bol vhodny pre pouzitie
na strednej Skole, ziaci nam odovzdavali svoje
projekty  prostrednictvom e-mailu.  Jednotlivé
projekty sme pridelili inym ziakom na recenzovanie
tak, aby autor a recenzent nepatrili do tej istej
skupiny. Tymto sme sa snaZili zabezpeCit
anonymitu pri komentovani projektu — autor
projektu nevedel, kto recenzuje jeho program a
recenzent nevedel, ¢i program recenzuje.

Ulohou Ziaka v roli recenzenta bolo skontrolovat
prideleny spoluziakov projekt: zistit, ¢i dodrzal
vsetky Casti zadania, odhalit’ chyby a upozornit’ na
ne, poradit’ spoluziakovi, ¢o je nutné prerobit’ alebo
doplnit’ a napisat mu celkovy svoj nazor na jeho
projekt. Na komentovanie projektu mali vyhradeny
jeden tyzden. Potom nam Zziaci opiat e-mailom
poslali spit’ okomentovany program, ktory sme
vratili naspét’ k jeho autorovi.

V poslednej faze, ktora trvala opit’ jeden tyzden,
bolo ulohou ziaka zapracovat opodstatnené
pripomienky recenzenta k jeho programu, pripadne
si opravit' chyby, ktoré si medzi¢asom v projekte
nasiel sam. Takto ziaci ziskali moznost’ opravit’ si

dokoncCenie, resp. vylepSenie
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nedostatky v projekte a vylepSit ho, aby mohli
dosiahnut’ aj lepSiu znamku.

Po poslednej faze sme zaslali kazdému ziakovi
individualne hodnotenie, kde sme okomentovali
ziakovu pracu v jednotlivych fazach vyskumu.
Sledovali sme, nakolko ziak zvladol napro-
gramovat’ projekt v prvej faze, ako komentoval
spoluziakov projekt v druhej faze a napokon sme
zhodnotili ziakov vysledny projekt. Sledovali sme,
¢o a ako v nom zapracoval na ziklade
spoluziakovych komentarov.

V tomto prispevku sa pozrieme na fazu B —
2.krok.

Code review
projektov

na SS

Osvedcené
postupy

4 Recenzovanie spoluziakovho
projektu

Pri programovani softvéru st na programatorov v
praxi kladené velké naroky. ,, Programatorov kod
by nemal obsahovat Ziadne syntaktické, logické ani
architektonické chyby “ [14]. Samotny kod musi byt
,,bezpecny, univerzalny, znovupouzitelny,
rozsiritelny, lahko citatelny alebo zrozumitelny pre
inych, rychly a efektivny, pripraveny na mozné
vypadky a problémy, musi sa snazit odhalit
neocakavané situdcie a musi mat mnoho dalsich
aspektov, ktoré suvisia uz s  konkrétnym
programovacim jazykom” [14].

pochopitelny

podla zadania

vylepSenia

Dopracovat (TODO)

vynechané/zabudnuté
Casti

upozornit na problém

neofakavané reakcie

pochvala

(Zaknmentnvany’ kédj (vymala(j

Obr. 1: Myslienkova mapa - Code review projektov.

URS—U

def wvyhraj():
c.after (500)

if kolo==2 and dx==0:
vyhra='"prve"

if kolo2==2 and dx2==0:
vyhra='"druhe"

if koleo3==2 and dx3==0:
vyhra="tretie"

c.delete ("textik™)

vyhraj ()

#uz vopred urceného auticka

c.create_text (100,100, text="Vyhralo"+vyhra+"auticko", tags="textik")
#text je spojeny, moZno by bolo treba vypisat kazdé slovo na statické suradnice osve

global vyhra,kolo,kolo2,kolo3,dx,dx2,dx3

c.create_ text (600,500, text="Vyhralo"+vyhra+"auticko", tags="textik" 6 font="Arialso")
#text/vysledok pretekov sa po skonéeni zavodu nevypise

#Kliknutim na medzernik sa startuje cela hra
#Kliknutim na "c¢" sa auticka posunu naspat na zaciatok

#problém s vypisanim textu, by sa moZno by dal vyriesit tym, Ze by si zmenil/a
#jednu z dx stradnic a tQ nasledne zmenil/a

#aj v podminekach pri def vyhraj() a uz dopredu presne uréil/a ktoré auto vyhra

#vypisanie textu by sa ptm dalo riesSit podmienkou, v ktorej by si uréil/a, ze ak
#toto auto pride do istého beodu v ciely,

#tak na suradniciach pod 'Vyhralo auticko' sa vypiSe text s farbou/nazvom toho

#tu by vSak bolo vitazné auto uz dopredu urcené

#celkove sa mi vsSak projekt velmi pac¢i a je vidiet Ze si si s tym dal/a namahu a céas

Obr. 2: Ukazka recenzovania projektu.

poradit, poméct opravit
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Pri recenzovani projektu, boli na ziakov taktiez
kladené naroky. Obr. 1 zobrazuje myslienkova
mapu  znazoriiujucu  najdolezitejSie  koncepty
sledované pri recenzovani projektov. Treba vSak
povedat, ze code review Vv Skolskych podmienkach
sa od profesionalneho code review v programa-
torskej praxi lisi.

Ziaci mali pri recenzovani projektu kontrolovat’
a dodrziavat dohodnuté postupy, ako pomeno-
vavanie premennych, funkcii, tagy a formatovanie
kodu. Taktiez mali vkoéde najst chyby, ¢i uz
logické alebo syntaktické, ktoré spozorovali pocas
testovania projektu.

Ziaci pri programovani mali dbat’ na osvedéené
postupy vyuzivané pri programovani. K6d mal byt
naprogramovany tak, aby bol pochopitelny,
Citateny, zrozumitelny a prehladny, nie len pre
samotné¢ho programatora projektu, ale aj pre inych
l'udi, v naSom pripade pre recenzenta kodu.

Recenzent mal dat’ pozor na to, ¢i bol projekt
naprogramovany podla zadania, zistit, ¢i ziak
doprogramoval nejaké vylepsenia, pripadne mu
zanechat’ komentar o tom, ¢o ma vylepsit’ alebo na
¢o zabudol.

Ziak mal dbat’ aj na zasady slusnosti a kritiku
podavat’ konstruktivne, primerane. Pri komentovani
by nemal zabudnit ani na pochvalu dobre
urobenych Casti projektu.

Komentare ziaka sa nemali tykat iba grafickej
stranky  projektu, ale najmd kodu a jeho
(ne)fungovania. Mohol vSak okomentovat aj gra-
ficki stranku projektu, ktord bola pri mnohych
projektoch vel'mi zaujimava.

Ziak sa mal objektivne pokusit zhodnotit
projekt zo vsetkych jeho stranok. Komentare pisali
ziaci priamo do kodu. Mohli ich zanechavat’ priamo
pri  konkrétnom riadku, casti kodu, pripadne
zhodnotit” projekt vo viacSom odseku na konci
projektu. Ukazku casti kodu zobrazuje Obr. 2,
Vv ktorom ziak recenzoval spoluziakov projekt.

5 Analyza recenzovania

Po skonceni projektu sme v hodnoteni pre ziaka,
analyzovali jednotlivé fazy projektu. Zhodnotili sme
pracu Ziaka v kazdej faze, napisali sme mu, ¢o ziak
splnil, nesplnil, ¢o mal zle a ako to mohol vyriesit,
¢o bolo dobre a kol’ko percent dostava ziak za danu
Cast’ projektu.

Pri analyzovani sme sa sustred’ovali aj na to, ako
ziak okomentoval spoluziakov projekt a aj to, ako
ziak (ne)zapracoval spoluziakove komentare a ako
mu to pomohli dokonéit’ projekt.

Myslime si, ze ziaci pri oboch projektoch
dokézali pochopit’ cudzi kéd, dokazali v iom néjst’
chyby a okomentovat’ ho. Dokonca sa stalo aj to, ze
naSli chybu, ktorG sme si nevSimli. V pripade
prvého projektu bolo medzi ziakmi len vel'mi malo

takych, ktori nedokazali odhalit’ vicSinu chyb v
spoluziakovom projekte. Viaceri dokazali najst
vsetky chyby. Pri druhom projekte, vd’aka jeho
vacSej narocnosti niektori ziaci neboli schopni
dobre poradit’ ako projekt opravit, avSak mnohi to
dokézali, ¢o sme nasledne ocenili, ked’ sme Ziakom
poskytovali spatni vizbu na ich aktivitu.

Po dokladnej analyze spétnej vézby, sme z
hodnotenia oboch projektov vybrali vety, ktoré sa
tykali recenzovania. Podrobnejsie sme sa pozreli na
to, ako ziak okomentoval svojho spoluziaka. Vety
vybraté z hodnotenia ,,ucitel'a” by sa dali rozdelit’
do 4 kategorii:

1. ZIé komentovanie

2. Projekt bol dobry, ziak nemal ¢o najst’

3. Dobré/priemerné komentare

4. Super/vyborné komentare

Do kategoérie ,,zé komentovanie“ sme zaradili
napriklad takéto hodnotenia recenzovania:

-, popisovala si skor estetiku nez funkcnost
programu. nabudice hladat skor tu
funkcionadlnu stranku programu, a pozerat
kéd, nez esteticku stranku - grafiku

- ,viac jej tvoja rada nepomohla ako
pomohla“,
-, komentovanie = vobec nebolo  dobré.

nakopiroval si mu tam kody, niektoré ani
neboli dobré; to o nefungovalo ani u teba *,

-, niektoré komentdre boli dost' zbytocné a
naopak vicsie nedostatky, ktoré tam boli, si
si nevsimla “,

- ,pri komentovani je jasné, Ze si si
neprecitala poriadne zadanie projektu “,

-, velmi slabo testovany projekt “,

-, velmi minimalisticky komentar“.

Kategoria ,,Projekt bol dobry, Ziak nemal co
najst™, obsahuje hodnotenia, ktoré poukazuju na to,
7ze projekt bol velmi dobry av podstate viom
nebolo ¢o vytknut, preto komentare ziaka nemuseli
byt vel'mi podrobné. Zaradili sme sem napriklad
tieto hodnotenia:

-, Suhlasim, Ze v zasade nebolo Cco
komentovat na spoluziackinom projekte,
mozno by som okomentovala viac funkciu
skok*,

- ,,dobré komentare, ale skor doplnkové, tento
projekt, ktory si komentovala bol naozaj
super a prepracovany *,

- ,projekt, ktory si komentoval bol dobry,
takze v podstate tam nebolo co komentovat,
tak si asporn pochvalil

-, rady pre spoluziaka boli v poriadku, dost
vela ich tam mal on sam napisanych, Ze co
chce este dorobit, takze mu nebolo az tak
velmi ¢o radit*.

Do kategorie ,,dobré/priemerné komentare* sme
zaradili hodnotenie, v ktorom sme zhodnotili
recenzovanie ziakoVv ako dobré:

-, vystihla si vsetko podstatné “,
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-, komentare boli viac menej dobré,
neupozornil si este na niekolko veci “,

- ,to na co si upozornil spoluziacku bolo
dobré, ale neupozornil si ju na rovnaké
chyby, ako si mal aj ty“,

- ,,iba si ho pochvalil. mal tam vsak aj nejaké
menSie chyby “,

- ,,nasla si skoro vsetky chyby *

-, na nieco si upozornila na nieco nie“,

-, suhlasim s okomentovanim projektu, mohla
si byt este viac kritickd, pretoze tento projekt
neobsahoval ni¢*.

Pri zaradovani hodnotenia do kategérii sme
spozorovali, Zze niektoré hodnotenia su lepSie ako
dobré, preto vznikla kategoéria ,,super/vyborné
komentare*, vktorej sa nachadzali takéto
hodnotenia recenzovania:

- ,spoluziacku si dobre okomentoval, aj si ju

pochvalil. dal si jej cenné rady*,

- ,,velmi dobra rada ohladne kurzora mysi“,

-, velmi dobré komentare si napisal, naozaj
podnetné, vystihol si vSetko podstatné,
odhalil si vsetky vazne chyby“,

-, nasiel si vela chyb, na ktoré si spravne
upozornil, poradil si aj ako to opravit’™,

-, velmi dobre okomentovany projekt, paci sa
mi ako si rozdelila komentare na dobré veci
v projekte a nefungujiice Vveci, aj si ho
pochvdlila a pri testovani si vychytala vSetky
muchy jeho projektu*,

-, dobre okomentovany projekt; takto by to
malo byt, Ze Si to aj dokladne otestoval,
vsimol si aj to, ¢o som si ja nevsimla*.

Tab. 1: Tabulka kategoérii hodnotenia recenzovania.

projektov. Tieto ¢isla ndm naznacuju, ze ziaci boli
pri druhom projekte skusenej$i v programovani
a dokazali vyuzit svoje sktsenosti Zz predcha-
dzajtceho code review.

Po skonceni projektov dostali ziaci zaverecny
dotaznik, ktory sa tykal predovSetkym projektov
a komentovania. Po skonceni druhého projektu sme
ziakov  poprosili, aby porovnali narocnost
komentovania prvého a druhého projektu (Obr. 3).
Pre 52% ziakov to bolo jednoduchsie, ¢i uz vd’aka
tomu, ze v prvom polroku uz komentovali projekt
(34%) alebo preto, ze usudili, ze uz vedia lepSie
programovat’ a lepsie rozumeji kddu, nez pri prvom
projekte (18%). Podiel ziakov, pre ktorych to bolo
tazsie, bol 18% a doévodom pre nich bolo, Ze aj
projekt bol tazsi. Vlastni odpoved’ pridalo 12%
ziakov — priCom asi pre polovicu z nich bolo
komentovanie tohto projektu z réznych dévodov
lahsie a pre druhti polovicu tazsie. V inej odpovedi
ziaci uviedli, ze pre niektorych to bolo lahké
pretoze dostali projekt, v ktorom neboli Ziadne
chyby (bol dobre naprogramovany) a pre ostatnych
to bolo tazSie, pretoze dostali projekt s
nezrozumitelnym koédom alebo podla nich nebol
dostatocne  dobre  urobeny. Celkovo tak
komentovanie tazSicho projektu bolo pre takmer
60% ziakov lahSie a len pre menej ako Stvrtinu
ziakov bolo taZsie.

Dobré/priemerné Projekt bol dobry,
k al Ziak nemal o najst

snf perlvyh_cvrne Zlé komentovanie
e

Projekt 1 | Projekt 2 | Projekt 1 | Projekt 2 | Projekt 1 | Projekt 2 | Projekt 1| Projekt 2

3A1 1 5 7 4 2 3 4 0

3A2 1 3 2 3 3 0 5

3B1 4 4 2 2 2

[N

3B2 1 3 3 5 5

=)

w|w|n e

SPOLU 14 14 10 10 16

IS
E

12%

~

18%__

IS%J

\18%

Tieto hodnotenia zoradené do kategorii sme
zosumarizovali (Tab. 1). Ich sumarny pocet pri
jednotlivych skupinach nie je zhodny s poctom
ucastnikov vyskumu. Tento pocet sa nezhoduje
kvoli tomu, ze sme nevedeli zhodnotit vsetky
projekty vetami, ktoré by sme vedeli zaradit' do
tychto  kategérii  zrdéznych  dovodov:  Ziak
neodovzdal fazu komentovania, Ziak neodovzdal
projekt, Ziak bol oznaceny ako plagiator a ziskal 0
bodov z celého projektu, atd'...

Z Tab. 1 mézeme vidiet', Ze pocet zle okomen-
tovanych projektov sa znizil zo 16 pri prvom
projekte na 9 pri druhom. Teda, 7 Zakov
pravdepodobne lepsie okomentovalo spoluziakov
projekt.

Rapidne sa zmenil aj pocet vyborne
okomentovanych projektov zo 4 projektov na 10

Obr. 3: Odpovede Ziakov na otazku Aké tazké bolo
komentovat’ tento projekt oproti komentovaniu
minulého projektu? ™ Bolo to jednoduchsie prave
vd’aka tomu, Ze sme uZ minule komentovali projekt,
" Bolo to jednoduchsie, pretoZe viem lepsie
programovat’ a lepSie rozumiem kédu, nez pri prvom
projekte, ™ Bolo to rovnako t'azké ako minule,

Bolo to t'aZsie, lebo projekt bol tazsi, ™ Iné.

Kedze pred prvym projektom Zziaci nemali
skusenosti s recenzovanim programového kodu
dlhsieho ako =zopar riadkov (malé recenzie),
zaujimal nas ich ndzor na naroc¢nost komentovania
projektu. Otazku sme v dotazniku ponechali aj pri
druhom projekte. Aj ked rozlozenie odpovedi v
druhom dotazniku nebolo také jednoznacne
vypovedné ako v prvom (Obr. 4), percentualne
zastupenie ziakov, ktori komentovanie
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spoluziakovho projektu nepovazovali za narocné
(hodnoty 1-3), bolo v oboch pripadoch velmi
vysoké a zhruba rovnako velké (90,8% a 88,6%).

60%
53.5%
50%
o 40% 38.6%
o
©
N300 27.3%
=
§ 23.3% 22.7%
o 20%
14.0%
10% 7.0% 4 oo 6.8%
= TN
0% |
1boloto 2 3 4 5 bolo to
jednoduché ndroéné

mProjekt 1 ™ Projekt 2

Obr. 4: Odpovede Ziakov na otazku ,,Bolo naro¢né
okomentovat’ spoluZiakov projekt?“ Skala od 1 (bolo
to jednoduché) do 5 (bolo to narocné).

9%

5% \

16% %,
. ‘k
55%
16% gk 5% -
11% /
2%

Projekt 1 Projekt 2
Obr. 5: Odpovede Ziakov na otazku ,,Co Ti robilo
problémy pri komentovani spoluzZiakovho projektu?«
¥ Nemal/a som Ziadne problémy pri komentovani
projektu, " Vébec som projektu nerozumel/a,
¥ Nevedel/a som sa dobre orientovat’ v jeho projekte,

Nevedel/a som zistit’, preco projekt nefunguje,
" Nevedel/a som dobre popisat’ chybu, ktord som v
projekte nasiel/a, ™ Nemal/a som ¢o komentovat’,
lebo som nenasiel/a Ziadne chyby, ® Iné.

Zistovali sme tiez, s akymi problémami sa Ziaci
pri komentovani projektu stretli (Obr. 5). Pri prvom
projekte az 63% z nich uviedlo, Ze nemali Ziadny
problém s komentovanim projektu, 16% ziakov sa
nevedelo dobre zorientovat’ v spoluziakovom kode,
16% nemalo ¢o komentovat’, pretoze nenasli Ziadne
chyby. Pri druhom projekte boli odpovede ziakov
distribuované do viacerych kategorii, objavili sa aj
odpovede, ktoré sa v predchadzajucom dotazniku
nevyskytli  (napr. ,,Vobec som  projektu
nerozumel/a®, alebo ,Nedokazal/a som dobre
popisat’ chybu, ktori som naSiel/a”). Avsak aj
napriek tomu, Ze Ziaci oznacovali druhy projekt za
vel'mi naro¢ny, 55% z nich nemalo ziadny problém
s komentovanim spoluziakovho projektu.

6 Analyza zapracovania recenzii

Spétna vizba pre ziaka obsahovala aj zhodnotenie
toho, ako Ziak zapracoval opodstatnené komentare
do finalnej verzie projektu. Tuto spétni vdzbu sme
analyzovali a slovné hodnotenia sme roztriedili do 4
Kategorii:
1. Ziak zapracoval komentare
2. Ziak nezapracoval komentére
3. Ziak pravdepodobne kvoli zlému komen-
taru nevedel zapracovat’ pripomienky
4. Ziak nemal o zapracovavat, pretoze mal
dobry projekt
Hodnotenia, ktoré¢ sme zaradili do kategorie
,,Zlak zapracoval komentare* sa nachadzalo:

- ,dostal si podnetné komentare od
spoluziacky a nasledne si si vsetko opravil “,

-, projekt bol uz v prvej faze skoro uplne
funkcény. spoluziacka ti projekt pochvilila a
dala dobru radu, ktoru si zapracoval “,

-, projekt bol takmer uplne funkcny uz v prvej
verzii. podla rady v komentaroch si vyrobil
aj funkciu na pozadie, aj na vysvetlivky *,

-, dostala si naozaj dobré komentare, pekne
si ich aj zapracovala, takze si si projekt o
dost vylepsila “,

-, dostal si komentare od spoluziacky, snazil
si sa ich zapracovat, vicsina sa aj
podarila“,

-, opravil si chyby, ktoré ti radili v komen-
taroch, projekt je pekny, plne funkcny “.

Nasli sa aj ziaci, ktori ,,nezapracovali komen-

tare®, boli tam napriklad takéto hodnotenia:

-, nezapracoval  Si pripomienky  od
spoluziaka, nechal si povodny projekt “,

- ,.spoluziak ti vychytal naozaj vsetky chyby v
komentaroch a ty si nic¢ z toho neopravil “,

- dostala si velmi dobré komentare od
spoluziacka, ktoré si nezapracovala“,

-, madlo opravené oproti prvému odovzdaniu,
fakt len minimdlne a tych chyb tam eSte
zostalo celkom dost’”,

-, projekt obsahuje chyby, ktoré si mohla
opravit, aspon niektoré. mala si tam
Napisané aj ¢o mds opravit a poradenie, Ze
ako*.

Do kategorie ,,ziak pravdepodobne kvoli zlému

komentaru nevedel zapracovat’ pripomienky®,

sme zaradili:

-, kedZe spoluziak ni¢ neodporucil, nechala si
poévodny projekt “,

-, projekt bol z velkej casti funkcny uz pri
prvom odovzdani, avsak nie uplne spravne.
nepdaci sa mi to, ako ta okomentovala
spoluziacka, tak som si to nepredstavovala a
asi si bola z toho aj ty zmdtend “,

-, projekt bol takmer plne funkcny uz pri
prvom odovzdani. spoluziacka ta vsak mohla
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upozornit na  viac ktoré  si
nezapracovala“.

Do poslednej kategorie sme zaradili hodnotenia,
ktoré hovorili otom, ze ,ziak nemal C¢o
zapracovavat™, pretoze mal dobry projekt. To
znamena, ze ziak mohol pokojne ponechat viac
menej prva verziu projektu aj ako finalnu:

-, perfektné, takze uz nebolo co upravovat,

preto sa vratil taky isty*,

-, projekt bol plne funkcny uz pri prvom
odovzdani.  dostala si iba  Ppozitivne
komentare “.

V programatorskej praxi by mal byt kazdy kod,
ktory bude podrobeny code review, funkény a
spustitel'ny. Nie kazdy ziacky projekt bol pri prvom
odovzdavani spustitelny a plne funkény.

Sumarny pocet hodnoteni rozdelenych do
kategorii sa nachadza v tabul’ke (Tab. 2). S¢itavame
len pocet relevantnych hodnoteni suvisiacich
s porovnavanim pdvodného projektu a projektu,
ktory ziak mal opravit’ na ziklade spoluziakovych
komentarov, resp. aj zo samostatného testovania
svojho projektu. Preto st sumarne pocéty odlisné od
poctu ucastnikov.

chyb,

Tab. 2: Tabul’ka hodnotenia zapracovanych
komentarov do projektu.

Ziak pravdepodobne
kvoli zlému

aru nevedel

zapracovat’

pripomienky

Ziak nemal éo
zapracovavat,
pretoze mal dobry
projekt

Ziak Ziak
komentére komentére

Projekt 1 | Projekt 2 [ Projekt 1| Projekt 2 | Projekt 1 | Projekt 2 | Projekt 1| Projekt 2
3A1 3 3 2 2 2 1 3 0
3A2 7 1 2 3 0 0 2 0
3B1 2 2 6 1 0 1 3 0
3B2 3 3 4 4 2 0 2 0
SPOLU 15 9 14 10 4 2 10 0

Zo0 spitnej vazby vyplyva niekol’ko zaujimavych
zisteni (Tab. 2). To, Zze druhy projekt bol naroéne;jsi
naznacuje aj to, Ze vel'a ziakov malo v komentaroch
nieCo, ¢o mohli zapracovat’ vo finalnej verzii. Pri
druhom projekte mierne klesol pocdet zle
zapracovanych komentarov a taktieZ aj nezapra-
covanych komentarov. Oproti prvému projektu
menej l'udi zapracovalo ¢o najviac komentarov od
spoluziaka. Tato hodnota Kklesla z pétnastich
projektov na devat’.

Dovodov, pre€o Ziak nezapracoval komentare
mohlo byt viacero. Ziak bud’ nevedel ako ma
zapracovat komentare; dostal komentare, ktoré
pokladal za nepodstatné; ziak nechapal, co
spoluziak myslel svojim komentarom; ziak bol
spokojny s prvou verziou a nechcel na projekte uz
ni¢ menit, a pod.

V dotazniku sme sa pytali ziakov na to, ¢i
ziakovi pomohli komentare od spoluziaka pri
dokoncovani projektu. Odpovede ziakov boli dost’
odlisné aj v ramci toho istého dotaznika. Pri prvom
projekte (Obr. 6 vlavo) viac ako polovica Ziakov
deklarovala pozitivnu skusenost’ s komentdrmi od

spoluziaka a iba 9% ziakov odpovedalo, ze im
komentare nepomohli. Pri druhom projekte (Obr. 6
vpravo) boli odpovede ziakov takmer tplne
rovnomerne rozdistribuované do vsetkych kategorii.
Zrejme vzhladom k narocnosti projektu stiplo
percento ziakov, ktori nedokazali spoluziakov
projekt zrozumitel'ne a zmysluplne okomentovat’ na
23%. Avsak komentarov ohodnotenych ako ,,dobré*
bolo viac ako tych negativnych — 39%.

<\

11%
|

4%
14%
9% _
23% |
%_'
11%__ 3

S
3%

_14%
' 114%

%
5%
3% —14%

Projekt 1 Projekt 2

Obr. 6: Odpovede Ziakov na otazku ,,Pomohli Ti
komentare od spoluziaka pri dokonc¢ovani projektu?«
® Ano, dostal/a som dobré komentare, ktoré mi
vel’mi pomohli. ™ Ano, dostal/a som dobré
komentare, ktoré mi pomohli a dokonca ma potesilo,
Ze mi projekt pochvalil. ¥ Dostal/a som dobré
komentare, ale nevedel/a som ich zapracovat’ do
projektu. © Niektoré komentare mi pomohli,
niektoré nie. ™ Projekt mi fungoval, spoluZiak
nenasiel Ziadne chyby, takZe som nedostal/a Ziadne
komentire, ktoré by som mohol/a zapracovat’.
¥ SpoluZziak nenasiel Ziadne chyby, ale poteSilo ma, Ze
mi projekt pochvalil. ™ Nie, nepomohli mi, lebo som
im nerozumel/a a nevedel/a som ich zapracovat’ do
projektu. ™ Nie, dostal/a som nezmyselné komentare,
ktoré mi vobec nepomohli. ™ Iné.

2%

5% _ 2%
12% .
18% 25%
" \
_42%
23% )
_14%
1%

Projekt 2

Projekt 1

Obr. 7: Odpovede Ziakov na otazku ,,Cim boli podla
teba prinosné komentare, ktoré si dostal/a od
spoluziaka?“ ™ Pomohli mi lepsie pochopit’ zadanie
projektu. ™ Pomohli mi opravit’ nedostatky, ktoré
som si nev§imol/a pred prvym odovzdanim.

" Pomohli mi opravit’ chyby, ktoré som nevedel/a
vyriesit’ pred prvym odovzdanim. " Nijako mi
nepomohli. ™ Ziadne relevantné som nedostal/a.

" Iné.
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Pri oboch projektoch Ziaci videli prinos komen-
tarov (Obr. 7) od spoluziakov hlavne v tom, ze im
pomohli opravit' chyby, ktoré si nevsimli alebo
nevedeli opravit’ pri prvom odovzdani, pripadne im
pomohli inak (58% pri prvom a 41% pri druhom
projekte). Narocnost druhého projektu zrejme
ovplyvnila odpovede aj pri tejto otazke — podiel
ziakov, ktori uviedli, ze im komentare nijako
nepomohli, stipol z 23% na 41%.

7 Zaver

Pomocou code review na hodinach progra-
movania, sa snazime pomoct’ Ziakom preniknat’ do
tvorby programového kodu, naudit’ sa rozpoznat
chyby programu, pochopit’ rozne pristupy k rieseniu
rovnakého problému.

Code review sme so ziakmi skdsali na dvoch
projektoch s odstupom niekolkych mesiacov. Prvy
projekt bol pomerne jednoduchy a ziaci dosiahli
velmi uspokojivé vysledky. Druhy projekt bol
ovel’a narocnejsi z dovodu novych, komplexnejsich
koncepcii programovania, ktoré museli Ziaci
zmysluplne kombinovat’® a naprogramovat tak
komplexné zadanie projektu. Vysledky druhého
projektu vsak lepSie rozdelili ziakov do skupin
podla znalosti programovania. Celkovo sa vsak aj
tento projekt ukazal ako dobre vypracovany u mno-
hych ziakov.

Zo zaciatku ziaci neboli z aktivity code review
nadseni. Bolo to povaZované za pracu navySe. Pri
komentovani projektov museli spoluziaci pochopit’
program, ktory obsahoval iny kod a funkcie, nez ich
vlastny projekt. Povazovali to za komplikované a
Casovo naro¢né. Niekedy uvadzali ako problém
vel’ké mnozstvo chyb, ktoré nasli a museli sa k nim
vyjadrit’ tak, aby autorovi kodu neposlali priamo
preprogramovany projekt. Mali ho len nasmerovat’
ku tomu, aby to zvladol opravit’ sam.

Verime tomu, ze podrobnd analyza spitnej
vézby, ktor sme poskytli Ziakom pri kazdej faze
projektu, ukazuje, ze tato aktivita mala pozitivny
vplyv na rozvoj algoritmického myslenia ziakov.

Viaceri Studenti si boli vedomi uZito¢nosti
takéhoto sposobu ucenia sa a povedali napriklad, ze
ich to prinutilo, aby sa zamysleli nad problémami
programovania, s ktorymi sa vo svojom projekte
nestretli. Okrem toho mnohi Ziaci ocenili aj spéatna
vazbu, ktorda im pomohla presne pochopit, co
urobili v projekte dobre a ¢o bolo zIé, a tym dostali
Sancu zlepsit’ sa vV budtcnosti.

Ulohou ziakov bolo naprogramovat (takmer)
finalny projekt uz pri prvom odovzdani. Z nasho
pohladu vSak vo vécsine pripadov Ziaci odovzdali
omnoho lepsi projekt po oprave chyb, ktoré nasiel
spoluziak, pripadne ked’ sa ziak sdm pozrel na
projekt s odstupom ¢&asu. Podla pozorovania

Zhodin moézeme Konstatovat, ze Ziaci sa urcite
nie¢o naucili Studovanim cudzieho a vlastného
kodu. Predislo sa tak mnohym chybam, ¢&i uz
syntaktickym alebo logickym. Pred pouzitim code
review ziaci Casto ziadali opomoc pri hladani
chyby v programe. Tieto aktivity ich nauéili uréit
sebesta¢nost’ pri ¢itani kodu.

Na zaklade vysledkov nasho vyskumu i
dovolime tvrdit’, Ze code review mozno vyuzit' pri
vyucbe uz na strednej $kole. Ziaci sa nau¢ili ¢itat’ a
chapat’ cudzie programové kody, nie len ich vlastné.
Algoritmické myslenie ziakov sa obohacuje aj tym,
ze 7ziak hladad alternativne rieSenia alebo najde
alternativne rieSenie na problém v cudzom koéde.

| ked’ bola tato aktivita pomerne ¢asovo narocna
pre ucitel’a, istym spdsobom aj pre Ziakov, myslim
si, Ze mala zmysel aurite stoji za to ju znovu
vyskusat’, mozno aj Vv nizsich ro¢nikoch pri tvorbe
programatorskych projektov.
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Abstrakt
V nasom  prispevku  predstavime  prostredie
Star¢ekova  zahradka, ktoré obsahuje  sériu

gradovanych uloh na precvicovanie FOR cyklu
v Pythone. Ulohy su rozdelené do niekolkych
urovni narocnosti a zakladaji sa na riadeni postavy
starceka po zahradke pomocou pripravenych
prikazov na pohyb. Ulohou ziakov je &o
najefektivnejsie pooberat’ jablka zo stromov, priCom
maju vyuzit prave prikaz FOR cyklu. Prostredie
ziakom poskytuje spitnd vizbu tym, ze im
oznamuje, ¢i je ich rieSenie najefektivnejSie.
V prispevku dalej poukazeme na problematiku
vyucovania cyklov, z ktorej vychadza aj motivacia
K pouzitiu precviGovacicho prostredia, akym je
Starcekova zahradka.
Kricové  slova:

Python, FOR cyklus

Vyucovanie programovania,

1 Uvod

Vyucovanie programovania prechadza v sucasnej
dobe postupnymi zmenami. UZ na prvom stupni
zakladnej skoly vznika snaha rozvijat’ algoritmické
myslenie  ziakov ~pomocou hier amalych
edukacnych prostredi a vyvijaju sa aj rozne aktivity
urcené detom v Skolke. Informatika na slovenskych
Skolach dostava vAac¢si priestor. Sucasne s tymto
posunom vznikd aj dopyt po novych pristupoch
k vyu€ovaniu a ucitelia sa snazia réznymi spdsobmi
priblizit' ziakom principy programovania. V nasej
praci sa venujeme jednému z tychto principov —
cyklu, konkrétne FOR cyklu v jazyku Python.
S cyklami sa Ziaci mohli stretnut’ v programovacich
hrach, resp. edukacnych prostrediach na rozvoj
programovacich schopnosti, ako napriklad [1], no aj
v jazykoch Logo a Scratch. V programovacom
jazyku Python vSak prichadzajo do kontaktu
s pokrocilou syntaxou a tak pre nich konStrukcia
zapisu a fungovania FOR cyklu nemusi byt’ zrejma
alahko pochopitel'na. Preto sme sa rozhodli
navrhnut’ prostredie Staréekova zahradka a venovat’
pozornost’ precvicovaniu FOR cyklu.

2 Navrh prostredia

Pri navrhu prostredia tak, aby bolo pre ziakov
zrozumitelné, sme najprv preskimali, ¢o Ziaci
Z programovania potrebuju, resp. budu potrebovat’

vediet’ a aké aktivity pre nich navrhneme, aby ich
viedli k osvojeniu si FOR cyklu.

Koncept automatizacie, ku ktorému cykly patria,
je silne prepojeny s abstrakciou, ¢o je zaroven jedna
z dolezitych  schopnosti, ktoré si ziaci na
informatike osvojuji aje oproti inym predmetom
pomerne jedine¢na. Krok od konkrétneho rieSenia
jednoduchého problému k vSeobecnému rieSeniu
podobnych problémov je sucastou programovania
ako takého, pozri [2]. Prikladom méZe byt kreslenie
Stvorca, Co je vicsinou jedna zprvych aktivit,
sktorou sa Ziaci stretavajl pri programovani
v Scratch alebo v Imagine Logo. Na tito trividlnu
ulohu neskér nadvdzuji d’alSie zadania, v ktorych
maju ziaci vytvorit proceduru, ktord mnakresli
pravidelny  n-uholnik, pricom  parametrom
procedury bude pocet stran. K tspesnému rieSeniu
takto zadanej tlohy Ziaci potrebuju zovseobecnit
procediru  pouzitim FOR cyklu s vyuzitim
meniaceho sa parametra indexu (d’alej len index).
Tato uloha vsak vyzaduje vel'ki mieru abstrakcie
a je vhodné ju precvicovat’ az neskor.

V naSich  aktivitich Vv prostredi Starcekova
zahradka nebudeme postavou kreslit, ale budeme
nou pohybovat’ po ploche. Ide 0 podobny pristup,
s akym sa ziaci stretli pri korytnacej grafike, ktora
poznaju z predchadzajicich ro¢nikov.

V nasledujicej Casti sa zaoberame tym, ¢o sme
sa rozhodli do prostredia zahrntit, aby sme Ziakovi
poskytli jednoduché a intuitivne precviCovacie
prostredie a aj tym, prec¢o sme sa rozhodli navrhntt’
prave prostredie StarCekova zdhradka.

2.1 Viditelna a skryta ¢ast’ prostredia

Nase aktivity Vv programe StarCekova zahradka
spusta ziak priamo 2z programovacieho rezimu
v prostredi IDLE. Po spusteni programu sa zobrazia
dve okna: okno Shell, priameho programovacieho
rezimu a okno kresliacej plochy, kde uz ziaka caka
prva uloha. Obe okna sme sa snazili umiestnit’ na
celi obrazovku, aby sa neprekryvali, avsak
operaény systétm mobze spoOsobit aj ich iné
umiestnenie. UCcitel teda musi prvykrat okna
umiestnit manualne, idealne tak, aby kazdé
zakryvalo polovicu obrazovky. Tieto aaj dalSie
pokyny uvadzame aj v prirucke pre ucitel’a, ktora je
prilohou k prostrediu.
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Obr. 1: Cela obrazovka

V Tlavej Casti obrazovky je priamy programovaci
rezim Shell, do neho program vypise pravidla
azoznam  prikazov, ktoré si v prostredi
predpripravené na riadenie star¢eka a ktoré su
nevyhnutné pre dant ulohu. Do tejto Casti ziak bude

zadavat prikazy.
file Edit Shell Debug Options Window Help
Python 3.7.2 (tags/v3.7.2:%9a3ffc0492, Dec 23 2018,
22:20:52) [MSC v.1916 32 bit (Intel)] on win32
Type "help", "copyright", "credits" or "license()"
for more information.
>>>
RESTART: C:\Users\Samuel\DATA\Z°§kola\Vysoké\III.
roc¢nik\Z\DT4\Programl.5-FINAL\Starcekova zahradka\
starcekova_zahradka.py
Starcek potrebuje pooberat jablka v zahradke, ale
nevidi dobre. PomdZz mu pouzitim prikazov:
doprava ()
dolava ()
hore ()
dolu()
odtrhni ()

Prikazy napi3 vZdy do priameho reZzimu za znak >>>
a stlac¢ ENTER, ¢im prikaze3 programu, aby vykonal
tvoju poziadavku. Ak zabudnes pravidla, klikni na
OTAZNIK.

>>> |

Obr. 2: Okno Shell

Vyhodou zadavania prikazov do priameho
rezimu je najmd autenticita a podobnost’ S beznym
programovanim Vv Pythone. Na druhej strane,
sucastou nasho prostredia je upozorfiovanie na
chyby pri rieSeni tGlohy. Ak sa ziak bude snazit
riadit’ postavu staréeka mimo plochu, upozorni ho
na to nami pripravena chybova sprava, ktora mu
pomdze presnejSie ur€it, v om urobil chybu.
Podobne je to aj vtedy, ak ziak vytvori prikazy,
ktorymi by chcel obrat’ zo stromu prili vela jabik,
alebo ak by chcel obrat’ jablka z prazdneho stromu.

>>> Tam starcek nevie ist :(
Nedad sa odtrhnit viac jablk, ako je na strome!

Vyborne, podarilo sa ti obrat vietky jabl&ka. Prej
di do dalsej zahradky.

Obr. 3: Spitna vizba pomocou hlasok v Shell

Nase prostredie vSak nereaguje ak ziak zadal
nespravny prikaz, Cize ak ziak spravi syntakticku
chybu. Tento druh chyby vyhodnoti samotné
prostredie IDLE a ziakovi vypiSe beznu chybovu

spravu. Ta sice moze byt ziakovi menej
zrozumitelnd, ale je dolezité, aby sa ziak naucil
takéto spravy prostredia jazyka Python Citat,
analyzovat’ areagovat na ne. Zarovei je to
moznost, kedy sa ziak musi viac zamysliet
a preskiimat’ svoj prikaz, aby nasiel chybu, ¢o je pri
beznom programovani velmi Castd situacia.
Prostredie poskytuje ziakovi d’alSiu spatna vdzbu vo
forme pochvaly za spravne vyrieSenie danej tlohy.
Ta sa ziakovi zobrazi, ked’ pozbiera vSetky jablka.
Spolu s fiou sa ziakovi ukaze informacia, ¢i je jeho
rieSeni€ najlepsie, alebo by ho mohol este skratit’.
Program nasledne ziaka povzbudi, aby presiel
k d’alsej aktivite.

Druht ¢ast’ prostredia tvori graficka plocha.
V nej sa zobrazuje zahradka so stromami a starcek.
Okrem toho je zobrazeny ndzov zahradky, resp. jej
Cislo, d’alej tlacidla na navrat do predoslej zahradky,
na restart sicasnej a na prechod do dalsej, pricom
do dalsej zahradky vie Ziak prejst az po splneni
ulohy, dovtedy tlacidlo nie je aktivne. Prikazy, ktoré
ma ziak k dispozicii sa stale zobrazuji v hornej
Casti alebo si ich méze dat’ znovu zobrazit’ aj do
Shell tym, Ze stla¢i tladidlo s obrazkom otaznika

Y Eravom hornom rohu ﬁrostredia.

Zahradka &.2 D D D BN O

< Zahradka €.1 Zahradka &.3 >

Obr. 4: Ukazka zahradky

Do prostredi urenych na edukacné ucely je
zvykom implementovat’ skryté moznosti, ktoré,
z r6znych dévodov, nie st viditené pre ziakov, no
su pristupné ucitelovi. Ak ucitel' klikne pravym
tlac¢idlom mysi na otaznik v rohu obrazovky, moze
prejst’ do d’alSej zahradky bez vyriesenia ulohy. To
mu ddva moznost dopredu si prezriet vSetky
zahradky, resp. ndjst zahradku, ktort pre ziakov
prave navrhol a vyskusat’ si jej rieSenie. Do nasho
programu sme implementovali aj rezim ovladania
staréeka Sipkami, ktory sa zapne po stlaceni klavesu
F12.
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Samuel Spisék

Zadania jednotlivych 1loh sa nachadzaju
V samostatnych textovych suboroch. V prirucke pre
ucitela uvddzame pokyny, ako si ulitel moze
vytvorit  vlastné zadania azaroven struénu
charakteristiku prostredia anavrhy pre vedenie
hodiny.

STARCEKOVA
ZAHRRADKA

Prostredie na precvic¢ovanie
FOR cyklu v Pythone

Prirucka pre ucitela

Obr. 5: Prirucka pre ucditel’a

2.2 Priprava a tvorba uloh

Podstatnou Castou aktivit sit samotné tlohy. Pri
ich navrhu sme sa snazili o gradujucu postupnost’
a v ulohach sa venujeme tomu, preco je efektivne
vyuzivat’ FOR cyklus. Druha c¢ast' zadani je
pripravena tak, aby Ziaci vyuzivali index FOR
cyklu. Tato hodnotu moézeme pri rieSeni uloh
vyuzit, ak povolime zjednodusené zadavanie
prikazov. Ziakom teda ukazeme moznost’ zadavania
prikazov s parametrom, napriklad odtrhni (3)
a vysvetlime, ze tato funkcia s ¢islom pouziva FOR
cyklus sama vo vnutri programu. Za tychto
okolnosti mézeme vyuzit index, napriklad v prikaze
odtrhni (i). Ulohy tohto typu vyzaduju vedomosti
0 premennych, kedze index je premennd a po
kazdom opakovani sa jej hodnota zvySuje (resp.
znizuje). Vychadzajuc zo Skolskych ucebnic jazyka
Python [4], [5] a Statneho vzdelavacieho programu
[6] mézeme povedat, Ze tento predpoklad Ziaci
splnaju, ked’ze uc¢ivo premennych predchadza ucivu
opakovani a cyklov. Z tychto zdrojov tieZ vyplyva,
ze prostredie Starcekova zahradka bude vyhovujlce

pre deviaty ro¢nik zakladnej Skoly, alebo prvy
ro¢nik strednej Skoly.

Hromkovi¢ [3] sa vo svojom ¢lanku spolu
s kolegami zaobera otazkou, kedy je vhodné uviest’
ziaka do vyuzivania premennej cyklu. Uvadzaju, ze
najmd na prvom stupni je vhodné vyuzivat
prostredia, v ktorych je mozné vyhnit’ sa premennej
cyklu, ako je tomu napriklad v jazyku Imagine
Logo, kde sa pouziva prikaz opakuj. Tito autori
odporucaju na strednej Skole najprv pouzivat
Python rozsireny o procediru cyklu, ktora nahradza
FOR cyklus s premennou, podobnu tej logovskej.
Pokracuju ze je vhodné s moznostami cyklov
oboznamit’"  ziakov  postupne,  Spirdlovitym
sposobom vyucovania. Naro¢ny na FOR cykle,
podrl'a autorov ¢lanku, nie je samotny princip, ale to,
ako vyuzit FOR cyklus napriklad na vypocitanie
stcétu dvoch ¢isel. (V tomto konkrétnom priklade by
napriklad funkcia sucet(a,b) mala  a-krat
pripocitat’ ¢islo b a vratit’ vysledok. Ziak by si mal
poCas toho uvedomit, Ze potrebuje pomocnll
premennu, do ktorej bude &islo b pripoditavat’.)
Z tohto ddvodu sme v neskorSich ulohach zvolili
usporiadanie jablCok, pri ktorom sa zZiak potrebuje
zamysliet’ nad matematickou stvislost'ou ich poétov
na stromoch. V priru¢ke pre uditela odporacame,
aby ziaci vtychto ulohach pouzivali aj zoSit
a zapisovali si poéty jablk na stromoch. Naopak
Vv prvych ulohach cykly pracuju s rovnakym poctom
iteracii (opakovani prikazu), ¢o vedie u ziakov
k automatizacii a rychlemu osvojeniu FOR cyklu.

Napriek tomu, ze Hromkovi¢ a dal§i venuju
zjednodusenému FOR cyklu (bez viditeInej
premennej) celu podkapitolu [3], rozhodli sme sa,
v nasom prostredi vyuzivat bezné volanie FOR
cyklu s premennou. Je to jednak z dévodu, ze ziaci
uz presli uc¢ivom premennych, ale najmi preto, ze
cielom tohto prostredia je dat’ Ziakom mozZnost’
precvicit’ si klasicky prikaz FOR cyklu.

2.3 Overovanie aktivit v praxi

Dalsou fazou vyvoja aktivit bude ich overovanie
na hodinach informatiky. Podl'a poctu tloh budeme
venovat’ tomuto prostrediu dve alebo tri vyucovacie
hodiny. Pocas vyucovania budeme pozorovat’ pracu
ziakov. Overovanie zhodnotime aak to bude
potrebné, vykoname zmeny na tlohach a prostredi.

Na hodinach budeme pozorovat’:
funkénost’ prostredia
reakcie ziakov na vzhl'ad prostredia
postup ziakov v jednotlivych ulohach
najcastejSie otazky ziakov
narocnost’ @ zrozumitelnost’ tloh
Cas straveny pripravou pocitacov
celkovy chod vyucovacej hodiny
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3 Zaver

Prostredie Staréekova zahradka moéze byt dobrym
nastrojom pre ucitela na hodinach informatiky.
Ziaci si pomocou neho mézu precvidit’ princip FOR
cyklu, zaroven mobze sluzit ako prechodné
prostredie medzi logovskym programovanim
ajazykom Python. Jeho vyhoda je aj v moznosti
jednoduchej tvorby vlastnych zadani uditel’a
a v prehl'adnom vizule prostredia.

Nasledujiicimi  krokmi v naSej praci bude
overovanie aktivit v praxi a implementacia zmien,
ktoré mozu viest' K vd¢Sej zrozumitelnosti zadani
uloh, alebo tvorbe dalsich uloh odpovedajucich
poziadavkam.

Programovaci jazyk Python nam poskytuje aj
d’alSie moznosti, ako st napriklad vyuZitie vetvenia,
¢i vlozenie moznosti kreslenia do plochy.
V budicnosti  sa  budeme zaoberat  tymito
moznostami, ktoré by mohli staréeka vyuzit' aj
vramci precvicovania inych programatorskych
konstrukeii.
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V suicasnosti sa nielen na Slovensku kladie vel'ky
doraz na to, o Ziaci a Studenti zdkladnych a stred-
nych $kdl vedia — na ich vedomosti a zrucnosti. Prik-
ladmi sd samotné testovania Ndrodného dstavu cer-
tifikovanych merani ako Testovanie 5, Testovanie 9
¢i maturita alebo medzinarodné testovania ako PISA,
TIMMS a dalsie.[NUCEM, 2019] TaktieZ st §ti-
tom jasne dané poziadavky na Ziakov zdkladnych a
strednych $§kol vo forme napriklad vzdeldvacich Stan-
dardov alebo ciel'ovych poziadaviek na maturitné
skasky.

PozZiadavky na ucitel'ov na Slovenku stanovuje
Skolsky zdkon len vo forme vSeobecnych
kvalifikacnych predpokladov pedagogickych
zamestnancov a moZnosti ich kontinudlneho
vzdeldvania.[Narodnd rada SR, 2009] Samotné
vzdeldvanie ucitel’ov je uz Cisto na univerzitich a ich
akreditovanych vzdeldvacich programoch.

V nasej praci sme hl'adali odpoved’ na otazku aka
by mala byt optimalna hibka a irka fyzikalnych ve-
domosti gymnazidlneho ucitel’a fyziky a to tromi ces-
tami.

V prvom rade sme sa pozreli na to, ¢o sa budici
ucitelia z fyziky na vysokej Skole ucia. Konkrétne
sme brali do dvahy Studijny program ucitel’stva
fyziky na FMFI UK. Tieto poZiadavky na ucitel’a sme
porovnali s minimdlnymi vedomost’ ami, ktoré bude
musiet’ ucitel’ vyuZit' v praxi, a to so vzdeldvacimi
Standardmi a maturitnymi poZiadavkami. Vysledkom
su presne stanovené nepokryté Casti tém z obsa-
hového vzdelavacieho Standardu a maturitnych pozi-
adaviek. TaktieZ sme urcili rozsah pokrytia ako sd
buduci ucitelia pripraveni na napfﬁanie vykonového
Standardu.

Dalej sme zist ovali, akym sposobom premy3I’aju
sucasni a buddci ucitelia fyziky pri rieSeni fyzikal-
nych uloh. Pouzili sme test pozostdvajici zo Sies-
tich otvorenych dloh, pomocou ktorého sme sa snazili
identifikovat’, kde pri rieSeni nastdvaju chyby a prob-

*sromekoval@uniba.sk
Tpeter .demkanin@fmph.uniba.sk

1émy, ako pri rieSeni tloh ucitelia uvazuju a akd je ich
fyzikdlna intuicia. Kvo6li malej vzorke nie je mozné
vysledky tejto Casti zovSeobeciiovat' na vSetkych
ucitel’ ov fyziky.

Poslednou zvolenou cestou bolo zist ovanie né-
zorov na to, ¢o by mal ucitel’ fyziky z fyziky vediet’.
Opytali sme sa zdmerne vybranej vzorky, a to Stu-
dentov 1. ro¢nika bakalarskeho Studijného programu
fyzika na FMFI UK a vedtcich obcianskeho zdruze-
nia Trojsten, ktori organizujui aj fyzikdlne sut aZe.
Na zbieranie dét bol pouzity dotaznik, v ktorom sa
nachadzali dichotomické otazky, v ktorych sa vzdy
vyzadovala jedna z odpovedi—suhlasim/nesihlasim—
a boli zamerané na konkrétne vedomosti ucitel'a.
Dalej boli v dotazniku poloZené dopliiujiice otvorené
otazky. Z odpovedi na otvorené otdzky bolo citit’ na-
jmé odkaz, Ze ucitel m4 fyzike rozumiet’, malo by
ho zaujimat’ pozndvanie sveta, mal by mat’ a vediet
pouzivat’ fyzikdlnu intuiciu. TieZ by mal vediet’ pra-
covat’ s literatirou, porozumiet’ jej a nasledne zisteny
obsah vhodne predat’ Ziakom. Prekvapivym vysled-
kom boli od mnohych respondentov pomerne silné
naroky na vedomosti ucitel'ov z oblasti kvantovej
fyziky.

Vysledky naSej priace vytlstia v pomenovani
konkrétnych silnych a slabych strdnok a navrhoch
na upravu predmetov Studijného odboru ucitel stva
fyziky na FMFI UK. Vysledky budd spracované vo
forme diplomovej préce.
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V prispevku predstavujeme vyskum zamerany
na Specifické potreby Studentov so zrakovym
postihnutim pri $tadiu informatiky [Stankovicova,
M., 2019] . Zrakové postihnutie vyrazne ovplyviuje
sposob ziskavania informacii a vytvaranie predstav

o okolitom svete. Zauzivané formy a spOsoby
podavania informacii na vyuCovani mozu
predstavovat’ uritt bariéru pre Studenta so

zrakovym postihnutim. V kl'aCovych predmetoch
odboru informatika reprezentuji okrem textov
vel’ku ¢ast’ informacii aj obrazky a grafické schémy.
Na mnohych kurzoch Studenti pouzivaji rozny
softvér, a teda je dblezité zaoberat’ sa pristupnost’ou
vybraného softvéru pre asistencné technoldgie
(AT). BeZzne pouzivané AT pre Studentov so
zrakovym postihnutim:
e (ita¢ obrazovky — program, ktory cez hlasovy
vystup poskytuje textové informacie
z obrazovky,
e braillovska tlaciaren — umoznuje tla¢ textov
v Braillovom pisme a relié¢fnej grafiky (Obr. 1),
o zvifSoval obrazovky - program, ktory
umoznuje  prisposobenie  velkosti  pisma

a farebnej schémy na obrazovke.

Obr. 1: Nevidiaci Student ¢ita reliéfnu grafiku.

Centrum podpory Studentov so Specifickymi
potrebami poskytuje rézne sluzby a poradenstvo pre
Studentov a pedagogov za ucelom identifikovat’
potencidlne bariéry a zlepsit' Studijné podmienky.
Vnasom  dizertatnom  vyskume  pouzijeme

maria.stankovicova@rec.uniba.sk
ludmila.jaskova@fmph.uniba.sk

kvalitativnu stratégiu pripadovej Stadie, aby sme
hlbsie porozumeli Specifickym potrebam Studentov
informatiky so zrakovym postihnutim. Vyskumnt
vzorku tvoria Studenti informatiky s réznymi typmi
zrakového postihnutia (nevidiaci, slabozraki).
Réznorodost” ich zrakového postihnutia mé odlisny
vplyv na spdsob studia, poziadavky na spracovanie
literatiry a pouzivany softvér. Okrem toho
pouzivaju rézne asistencné technologie.

V ramci iivodnej etapy vyskumu sme sa zamerali
na sumarizaciu informacii o vybratych Studentoch
a ich sledovanie pocas vyucovania. Vytypovali sme
problémové situdcie, ktoré budeme hlbsie skumat’
v d’al$ich etapach vyskumu.

Sucasne sme sa zaoberali literatirou zameranou
na oblast vzdelavania S$tudentov so zrakovym
postihnutim na urovni vysokoSkolského Studia
v odbore informatika. Vel'ka pozornost’ je venovana
prieskumom pristupnosti jednotlivych nastrojov
vroznych programovacich prostrediach. Studie
z oblasti didaktiky informatiky pre vysokoskolsky
stupenl st venované procesu ucenia sa programovat’.

Pre zhromazd'ovanie relevantnych udajov
pouzijeme rozhovory a priame pozorovania
ucastnikov. Rozhovory chceme zamerat na
pristupnost’ ucebnych materidlov a softvéru,
moznosti a limity pouzivanych asisten¢nych
technologii a vplyv zrakového postihnutia na vznik
pripadnych miskoncepcii pri osvojovani uéiva. Za
dolezité povazujeme aj rozhovory s ucitel'mi, ktori
vedi povinné kurzy. Otazky zameriame na
metodologiu, vyuzivanie ponukanej podpory zo
strany CPS, nevyhnutné zmeny v metodike
vyuCovania, ktoré si vyziadala pritomnost
Studentov so zrakovym postihnutim.

Priame pozorovania budil prebiehat v case
cviceni alebo kurzov. Po pozorovaniach ucastnici
vyplnia S$truktarované dotazniky pre zvySenie
spol’ahlivosti zdznamov ziskanych z pozorovania.
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Sut'az iBobor [1] je medzindrodnou informatickou
sit’aZou urcenou pre Ziakov zdkladnych a strednych
$kol. Ziaci v poslednych dvoch ro¢nikoch strednych
$kol spadaju do kategérie Senior. Ked’Ze predpokla-
dame, Ze do tejto kategdrie sa prihlasuji predovset-
kym Ziaci, ktor{ sa chystaji z informatiky maturovat’,
alebo ktori maji zvyseny zdujem o informatiku, né-
ro¢nost’ tloh je vyssia. Ulohy Easto obsahuji zaoba-
lené informatické koncepty, ktoré st zname skor vy-
sokoskolskym Studentom, a nés preto zaujimalo, ako
tieto ulohy budu riesit’ Studenti FMFI, ktor{ sa s uve-
denymi konceptami sa uz pocas Stddia mohli zozna-
mit’.

Ulohy z kategérie Seniori z aktudlneho roénika
2018/19 sme preto zadali ndm dostupnym skupindm.
Skupina mAIN boli Studenti magisterského Stidia
na predmete Softvér pre vzdeldvanie. Skupiny AIN
a INF riesili dulohy v druhom semestri bakaldrskeho
Studia na predmete Webové technoldgie (1). Posled-
nou skupinou su Studenti druhého roc¢nika ucitel -
ského Stidia bud’ v kombindcii s informatikou (upIN)
alebo bez nej (up*), ktori dlohy riesili na predmete
Digitdlne technologie (3).

V priemere boli Studenti FMFI pri rieSeni dloh
uspesnejsi ako Ziaci strednych §kol, tak ako sme pred-
pokladali, pozri Obr. 1. Ked’ porovndme vysledky
jednotlivych tloh sut’ aziacich a testovanych Studen-
tov FMFI, tak iba v jednej ilohe mali sit’aziaci lepSie
vysledky a v jednej tilohe boli vysledky oboch sku-
pin porovnateI'né. Obe tieto dilohy obsahovali inte-
raktivne pomdcky, ktoré na zaciatku testovania Casti
kym problémom plne funkéné, z tohto dovodu Stu-
denti tieto dlohy riesili bez ich pouZitia, alebo aZ me-
dzi poslednymi a mohli tak byt’ v ¢asovom strese.

Ked’ sa pozrieme na pocet tspeSnych riesitel ov,
priemer a median bodov (pozri Tabul’ku 1), vidime,
Ze najuspesnejsi v rieSeni uloh boli Studenti INF a
upIN. Ked'ze skupiny boli pomerne malé, nevieme
z vysledkov robit’ zovSeobecnenia, mdéZeme vSak vi-

*Lucia.Budinska@fmph.uniba.sk
Ttomcsa.nyiova@fmph .uniba.sk
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Obr. 1: Porovnanie vysledkov testovanych Studentov
so sut’aZiacimi

Tabul'ka 1: Vysledky jednotlivych skupin pri rieSeni
uloh; R - riesitelia, UR - Uspesni rieSitelia

#R #UR % UR AP () med (b)
AIN | 63 31 49% 50,86 4935
INF | 20 18 90% 62,59 60,69
upIN | 8 7 88% 59,68 54,52
up* 9 3 33% 41,13 33,37
mAIN | 10 4 40% 48,88 47,52
sitfai | 4086 1057 26% 38,14 37,76

diet’ urcity trend. Zaujimavé vysledky sa objavuju
pri porovndvani jednotlivych skupin FMFI studentov
navzijom, méZeme spomenut’ napriklad vysledok v
ulohe Najviac slov, ktord spravne vyrieSilo v prie-
mere o 15 percentudlnych bodov viac Studentov uci-
tel’stva (upIN, up*) ako Studentov informatiky (INF,
AIN).

Vysledky ziskané od Studentov FMFI ndim pomdzu
lepsie porozumiet’ narocnosti zadanych sit’aznych
tloh a vhodnosti opisu v nich pouzitych informatic-
kych konceptov.
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