Balenie do krabic (Bin Packing)

Uloha: Danych je n predmetov velkosti S = {s1,...,5,} (0 < s; < 1)
Naskladajte predmety do najmensieho mozného poctu krabic, pricom
kazda krabica ma kapacitu 1.

(Aplikacie: nakladanie tovaru, umiesthovanie TV reklam)

Priklad: 1/2,1/2,1/3



On-line verzia
e Cisla prichadzaji postupne
e pre kazdé treba ithned rozhodnadt, kam s nim

Priklad: 0.3, 0.8, 0.1, 0.2, 0.5, 0.1

Heuristika “first-fit” Optimalne riesenie



First-fit je 2-aproximacny algoritmus
Nech vysledok je m krabic

Tvrdenie: m — 1 krabic je obsadenych aspoin na 1/2

1/2m—1) <> s; < OPT
m < 20PT + 1
m < 20PT

(da sa ukazat, ze je 1.7-aproximacny)



Offline verzia

Idea: Vyuzijeme vysledky z first-fit heursitiky
ALE urobime este Cosi navyse (€o by sme nemohli robit v on-line
algoritme)

Algoritmus:
1. Zotried vsetky predmety od najvacsieho po najmensi
2. Aplikuj first-fit heuristiku

= 11/9 = 1.22-aproximacny algoritmus



Polynomialne aproximacné schémy

Aproximacny algoritmus A(x,¢), pre ktory plati:
A(zx,e) < (1 +¢)OPT(x) (minimalizany problém)
resp. A(x,e) > (1 —e)OPT(z) (maximalizacny problém)
a ktory my polynomialnu casovii zlozitost vzhladom ku parametru
|z| pre lubovolné & nazyvame
polynomialna aproximacna schéma (PTAS).

Ak je navyse polynomialny aj v parametri 1/¢, tak je to
plne polynomialna aproximacna schéma (FPTAS).



PTAS pre balenie do krabic

Videli sme, ze: vel'ké predmety sa umiestinuji tazko, malé predmety sa
umiestiuja ahko

S1={s;|s; > 0} (velké predmety)

Sy = {s;|s; <} (malé predmety)

Algoritmus:

1. Velké predmety (mnozinu S7) umiestni pomocou makacskeho
algoritmu: V (¢§)-aproximacia

2. Malé predmety (mnozinu S5) pouzi na doplnenie miesta pomocou
first-fit heuristiky

Aky je vysledny aproximacny faktor?



Aproximacny faktor nasho algoritmu

Nech vysledné rieSenie ma m krabic.

e Ak malé predmety nepotrebuja otvorit novi krabicu:
m < V(6§)OPT(S1) < V(§)OPT(S)

e Ak malé predmety pouzija novi krabicu:
Tvrdenie: m — 1 krabic je plnych na viac ako (1 — 9)
(m—1)(1—-9) <> s
m< > s +1
m < k5 Y < 150PT(S) = (1+ 125 ) OPT(S)

Vysledok: max{V(§),1 + -2 }-aproximacny algoritmus



Novy problém: Balenie velkych predmetov

Uloha: Danych je n predmetov velkosti S = {s1,...,5,} (6 < 5; < 1)
Naskladajte predmety do najmensieho mozného poctu krabic, pricom

kazda krabica ma kapacitu 1.
Predpokladajme s1 < 59 < s3 < ... <s,.

Makacsky algoritmus na balenie velkych predmetov:

Nova sada predmetov s vel kostami “zaokrithlenymi” nahor:

St = {Sn/k7 vy Sn/kyS2n/ky - -9 S2n/ky - - - afna X °7S7E}

-~

TV TV

n/k n/k n/k

Mame n velkych predmetov, len k r6znych hodnét.

Mo6zeme najst globalne najlepsie riesenie exhaustivnym
’ p . - /6
prehladavanim v €ase O(n* ") = OPT(ST)

Zjavne OPT(S™1) > OPT(S), ale o kolko?



O kolko sa pomylime ak “zaokriahlime” predmety nahor?

Porovnajme so zaokrihlenim nadol:

ST =40,...,0,8,/ks-+-sSn/ks+sS(ke1n/ks> -+ > S(k—1)n
{ Sn/k Jl e S/l -5 S(k=1)n/k }

~N"

OPT(S™) < OPT(9)
OPT(ST) <OPT(S™) +n/k <OPT(S) +n/k

g © velké . OPT(s)
Vsetky predmety su velké aspon § = n < ———=*

OPT(S*) < OPT(S) + 221G — (1 1 L) oPT(9)

Makacsky algoritmus v case O(n’“l/é) najde V() =1+ %

aproximaciu!



Zhrnutie celého algoritmu

e Na vel'ké predmety pouzijem makacsky algoritmus, ktory mi
vrati V(§) =1+ % aproximaciu optima pre velké predmety

e Malé predmety “dosypem” ku velkym pomocou first-fit heuristiky

e Podla toho, ¢ malé predmety potrebovali otvorit nova krabicu,
dostaneme bud 1 + % aproximaciu alebo 1 + % aproximaciu

Majme € > 0, zvolme:

6= 152, k=1/6"

1+/%5:1+5/152 =1+ <1+e

5 _ e/(1te) _
I+ =1+gmg=1+¢

= nase riesenie < (1 + ¢)OPT(S)
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Polynomialne aproximacné schémy

Aproximacny algoritmus A(x,¢), pre ktory plati:
A(zx,e) < (1 +¢)OPT(x) (minimalizany problém)
resp. A(x,e) > (1 —e)OPT(z) (maximalizacny problém)
a ktory my polynomialnu casovii zlozitost vzhladom ku parametru
|z| pre lubovolné & nazyvame
polynomialna aproximacna schéma (PTAS).

Ak je navyse polynomialny aj v parametri 1/¢, tak je to
plne polynomialna aproximacna schéma (FPTAS).
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Ako optimalne zbalit velké predmety?

Pripomenme si: n predmetov, kazdy aspon velkosti §, len k rdéznych
hodnét

Kol'ko réznych “typov’ krabic vieme z tychto predmetov poskladat?
e V kazdej krabici najviac 1/ predmetov
e Kazdy predmet méze byt len jeden z k réznych typov
e Dohromady najviac R = k'/9 spoésobov ako vyskladat krabicu

Maximalne n krabic, kazdy jedného z R typov = n* moznosti
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