Problém vyberu i-teho prvku

Uloha: Dané je pole n prvkov A[l...n], ¢islo i
Najdi i-ty najmensi prvok v poli.

Priklad: 7,4824 =3
Mozné jednoduché riesenia:

e Opakovane vyhladaj najmensie Cislo. O(in)
(Co ak napriklad hladame median? i = [n/2])

e Zotried pole a vyber i-ty prvok. O(nlogn)

Dnes: snaha o linearne riesenia



function SELECT(A,i)
// find i-th element in array A
p:=choose_pivot(A);
//--- partition A into LESS, EQUAL, MORE
create new arrays LESS, EQUAL, MORE;
for i:=1 to size(A) do
if A[il<p then add A[i] to LESS;
if A[i]l=p then add A[i] to EQUAL;
if A[i]>p then add A[i] to MORE;
//--- decide, what case to pursue
if size(LESS)>=i then
return SELECT(LESS,1i);
else if size(LESS)+size(EQUAL)>=i then
return p;

else
return SELECT(MORE,i-size(LESS)-size(EQUAL));



Akym sposobom si vyberame pivot?

(ak by sme vyberali [ubovolny prvok a mame smolu, tak O(n?))
1. Rozdel pole A[l...n] nan/5 skupin po 5 prvkoch
2. Z kazdej skupiny vyber treti najmensi = pole MEDIANS
3. Z pola MEDIANS vyber median (rekurzivne zavolaj SELECT)

4. Vysledny prvok vezmeme ako pivot p

aspon 1/4 prvkov z pola A je < p; aspon 1/4 prvkov je > p



function SELECT(A,i)
// find i-th element in array A
p:=choose_pivot(A);
//--- partition A into LESS, EQUAL, MORE
create new arrays LESS, EQUAL, MORE;
for i:=1 to size(A) do
if A[il<p then add A[i] to LESS;
if A[i]l=p then add A[i] to EQUAL;
if A[i]>p then add A[i] to MORE;
//--- decide, what case to pursue
if size(LESS)>=i then
return SELECT(LESS,1i);
else if size(LESS)+size(EQUAL)>=i then
return p;

else
return SELECT(MORE,i-size(LESS)-size(EQUAL));



aspon 1/4 prvkov z pola A je < p; aspon 1/4 prvkov je > p
e V kazdom kroku rozdelime na LESS, EQUAL, MORE

e Ak sme nenasli spravny prvok, dalej vyhladavame, uz len v LESS
alebo v MORE

e V kazdom pripade nam na dalsie kolo ostane max. 3/4 prvkov
lebo |[LESS + EQUAL|> 1/4n
IMORE + EQUAL| > 1/4n

Celkovy cas behu:

T(n) =0(n)(1+3/44 (3/4)* + (3/4)° +...)
= O(n) 1_%9)/4 = O(4n) = O(n)

Na co sme zabudli?



Na co sme zabudli?

Selekcia pivota:
1. Rozdel pole A[l...n] nan/5 skupin po 5 prvkoch
2. Z kazdej skupiny vyber treti najmensi = pole MEDIANS
3. Z pola MEDIANS vyber median (rekurzivne zavolaj SELECT)
4. Vysledny prvok vezmeme ako pivot p
Spravna rekurencia:
T(n) =T(In/5])+T([3/4n]) + O(n)

Lahko ukazeme indukciou, ze aj v tomto pripade T'(n) < cn a teda
Casova zlozitost je T'(n) = O(n).



Zhrnutie deterministického riesenia problému vyberu
e Komplikovany algoritmus na vyber pivota
e Garantuje, ze v kazdom kole sa zbavime aspon 1/4 prvkov

e Vysledny algoritmu ma zlozitost ©(n)



Pravdepodobnostny algoritmus (randomized algorithm)
e Idea: Vyber pivot ako nahodny prvok pola
e Intuicia: Obvykle to bude fungovat celkom dobre

e V najhorsom pripade: vzdy zhodou okolnosti zvolime minimum

alebo maximum



Casova zlozitost deterministického algoritmu

Casova zlozitost algoritmu A je funkciou vel'kosti vstupu, pricom
T4(n) je najvacsi Cas potrebny na vyrieSenie vstupu o velkosti n.

Ta(n) =max{Ta(x)||x| =n}

(T'a(x) je Cas, ktory algoritmus A potrebuje na vyrieSenie vstupu x.)

Ocakavana casova zlozitost pravdepodobnostného algoritmu

Casova zlozitost algoritmu A je funkciou velkosti vstupu, pricom
Ta(n) je najvacsi Cas potrebny na vyriesenie vstupu o velkosti n.

Ta(n) = max{Er[Ta(z, R)|||z| = n}
(T'a(x, R) je Cas, ktory algoritmus A potrebuje na vyrieSenie vstupu x

za predpokladu, ze postupnost prislusnych ndhodnych rozhodnuti
je R.)



Pocitame casovii zlozitost algoritmu s nahodnou volbou pivota

Ta(n) = O(n) + E[Ta(n')] < O(n) + X0, 1Ta(i — 1)

1=1 n

Ta(n) <O(n)+ 2Ta(3/4n) + 1 Ta(n — 1)

10



Riesime rekurenciu. ..

Ta(n) < O(n)+ 2Ta(3/4n) + 1 Ta(n — 1)

Indukciou dokazeme, Ze pre vhodné ¢ > 0 plati T'4(n) < cn.

Baza: Pre dostato¢ne malé n zjavne plati, ak ¢ je dostatocne velkeé.
Indukcny krok: Prepokladajme, Ze plati T4 (n') < cn’ pre n’ < n.

Ta(n )<cn+——nc+ (n—l)c
<cdn+32 nc—l—
:cn+8
< cn

(za predpokladu, ze ¢/ < 1/8¢)

Cize, Ta(n) < cn = O(n).
Dokazali sme, Zze ocakavana casova zlozitost pravdepodobnostného

algoritmu je O(n).
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Zhrnutie

e Problém vyberu i-teho nejmensieho prvku
(napriklad hladanie medianu)

e (Velmi zlozity) linearny deterministicky algoritmus, ktory nie je
velmi prakticky

e Velmi prakticky pravdepodobnostny algoritmus
Cas jednotlivych behov sa méze lisit podla toho, ako nam “padni
karty” (tzv. Las Vegas algoritmus)

e Pojem ocakavanej Casovej zloZitosti

e Linedrna ocakavana casova zlozitost pravdepodobnostného
algoritmu pre vyber
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