Hl'adanie najlacnejsej kostry

Dany je graf G = (V, F)
ohodnotené hrany: w: £ — R™

Vyberte podmnozinu hran F' C E tak, aby:
e (V,F) bol acyklicky graf
e pridanie lubovolnej hrany = cyklus
e w(F') bola minimalna mozna

Ak je GG shvisly, tak I tvori strom
Inac je F' les (strom v kazdom komponente G)

(Pre jednoduchost predpokladame, ze vsetky vahy si rozne.)



Pravidlo inklGzie

Ak pre nejaky vrchol v je e = argming, ,yeg{w(u,v)}
potom hrana e patri do najlacnejSej kostry.

Po skontrahovani takej hrany mézeme hladat dalsiu takym istym

spdsobom.



Kruskalov algoritmus (1956)

MST-KRUSKAL (E) :
repeat:
(u,v) := hrana s minimdlnou cenou
T =T+ {(u,v)}

skontrahuj hranu (u,v)

Casova zlozitost: O(mlogn)
(pouzi datova Struktiru pre UNION/FIND-SET)



Primov algoritmus (1957)

MST-PRIM(E) :

s := Tubovolny pociatolny vrchol
repeat
(s,v) := hrana s minimdlnou cenou z vrcholu s

T :=T + {(s,v)}

skontrahuj hranu (s,v)

Casova zlozitost: O(mlogn)
ak pouzijeme Fibonacciho heap: O(nlogn + m)



Boriavkov algoritmus (1926)

MST-BORUVKA (E) :
repeat
pre kazdy vrchol v[i] nadjdi z neho vychadzajicu hranu
e[i] s minimdlnou cenou;
T :=T + {el[l],el2],...}
skontrahuj hrany el[1],e[2],...

Casova zlozitost: O(mlogn)
(v kazdom kroku miniméalne polovicu vrcholov odstranime)



Co sa stane, ak pouzijeme Boriivkov algoritmus loglogn krat
e V kazdom kroku pocet vrcholov na polovicu
e Po loglogn krokoch: n’ = n /281" — n /log n vrcholov
e Na tento graf pouzijeme Primov algoritmus: O(n'logn’ + m)

/ /I n_ n n_ . _
n' logn' = Tog 1 log Tog < Tog logn =n

Celkova casova zlozitost: O(mloglogn+m+n) = O(n+ mloglogn)



Pravdepodobnostny algoritmus (Karger et al. 1994)

MST-RANDOMIZED (E) :
repeat
urob 2x Borivkov krok
:= ndhodny podgraf (kazda hrana s pravdepodobnostou p)
:= MST-RANDOMIZED(R)
:= tazké hrany z E vzhTadom ku F
:=E - H
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Co s tazké hrany?
Hrana (u,v) je tazka vzhladom na F', akk:
e vrcholy u a v st spojené v F’

e hrana (u,v) ma vacsiu vahu ako

vSetky hrany na ceste z u do v v F



Co s tazké hrany?
Hrana (u,v) je tazka vzhladom na F', akk:
e vrcholy u a v st spojené v F

e hrana (u,v) ma vacsiu vahu ako
vSetky hrany na ceste z u do v v F’

(mozno najst vietky tazké hrany v ¢ase O(m + n) - netrivialne)

Pravidlo exklazie: Ak je v grafe G cyklus C' a hrana e ma najvacsiu
vahu z C, potom e nembze byt sicastou minimalnej kostry.



Kolko je tazkych hran?
Predstavme si, Ze by sme mali hrany zotriedené podla vahy.

F:={}; R:={}
pre vSetky hrany e od najmensSej po najvacsiu:
ak e neurobi cyklus v F, 0ZNACKUJ hranu
s pravdepodobnostou p:
R:=R U {e}

ak je e oznackovana, F:=F U {e}

R je ndhodny podgraf z kroku 2
F' je jeho najlacnejsia kostra
Len oznackované hrany moézu byt [ahké

# lahkych hran < # znaciek
E[# lahkych hran] < E[# znaciek] = nle

= v kazdom kroku vyhodime aspon n — ”le tazkych hran!



Nastavme |p = 0.5

MST-RANDOMIZED(E) :

urob 2x Boridvkov krok

R := ndhodny podgraf (kazda hrana s pravdepodobnostou p)
F := MST-RANDOMIZED(R) # m’> hran, n/4 vrcholov

H := tazké hrany z E vzhTadom ku F

E
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E - H # m’’ hran, n/4 vrcholov

T'(m,n) : oCakavany Cas pre m hran a n vrcholov
T(m,n) <cm-+n)+T(m',n/4)+T(m" n/4)
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T'(m,n) : oCakavany Cas pre m hran a n vrcholov
T(m,n) <cm+n)+T(m' n/4)+T(m" n/4)

Em'l=m/2 FEm"] <n/2
Ukazeme indukciou, ze T'(m,n) < d(m + n) pre d > 4c

T(m,n) <cim+n)+T(m' n/d)+T(m" n/4)
<c(m+n)+ Eldm' +n/4)]+ Eldim” +n/4)]
<c(m+n)+dn/2+dEm'|+ dE[m"]
<cm+cn+dn/24+dm/2+ dn/2
<dn+dm/2+2cm <d(m+n) O

= Las Vegas algoritmus s o¢akavanou zlozitostou O(m + n)
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Zhrnutie: Hladanie najlacnejsej kostry v linearnom case
e Dve pravidla: inklazia a exklizia

e Deterministické algoritmy zalozené na inklazii:
Kruskalov algoritmus: O(mlogn)
Primov algoritmus: O(nlogn + m)
Borivkov algoritmus: O(mlogn)

e Pravdepodobnostny algoritmus zalozeny
na pouziti Boriivkovych krokov:
najprv graf “zahustime” (pomocou inklazie),

potom sa zbavime vela hran “naraz’ (pomocou exklizie)

e \ysledna Casova zlozitost O(m + n) (oCakavana)
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