Celociselné linearne programovanie (ILP)

Optimalizacna tloha nasledujiiceho tvaru:

minimalizuj/maximalizuj f(x1,...,2,)
za podmienok:
Ll(ZCl, “.n ,ZCn)

0
Lg(xl,...,acn) 0

AVARAV,

Vi:x; € {0,1}

(f, L1, La, ...s0 linearne funkcie)

ILP je NP-tazky problém. ALE: existuja solvery, ktoré mnozstvo
inStancii dokazu riesit rychlo (SCIP, CPLEX a pod.)



Vahované vrcholové pokrytie

Uloha: Dany je graf G = (V, E), vahy vrcholov w : R — R™
Najdite vrcholové pokrytie C' s minimalnou vahou } -~ w(v)

Riesenie pomocou ILP:

1, vrchol patri do vrcholového pokrytia

0, inak

Premenné z, =

Minimalizuj ) w(v)x, za podmienok
pre kazda hranu e = {u,v}: x, + 2, > 1
pre vietky vrcholy u: x, € {0,1} (*)

Co sa stane, ak podmienku (*) nahradime
podmienkou 0 < z,, < 17 (nazyvame aj relaxacia ILP)



Linearne programovanie (LP) vs.
Celociselné linearne programovanie (ILP)

minimalizuj/maximalizuj f(z1,...,x,)
za podmienok:
Ll(acl, “. ,ZCn)

0
Lg(xl,...,xn) 0

AVARAV,

Vii0<z; <1

(f, L1, Lo, ...sG linedrne funkcie)
LP mozno riesit numerickym algoritmom v polynomialnom case
Pozorovania:

e Lubovolné dosadenie premennych pre ILP funguje aj pre LP

e = OPT(ILP) > OPT(LP) (minimalizacny prob.)
OPT(ILP) < OPT(LP) (maximalizacny prob.)



Vahované vrcholové prokrytie pomocou relaxacie ILP

1. Vyries LP, ktory vznikol relaxaciou ILP:
Minimalizuj ) w(v)x, za podmienok
pre kazda hranu e = {u,v}: x, + 2, > 1
pre vSetky vrcholy u: 0 <z, <1

2. Vysledné rieSenie zaokrahlime: v € C| akk x, > 1/2

3. Takéto riesenie je vrcholovym pokrytim:
pre kazda hranu e = {u, v} musi platit =, + x, > 1
aspon jedno z x,,, x,, musi mat hodnotu > 1/2

Dostali sme nejaké vrcholové pokrytie, o kol'ko horsie je od
optimalneho vahovaného vrcholového pokrytia?



Dostali sme nejaké vrcholové pokrytie, o kol'ko horsie je od
optimalneho vidhovaného vrcholového pokrytia?
OPT(ILP) > OPT(LP)

=2, WV)Ty = D20 5170 W(V)To

= Zv:xv21/2 sw(v) = zw(C)
OPT(ILP) > %fw(C)
w(C) < 20PT(ILP)




Problem MAX SAT

Uloha: Dana je logicka formula s m klauzulami a n premennymi.
Najdite priradenie pravdivostnych hodnét tak, aby bol splneny
maximalny pocet klauzal.

Priklad:
(x1 Vg V-ox3) A(xaV-ox3Vaey) A(—xy VeV -oxy)



ILP pre MAX SAT

Premenné: z; : pravdivostnd hodnota priradena z;
y; : je splnena klauzula ¢;?

Maximalizujeme > y; za podmienok:

pre kazda klauzulu ¢; “vynatime” spravnu hodnotu y;
napriklad ak ¢; = (z3 V —x4 V x¢):
y; < 23+ (1 —24) + 26

zi,¥i € {0,1} (%)



MAX SAT pomocou relaxacie ILP

1. Vyries LP, ktory vznikol relaxaciou ILP:

Maximalizujeme > y; za podmienok:

pre kazda klauzulu ¢; “vynatime” spravnu hodnotu y;
0<z,y; <1

2. Vysledné pravdivostné hodnoty z1, ..., 2, nahodne zaokrahlime:
Pr(z; =1) = z;

3. Takéto pravdivostné priradenie hodnét vyhlasime za rieSenie nasho
problému.

Kol'ko klauzul bude splnenych a v akom vztahu je toto riesenie k
optimalnemu rieseniu?



Pravdepodobnost, ze konkrétna klauzula je splnena
Napriklad ¢; = (z3 V x5)

Pr(c; je splnend) =1 — Pr(c; je nesplnena)

=1—(1—23)(1 — z25)

. ((1—z3)—|—(1—25))2 1 (1 - ztm)?
1

2
>1—(1—y;/2)2 =1—(1+y3/4—y;) = y; —y2/4 > Jy;

Pr(c; je splnend) > 3y,

(d6kaz jednoducho generalizuje na klauzuly s [ubovolnym poctom
premennych)



Pr(c; je splnena) > 2y,
Aky je pocet splnenych klauzal?

E[# splnenych klauzdl] = >, Elc; je splnend]
= >_;0-Pr(c; je nesplnend) + 1 - Pr(c; je splnena)
> Zj %yj = %Zj Yj = %OPT(ILP)

. . - . . 3 . - - . .
Dokazali sme, ze algoritmus je -aproximacny (v ocakavanej
hodnote).
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Zhrnutie

e Celociselné linearne programovanie sa da pouzit nielen priamo na
riesenie tazkych optimalizacnych aloh, ale aj na vytvorenie
aproximacného algoritmu.

e Relaxacia ILP, rieSenie LP, zaokrihlenie
e 2-apx algoritmus na vahované vrcholové pokrytie

e 3/4-apx algoritmus na MAX SAT (v ocakavanej hodnote)
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