1 Celociselné linearne programovanie (ILP!)

Celociselné linedrne programovanie je zndmy N P-tazky problém. Slovo ,,prog-
ramovanie” je v jeho nazve pouzité v trochu inom vyzname, nez na ktory sme
zvyknuti. Pre nés je ILP zaujimavé kvoli dvom dolezitym vlastnostiam:

e Prijemne sa nan redukujui iné problémy.

e Existuju softvéry riesiace ILP (ILP solvery), ktoré si celkom dobre
,,vytunené” a hoci neddvaji garanciu o svojej rychlosti (z principu veci,
kedze sme eSte nedokézali P = NP), v praxi su ¢asto celkom rychle.

Konkrétne triky a heuristiky pouzivané v ILP solveroch nds momentalne
nebudi zaujimat, sta¢i ndm vediet, Ze jestvuji. Viac nds bude zaujimat,
ako formulovat iné problémy pomocou ILP (resp. redukovat iné problémy na
ILP).

1.1 Definicia problému
1.1.1 Linearne programovanie
Vstup pre linedrne programovanie (nazyvany aj linedrny program) ma tieto
casti:
e Konecna mnozina premennych V' (véc¢sinou je zadand implicitne)

e Linedrna funkcia nad premennymi z V', nazyvana cielovd funkcia (ob-
jective function)

e Sustava neostrych linedrnych nerovnosti nad premennymi z V', nazyvanych
obmedzugice podmienky (constraints).

e Informadia, ¢ chceme cielovii funkciu minimalizovat, alebo maximalizo-
)
vat.

Vystupom je priradenie realnych cisel vsetkym premennym z V', pre
ktoré:

e Vsetky obmedzujice podmienky platia a
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e Cielovd funkcia m4d najlepsiu (navicsiu alebo najmensiu, podla toho,
¢i maximalizujeme alebo minimalizujeme) moznu hodnotu,

pripadne informécia, ze takéto priradenie neexistuje (bud neexistuje pri-
radenie, ktoré by spiﬁalo vietky obmedzujice podmienky, alebo moze cielova
funkcia nadobudniit Tubovolne dobri hodnotu).

Linedrny program teda moze vyzerat napriklad takto:

Minimalizuj 2z, + 429 — x4

Pricom:
$1+3$2>2
JZ4+ZL‘3<2
x1—1:3<—1
27120
I2>0
513320

Spravny vystup pre tento vstup je priradenie:

ry =0

2
x2—§
r3 =1
s =1

Pozndmka 1. Linedrnost cielovej funkcie znamend, Ze ide stcet, ktorého
kazdy ¢len je bud bud konstanta (redlne ¢&islo), alebo jedna premennd z V'
prendsobend konstantou. Prikladom korektnej cielovej funckie pre V' = {z1, 29, z3}
je teda napriklad 4+ 13z, —2x3. Naopak, funkcie 22 +8, ani 1 + 22923 nemozu
byt pouzité ako cielové, lebo obsahuji ndsobenie dvoch premennych, resp.
premennej so sebou samou.

Linedarnost obmedzujticich podmienok znamend, ze obe strany nerovnosti
musia byt linedrne.
Pozndmka 2. Kedze Tubovolna rovnost L = R sa d4 vyjadrit ako dve ne-

rovnosti L < R a L > R, standardne sa povoluje, aby medzi obmedujticimi
podmienkami boli aj rovnosti (stale vak musia byt linedrne).



Pozndmka 3. V linedrnych programoch, s ktorymi sa stretneme, sa casto
budi vyskytovat obmedzenia na rozsah jednotlivych premennych, napr. z; >
0. Hoci sa tieto obmedzenia daji chdpat ako obycajné obmedzujice pod-
mienky, v niektorych formétoch linedrnych programov sa zvyknt vyélenovat.

Priklady formulacie linearnych programov pre ,,realistické” problémy najdete
v tomto texte (kapitola 1.1) https://math.mit.edu/~goemans/18310S15/
lpnotes310.pdf.

Linedrne programovanie samo o sebe este nie je N P-tazké (za predpo-
kladu, Ze nas pocitac vie pracovat s realnymi ¢islami, sa dé riesit v poly-
nomidlnom case).

1.1.2 Celociselné linearne programovanie

Celociselné linedrne programovanie (ILP) sa od oby¢ajného linedrneho prog-
ramovania (LP) 1isi tym, ze vo vystupe musi byt kazdej premennej priradend
celoéiselna hodnota.

Vstup pre ILP teda vyzera rovnako ako vstup pre LP. Pre rovnaky linearny
program vsak LP a ILP mozu dat rozne vysledky. Vysledok ndjdeny pomo-
cou ILP pritom nikdy nemd lepsiu hodnotu cielovej funkcie, ako vysledok od
LP.

Podmienka na celoéiselnost je ¢asto potrebnd pri kombinatorickych problémoch,
kde necelociselné riesenia nemaji zmysluplni interpretaciu.

1.2 Priklad vyuzitia

Na ukéazku vyriesime pomocou ILP nasledujici hlavolam:

Umiestnite na Sachovnicu c¢o najviac dam tak, aby sa vzdjomne neohrozo-
vali.

Nas linedrny program bude 64 premennych — pre kazdé policko Sachovnice
jednu. Premenné nazvime x4y, X a9,...,2rys. Vyznam tychto premennych je
nasledujici: kazdd premennd urcuje, kolko m4 byt na prislusnom policku
dam.

KedZe je nasim cielom umiestnit na Sachovnicu ¢o najviac ddm, budeme
maximalizovat funkciu

XAl +Tpao + -+ Tgs.



Ostéva este napisat vhodné obmedzujiice podmienky. KedZe na kazdom
policku musi byt aspoil 0 a najviac jedna ddma, budeme mat pre kazdé
ie{A,B,....,H},je{1,2,...,8} podmienky

zi; = 0,

Aby sa ddmy neohrozovali vertikalne, priddme podmienky, ze v kazdom
stlpci moze byt maximélne jedna ddma. To znamend, Ze pre kazdé i €
{A B,..., H} budeme mat podmienku:

Tip + Tjo + -+ Tig < 1.

Podobné podmienky napiseme aj pre riadky. Pre kazdé j € {1,2,...,8}:

QZAj+SUBj+"'+1}Hj<1.

Nakoniec, podobné podmienky napiseme aj pre diagonaly:

T A1
Ta2 +Tp1

INCINN

1
1
1

TA3 + Tp + To1

Riesenie tohto linedrneho programu (vystup ILP solvera) budeme inter-
pretovat takto: ak ma premennd z;; hodnotu 1, postavime na policko ij
ddmu, v opa¢nom pripade ho nechdme volné.

Pozndmka 4. Premenné, ktorym dovolime nadobtidat iba hodnoty 0 a 1
(napriklad pomocou obmedzujuicich podmienok =z > 0, x < 1) sa zvykni
nazyvat bindrne premenné.



