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Datova struktara asociativne pole, slovnik
Udrzujeme mnozinu klacov, kazdy moéze mat pripojené dalsSie data
Operacie find, add, remove

Slovnik pomocou hasovacich tabuliek

e Jednoduché deterministické hasovanie
(pevne zvolena hasovacia funkcia, vedierka):
O(n) v najhorsom pripade
(vSetky prvky sa haSuja na ta istd hodnotu)

e Nahodna hasovacia funkcia z vhodnej triedy
O(1) ocakavany cas

e Perfektné hasovanie
find v O(1) v najhorsSom pripade,
randomizacia ovplyviuje iba cas add/remove

Viac o hasovani na cvic¢eniach



Slovnik pomocou binarnych vyhladavacich stromov
e Bez vyvazovania O(n) v najhorsom pripade

e S vyvazovanim (napr. AVL stromy) O(logn) v najhorSom pripade

Na rozdiel od haSovania, binarne stromy sa daji rozsirit na dalsie
operacie, napr.:

e Vypis vSetky prvky v utriedenom poradi
o Ak kl'G¢ x nie je v mnozine, najdi najblizsi, ktory je

e Najdi k-ty najmensi prvok mnoziny



Pravdepodobnostné alternativy binarnych vyhladavacich stromov

Deterministické:
e Bez vyvazovania O(n) v najhorsom pripade

e S vyvazovanim O(logn) v najhorSom pripade (napr. AVL stromy)

Dnes uvidime:
e Skiplist [Pugh. 1990]
e Treap [R. Seidel and C. Aragon. 1989; Vuillemin 1980]

Obidve su pravdepodobnostné:
e Ocakavany cas O(logn)

e Jednoduchsia implementacia ako vyvazovanie



Skiplist

e Utriedené pole:
find O(logn), ale update znamena postvanie, O(n)

e Utriedeny spajany zoznam:
find O(n), ale ak vieme, kde chceme robit update, ¢as O(1)

o Skiplist:
utriedeny spajany zoznam so skratkami

rychlejSie najdeme spravne miesto
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Skiplist: find, vyhl'adanie predchodcu

Le i o e
. = Iy

L »

Ly . -

Ly 0| o 1 | o>
sentinel

Node findPredNode (T x) {

Node u = sentinel; int r = h;
while (r >= 0) {
while (u.next[r] !'= null && u.next[r].x < x)
u = u.next[r]; // go right in list r
r——; // go down into list r—1
}
return u;



Skiplist: add(z)
e N3ijdeme predchodcu prvku x
e Pamatame si posledny navstiveny uzol na kazdej trovni
e Smerniky z tychto uzlov bude mozno treba zmenit

e Novému uzlu nastavime ndhodn( vysku
kol'ko hodov mincou treba, kym padne hlava
(geometrické rozdelenie)

e Operacia remove funguje podobne
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Skiplist: analyza
Lema 1: Nech T je pocet hodov mincou kym padne hlava. Potom
ET) =2.

Doékaz: Nech ¢; je 1 ak T' > 4, 0 inak.

T = Z;)il tz’

E[Ill = E it@-]—iE[ti]
_ imi—l:1+1/2+1/4+1/8+...:2.

Doésledok: Kazdy uzol skiplistu je teda v priemere v dvoch (rovniach.



Skiplist: analyza

Lema 2: Nech H je pocet Grovni skiplistu s n prvkami.
EH] <logsn+3

Dékaz: Nech h; je 1 ak je zoznam L; neprazdny, 0 inak.
Elh;] < B[|L;]] = n/2"

E[H] = E Zhi] =Y Elhj]
1=0 1=1
[log, 1] 00
= >, Ehl+ >  Elh
i=0 i=|log, n|+1
[logy 1] oo
< Y 1+ ) w2
1=0 i=|logy, n|+1

< (loggn+1) 4+ (14+1/2+1/4+ ...
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Skiplist: pamatova zlozitost v ocakavanom pripade

Zarazka (sentinel): O(logn) smernikov
Ostatné smerniky v uzloch: 2n
Ostatné data: O(n)

Spolu: O(n)
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Skiplist: casova zlozitost v ocakavanom pripade

Lema 3: Nech F' je pocet smernikov prejdenych vo findPredNode(x).

E[F]| <2log,n+ O(1).

Daésledok: V skipliste s n prvkami pracuji operacie find, add a remove
v oCakavanom case O(logn).
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Skiplist: dokaz lemy 3

e Cestu k prvku z budujme odzadu: zaéneme v x na Grovni 0, ked
sa da ist vyssie, ideme vyssie, inak dolava.

e Nech f; je pocet uzlov, ktoré cesta navstivi na (rovni 1.

e V kazdom uzle sa da ist dohora s pravdepodobnostou 1/2.
Obdoba hadzania kockou. E[f;] < 2.

o Taktiez E[fi] < 2E[|L;|] = 2n/2’
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o E[F] < (2logyn+2)+2(1+1/24+1/4+...) = 2logyn +O(1)
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Treap (tree+heap)

Binarny vyhladavaci strom:
Ak ma vrchol kla¢ z, vietky vrcholy v lavom podstrome maja kluce
< x a vsetky vrcholy v pravom podstrome maja kl'tuée > x.

Halda: Ak ma vrchol kl'a¢ z, vsetky jeho deti maja klaée > .

Treap: Kazdy vrchol ma kl'a¢ k a prioritu p.

Klu€e tvoria binarny vyhladavaci strom, priority tvoria binarnu haldu.
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Treap (tree+heap)

Kazdy vrchol ma kl'a¢ k a prioritu p.

Klaée tvoria binarny vyhladavaci strom, priority tvoria binarnu haldu.

Pre kazdi mnozinu dvojic kl'G¢ a priorita (bez opakujacich sa hodnét)
existuje prave jeden treap.

Dokaz:

Koren musi byt prvok s minimalnou prioritou
Ostatné prvky rozdelime vlavo a vpravo podla kluca
Lavy a pravy strom vybudujeme rovnakym spdsobom

V treape sa priority kl'a¢om generuji nahodne pri vkladani prvku.
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Algoritmy pre treap
e Find funguje ako v binarnom vyhladavacom strome

e Pri add najskér prvok vlozime do listu podla kl'tuca, potom robime
rotacie, kym je porusenda vlastnot haldy

e Pri remove prvok rotujeme, kym sa nedostane do listu, potom ho

Zzmazeme.

rotateRight(u) =

< rotatelLeft{w)

15



16



Analyza treap-u

Zlozitost operacii je tmerna hlbke stromu

Hlbka stromu je v najhorsom pripade O(n) a v najlepsom

O(logn).

Tvar treapu je ekvivalentny bindrnemu vyhladavaciemu stromu,
do ktorého boli kl'i¢e pridavané v poradi od najmensej priority,
teda v nahodnom poradi

Ocakavana vyska takého stromu je O(logn)
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Ocakavana vyska binarneho vyhl'adavacieho stromu

s nahodnym poradim vkladania

Majme v strome prvky 1 < zo < ... < x,, hladame x;.

Ak find prejde cez uzol x;, kde 7 < k,
doteraz sme na ceste videli bud prvky vicsie ako zy,
alebo mensie ako z;

Prvky x;41,...,2, by sa az po x; hladali tak isto,
boli teda vlozené neskor ako x;

Nech h; = 1 ak prvok x; je na ceste ku xj, 0 inak.
Elh;]=Pr(h;=1)=1/(k—1+1)

Podobne pre vacsie prvky
EH| = Eh]<2(141/24+1/3+...1/n) = O(logn)

Harmonické ¢islo H, =1+ 1/24+1/3+...1/n
Inn< H, <lnn+1
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Pravdepodobnostné alternativy binarnych vyhladavacich stromov

Deterministické:
e Bez vyvazovania O(n) v najhorsom pripade

e S vyvazovanim O(logn) v najhorSom pripade (napr. AVL stromy)

Dnes sme videli:
e Skiplist [Pugh. 1990]
e Treap [R. Seidel and C. Aragon. 1989; Vuillemin 1980]

Obidve su pravdepodobnostné:
e Ocakavany cas O(logn)

e Jednoduchsia implementacia ako vyvazovanie
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