Zaverefna skuaska ¢. 1, 1-AIN-105, Zima 2022/2023

Meno a priezvisko Studenta: .......ccooeviviiiiiiiiiiiiiiiiiininenen..

e Tato pisomka ma 12 stran. Vyrieste tlohy a napiSte odpovede priamo do zadania. PiSte ¢ita-
telne, aby ste zbytoc¢ne nestracali body. Ak vam niekde nesta¢i miesto, vyuZite prazdne strany.

e Bonusové tilohy budu hodnotené prisnejSie a za nekompletné rieSenia nebudt priznavané cias-

tocné body. Preto ich rieste az na zaver, ak vam zostane cas.

e Ak sa vam zadanie zda nejednoznacné, napiste predpoklady, ktoré zadanie zjednoznacnia a

pokracujte v odpovedi na prislusni otéazku.

e Opisovanie je vazne poruSenie akademickej integrity a akykol'vek prehresok v tejto oblasti bude

postihnuty podla pravidiel predmetu a postipeny na disciplindrne konanie.

(9 bodov) Asymptoticka zlozitost pseudokédu

Ak oznac¢ime ¢as potrebny na vykonanie uvedeného pseudokodu 7'(n), rozhodnite o pravdivosti

nasledujucich tvrdeni. Nie je potrebné Ziadne zdoévodnenie.

Upozornenie ohl'adom bodovania: Za kazdu spravnu odpoved dostanete 1 bod, za ne-
spravnu odpoved dostanete —1 bod. Nemusite vyplnit vSetky odpovede, nevyplnené odpovede

budu za 0 bodov.

a) j:=0; k:=0
for i:=1 to n
while (j<=ixi)
print(">")
ji=j+1
while (k<=j)
print ("<")
k:=k+1
b) i:=n
while (i>1)
for j:=1 to 1
print ("x*"
i:=2*(i div 3)

(n div k je celo¢iselné delenie)

¢) print d(1,n)

function d(i,j):
if (j-i<1000) return 17
else
k:=(j-i+1) div 4;
a:=d(i,i+2xk)+d(i+1,i+2*xk+1)
b:=d(j-2*k-1,j-1)+d(j-2xk,])
for m:=1 to (j-1)*(j-1i)
print ("x*"
return atb;

(n div k je celo¢iselné delenie)

T(n) = O(n)
T(n) =0(n)
T(n) = Q(n)

(] pravda [ nepravda
(] pravda [ nepravda
[] pravda [J nepravda

U] pravda U] nepravda
(] pravda [ nepravda
(] pravda [ nepravda

(] pravda [ nepravda
[] pravda [J nepravda
(] pravda U] nepravda




(20 bodov) Platanie hadic

Na nemenovanej fakulte poZziarna inSpekcia nasla deravi poziarnu hadicu. KedZe penazi je
mélo, udrzba sa rozhodla hadicu zaplatat. Hadica mé& k malych dier vo vzdialenostiach d; <
dy < ... < dy centimetrov od Tavého konca (hadicu si predstavte ako tsecku iducu zlava
doprava). Mame k dispozicii dva typy zéplat, prvy typ pokryje 3cm dizky, druhy typ pokryje
5cm dlzky hadice (zaplata pokryje aj diery, ktoré st presne na jej lavom alebo pravom okraji).
Cielom je zalepit vietky diery s pouzitim najmensej moznej celkovej dlzky zaplat.

Vzorovy priklad vstupu a rieSenia:
k=05, (dy,...,dy)=(1,3,4,6,10)

Diery mozno pokryt dvoma zéplatami s celkovou dlzkou 8cm. Prvi zéaplatu o dlzke 3cm pri-
lozime Tavym okrajom na poziciu lem a pokryje diery dy, dy a ds, druht zaplatu o dlzke 5cm
prilozime l'avym okrajom na poziciu 5.5cm a pokryje diery dy a ds.

a) Ulohu budeme riegit dynamickym programovanim. Podproblém H[i] bude celkova dlzka
zaplat, ktoré potrebujeme na zaplatanie dier dq, ds, . . ., d;. Doplite tabulku H pre vzorovy
priklad.

1=0]1=1]1=2|1=3]|1=4] 1=5
di=1|do=3|d3s=4|dy=6|d; =10

b) Profesor Premudrely tvrdi, Ze optiméalne riesenie dostaneme aj tak, ze v kazdom kroku
polozime Tavy koniec zaplaty na najlavejsiu dieru, pricom pouZijeme 5cm zaplatu vzdy, ak
Scm zéplata priloZenéd na tomto mieste pokryje viac dier ako 3cm zéplata. Potom zmazeme
zo zoznamu vSetky diery pokryté zaplatou a opakujeme, az kym neostanu ziadne diery.
Ukézte, ze profesor Premudrely neméa pravdu.

c) Predpokladajme, Ze v optimalnom rieSeni bude pokryvat poslednu dieru 5em zéplata tak,
ze jej pravy okraj presne konéi vo vzdialenosti dj (zéplata tak pokryva dieru na tejto
pozicii). Aké je v takom pripade cena optimalneho riesenia? (MoZete pouzit hodnoty H[i]
pre vSetky i < k a hodnoty dy, ..., dx.)

HIK] =



d) Napiste rekurentny vztah pre vypocet hodnoty H[i| a kratko zdovodnite jeho spravnost.

Hli] =

e) Napiste pseudokod pre vypocet vetkych hodnot H[i] pre i < k (vratane vypoctu zaklad-
nych pripadov, ktoré nemozno spocitat vztahom odvodenym v ¢asti d)). Pseudokod na
konci vypiSe cenu optimélneho riesenia pévodnej tlohy pre diery dy, ..., dx.

f) Aka je casova a pamétova zlozitost vasho riesenia?



(25 bodov) Kratke otazky

Odpovedzte na nasledujice otazky a kratko (jednou alebo dvoma vetami) zdévodnite svoju
odpoved.

a) Kruskalov algoritmus v najlepsej implementacii, akt pozname, spustime na kruznici s n
vrcholmi. Potom jeho ¢asova zlozitost je ©(n?).
Toto tvrdenie je: [J pravdivé [ nepravdivé
(Oznacte spravnu odpoved a struc¢ne ju zddvodnite.)

b) Majme neorientovany graf, ktorého hrany st ohodnotené realnymi ¢islami v intervale (0, 1).
Ohodnotenie hrany reprezentuje pravdepodobnost jej fungovania. Spolahlivost kostry je
stuc¢inom spolahlivosti jej jednotlivych hran. Najspolahlivejsiu kostru:

O mozno najst v ¢ase O(mn) O je to NP-tazky problém
(Oznacte spravnu odpoved a struc¢ne ju zddvodnite.)

c) Triediaci algoritmus H2020 pracuje tak, Ze z n prvkovej postupnosti vytvori 9 postupnosti
dlzky n/4, tieto rekurzivne utriedi a na zaver z nich vytvori vyslednt utriedent postupnost
v ¢ase O(n). Je takyto algoritmus asymptoticky rychlejsi ako Insert Sort, ktory funguje v
case O(n?)?
[J&dno [ nie
(Oznacte spravnu odpoved a stru¢ne ju zdovodnite.)



d) Kde sa nachadza v max-halde §tvrty najvicsi prvok? (Kore sa nachadza v hibke 0, jeho

deti v hibke 1, atd’.)

O vzdy v hibke 0 O vzdy v hibke 1 O vzdy v hibke 2 O vzdy v hibke 3
[J ani jedna z predchédzajicich moznosti nie je spravna

(Oznagte spravnu odpoved a stru¢ne ju zdovodnite.)

Aké je najhorSia ¢asova zlozitost jedného volania operdcie FIND-SET v datovej struk-
tare UNION/FIND-SET, pokial ju implementujeme s pouzitim rankov, ale bez kompresie
cesty?

O0O(nlogn) O6M) O6(ogn) OO()

[J ani jedna z predchédzajicich moznosti nie je spravna

(Oznacte spravnu odpoved a stru¢ne ju zddvodnite.)



(26 bodov) Kde je chyba?
Kazdy z nasledujicich dokazov obsahuje fatalnu logickti chybu. Vysvetlite, kde je chyba.

a) Zostavime polynomialny algoritmus pre hladanie dlzky najkratSej jednoduchej cesty v

grafe so zapornymi hranami. (Jednoduchéa cesta je taka, v ktorej sa ziadny vrchol nevys-
kytuje viackrat.)
Nech najmensia dlzka hrany v nasom grafe je W < 0. Zmodifikujeme graf tak, ze od
ohodnotenia kazdej hrany od¢itame W a na takto zmodifikovany graf, ktory nema ziadne
zaporné hrany, spustime Dijkstrov algoritmus. Ku vyslednej najkratsej ceste pripoc¢itame
kW, kde k je pocet jej hran, a dostaneme dizku najkratsej cesty v povodnom grafe. Kedze
najmensiu dizku hrany vieme najst v ¢ase O(m) a Dijkstrov algoritmus bezi v ¢ase O(n?),
tak aj nas vysledny algoritmus bude bezat v ¢ase O(n?).



b) Problém 2-SAT je problém rozhodnutelnosti logickych formul v tvare ¢; A co A ... A ¢p,
kde kazda klauzula ¢; je disjunkciou dvoch literdlov (napr. z; V —zg).
Budeme dokazovat, ze problém 3-SAT je NP-tazky. Nech f =ci Aca A... A ¢y je 2-SAT
formula s m klauzulami nad premennymi x4, ..., z,. Priddme novi premennt x,,, 1. Potom
formula f' = (i Va1 1) Ao A (G VTni1) A1 VoZpi) A A (6 V 2 11) ma 2m klauzil,
pricom kazda klauzula mé tri literly, ¢iZe je to inStancia problému 3-SAT. Sticasne plati,
ze formula f je splnitelnéa prave vtedy, ked je splnitelna f’.
Teda sme ukézali polynomialnu redukciu 2-SAT<p3-SAT, a teda problém 3-SAT je NP-
tazky problém.



(20 bodov) Sufixové stromy

a) Nakreslite sufixovy strom slova HATLAPATLA. Pripomenme si, ze sufixovy strom je kom-
primovany trie, v ktorom st ulozené vsetky sufixy prislusného retazca.
(Nezabudnite, Ze pri budovani sufixového stromu vzdy pripojime na koniec $pecialny znak
$, ktory sa nevyskytuje nikde inde.)



b) Predpokladajme, Ze mate nekomprimovany trie, v ktorom st ulozené vsetky sufixy

nejakého retazca T (t.j. je to v zasade sufixovy strom ale bez kompresie hran). NapiSte a
okomentujte pseudokdd pre funkciu, ktora pomocou tohto trie vypocita pocet vyskytov
retazca P v retazci T.
Prislusna funkcia pocetVyskytov(koren,P) dostane na vstupe retazec P a korei nekom-
primovaného trie koren reprezentujiceho retazec T. V kazdom vrchole trie x (vratane
korena) je ulozené pole tr, pricom x.tr|c| ukazuje na dieta vrcholu x, do ktorého sa dosta-
neme ked pouZijeme znak c. Ak také dieta neexistuje, hodnota je None.



@ (20 bodov) Bonusova tloha: Planovanie pohybu robota

Uvazujme Stvorcovii miestnost reprezentovant maticou A[l..n, 1..n|, v ktorej nuly znamenaju
prazdne miesto a jednotky znamenaju prekazky. Robot sa nachadza na pociato¢nej pozicii (i, )
a je otoCeny na sever a chceme, aby sa dostal na cielova poziciu (k,l) (nezalezi na tom, ako
bude robot na konci otoceny).

Robot sa dokaze pohybovat velmi rychlo po priamke: za jednu sekundu sa dokéze premiestnit
na [ubovolni poziciu v miestnosti v smere, ktorym je otoceny, a to bez ohladu na vzdialenost,
pokial pri tom nemusi prerazit prekazku (cez prekazky sa prejst neda, lebo st tvrdsie ako
robot). Robot sa vSak ota¢a velmi pomaly: na otocenie o 90 stupnov dolava alebo doprava
potrebuje tiez jednu sekundu. NapiSte ¢o najefektivnejsi algoritmus, ktory naplanuje pre robota
najrychlejsiu cestu (najrychlejsia cesta v tomto pripade nemusi byt to isté ako najkratsia cesta).
Zdovodnite spravnost algoritmu a odhadnite jeho Casova a paméatovi zlozitost.

Priklad:

* Legenda:
. Prekazka (1)

Prazdne miesto (0

A

® Pociatocna pozicic

. Koncova pozicia

Robot sa za prva sekundu presunie zo svojej Startovacej pozicie na poziciu (1,1). Za druha
sekundu sa oto¢i doprava, tretiu sekundu stravi presunom na poziciu (1, 6), za stvrti sekundu
sa opét oto¢i doprava a za piatu sekundu déjde do ciela, pricom zostane oto¢eny na juh. Toto
je najrychlejsia cesta pre tento vstup.
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(Tato strana je naschval prazdna, mozete sem pisat rieSenia, ale zaznaéte to pri zadani alohy)
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(Tato strana je naschval prazdna, mozete sem pisat rieSenia, ale zaznaéte to pri zadani alohy)
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