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1. Mame mince s hodnotami 1,2,5,10, 20,50, 100. Z kaZdej mince mame nekonecne vela kusov. Chceme zaplatit sumu
x. Navrhnite algoritmus, ktory pre dantt sumu néjde najmensi po¢et minci potrebny na jej zaplatenie.

RieSenie: Sumu zaplatime tak, Ze pouzivame vzdy najvac$iu mincu aka je k dispozicii. Také rieSenie sa da pomerne
jednoducho naprogramovat s ¢asovou zlozitostou O(x), pokial povazujeme pocet minci za konStantny.

V tomto priklade nés ale zaujima hlavne dékaz spravnosti algoritmu.

Najprv si pre kazdu mincu spocitajme, Ze kol'ko najviac kusov z nej moéZeme mat v optimélnom rieseni:
minca | 1 [ 2[5 | 10]20 | 50 | 100

max. pofet | 1|2 [ 1| 1 | 2 [ 1 | inf

A teraz ukdZzeme, Ze akékol'vek optiméalne rieSenie je zhodné s rieSenim, ktoré generuje nas algoritmus.

Nech naSe rieSenie obsahuje mince: 71 > r9 > ... > 7,. Nech nejaké optimalne rieSenie obsahuje mince: 0; > 03 >
e .
... > 04. Chceme ukédzat, Ze p=qazery = o1, ..., Tp = 0q4.

Doékaz urobime indukciou. Postupne ukézeme, Ze pre kazdé k < p,q sa dané postupnosti na prvych k miestach
zhoduj.

Pripad k£ = 0 je trividlny. Teraz predpokladme, Ze sa dané postupnosti zhoduju na k prvych miestach a chceme
ukazat, Ze sa musia zhodovat na k + 1 miestach. Sporom. Predpokladajme, Ze sa nezhoduju. Potom ox11 < 7rgy1
(nae rieSenie vybera najvacsiu moznt mincu). Podme si postupne rozobrat jednotlivé pripady:

— rk+1 = 2. Potom iné optimalne rieSenie musi pouzit aspoit dve mince hodnoty 1, ¢o je spor s tabulkou vyssie.

— Tr+1 = 5. Iné optimélne rieSenie moze pouzit len mince s hodnotami 1 a 2. Z tych nasklada sicet najviac 5.
Pokial nam do zaplatenia sumy chybalo prave 5, tak sme nasli lepsie rieSenie. Pokial nam chybalo viac, tak
optimélne rieSenie sa dostéava do sporu s tabulkou vyssie. KaZzdopadne méame spor.

Ostatné pripady su presne rovnaké ako pripad pri ¢isle 5. Tym je dokaz hotovy.

Este si v8imnime zaujimavi vlastnost tejto sady minci. Z tabulky vysgie vyplyva, Ze kazd4a minca méa vacsiu alebo
rovnakid hodnotu ako maximélny pocet minci s mensou hodnotou. Napriklad minca s hodnotou 5 ma hodnotu vyssiu
alebo rovni ako dve dvojky a jedna jednotka. Pokial sada minci splha tato vlastnost (napriklad ju spliia aj sada 1,
5, 25, 100), tak vieme pomocou takého istého dokazu ako vyssie ukazat, Ze greedy algoritmus pre fiu funguje.

2. Najdite sadu minci pre ktord greedy algoritmus nefunguje.
RieSenie: Napriklad mince 1,27,50. Ked chceme zaplatit sumu 54, tak nas algoritmus povie 50,1, 1,1, 1, ale lepSie

rieSenie je 27, 27.

3. Mame auto, ktoré odnesie B kilogramov nakladu. Mame n tekutin. O kaZdej vieme jej maximélne mnozZstvo m; (v
kilogramoch) a cenu za jeden liter ¢;. Ako najviac cenny naklad vieme odniest? (Pozn.: mozeme zobrat aj mensie
mnoZstvo nejakej tekutiny ako my).

RieSenie: Utriedime tekutiny podla ceny a berieme od najdrahsej. Casové zlozitost O(nlgn). Dokaz spravnosti

prenechavame na usilovného &itatela.

4. Mame n firiem. Maju zisky r1,r9,...,r, (predpokladajme, Ze zisky st rozdielne). Chceme ich zlacit do jednej, tak
by vysledny zisk bol ¢o najvaési. Moézeme to robit postupne pomocou nasledovnej operacie. Vyberieme si k > 2 a
zlacime k firiem. Ich zliéenim dostaneme novi firmu, ktorej zisk je priemerom zisku zlucenych firiem.

RieSenie: Zlu¢ujeme vzdy dve firmy s najmensim ziskom. Casova zlozitost bude O(nlgn) (potrebujeme to utriedit).



Este naznak dékazu spravnosti. Ukdzeme nasledovné tvrdenie: V optimalnom rieSeni zlu¢ime najprv vietky ostatné
firmy a ku vyslednej firme pridame najvacsiu. Dokaz opéat sporom. Predpokladajme, Ze to tak nie je. Potom ak firmy
zlu¢ime tak ako zlu¢ujeme, ale najvacésiu firmu zluc¢ime posledni, tak dostaneme lepSie rieSenie. Toto sa da ukazat
tak, Ze si vyjadrime vysledny zisk pomocou ziskov pévodnych firiem a ukazeme, ze podiel najviacsej firmy na tomto
zisku porastie a ostatnym sa zmens$i alebo nezmeni. A kedZe je vyhodné aby najvicsia firma mala vaési podiel na
vyslednom zisku, tak dostavame lepsie rieSenie. Priklad:

Majme 5 firiem so ziskami 1, 2, 3, 4, 5. Najprv zlu¢ime firmy zo ziskami 4 a 5 (dostaneme 4.5), potom 2 a 3 (dostanem
2.5), potom 2.5 a 4.5 (dostaneme 3.5) a nakoniec 1 a 3.5 (dostaneme 2.25). Zisk vyslednej firmy sa da z povodnych

firiem vypocitat nasledovne:
1 2 3 4 5

27878788
Ak by sme zlacenie najvicsej firmy odsunuli nakoniec, tak zlac¢ime 2 a 3 (dostaneme 2.5), potom 2.5 a 4 (dostaneme
3.25), potom 3.25 a 1 (dostaneme 2.125) a nakoniec 2.125 a 5 (dostaneme 3.5625). Zisk vyslednej firmy sa da z

povodnych firiem vypocitat nasledovne:
1 2 3 4 5

PR T T
TakzZe uZ vieme, Ze najvacsiu firmu mame zlucit nakoniec. Zvysok je uz obyc¢ajné indukcia. Zoberieme zvysnych n—1
firiem z nich najvacsiu zla¢ime nakonci, ...



