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1. Mame policu s n vinami. Kazdy rok predame prave jedno z dvoch vin, ktoré su aktuélne na okraji police. Pre kazdé
vino vieme jeho cenu ak by sme ho predali prvy rok: A[l], A[2],..., A[n] a zaroven vieme, Ze ak i-te vino predame
2-ty rok, tak zaitho dostaneme xA[i]. VaSou ulohou je zistit kolko najviac vieme na predaji zarobit.

RieSenie: Greedy algoritmus, ktory kazdy rok predé lacnejsie vino nefunguje. Protipriklad vidno na vstupe: 1010111,
kde greedy algoritmus zarobi 10 + 20 + 3 + 44 = 77 a optimalne rieSenie zarobi 11 4+ 2 + 30 + 40 = 83.

Spréavne rieSenie je pouZit dynamické programovanie. Podproblémom bude Bli, j] — kolko najviac moZeme zarobit
na vinach medzi poziciami 4, j. Hodnotu BJ[i, j| nam vie spod&itat nasledujici program:

rok =n - j +1i
if 1 == j:
B[i,j] = rok * A[i]
else:
B[i,j] = max(rok * A[i] + B[i+1,j], rok * A[j]l + B[i,j-11)

VZzdy mame na vyber z dvoch moZnosti, bud vezmeme flagu zlava alebo sprava. Zbytok mame vyrieeny v mensom
podprobléme. Tento program uZ len vhodné obalime, aby sme vypocitali kazda potrebnit hodnotu. Treba si dat pozor,
aby sme hodnoty pocitali v spravnom poradi. NemoZeme len naivne urobit dva forcykly cez i, 7, lebo pri pocitani
Bli, j] potrebujeme B[i + 1,5]. Spravne je pocitat najprv podproblémy dizky 1, potom dizky 2, .... Alebo pouzit
rekurziu s memoizaciou, ktora tento problém riesi za nas. Kazdopadne dostavame rieSenie s ¢asovou a pamétovou
zlozitostou O(n?).

2. Mame text, ktory pozostava z n slov. Vieme dlzku kazdého slova W 1], W[2],..., W|n]. Tieto slova chceme rozdelit
do riadkov, tak aby na kazdom riadku bolo maximélne k znakov. Pri rozdelovani chceme minimalizovat pokutu,
ktora je definovana nasledovne: Celkova pokuta je sucet pokut za jednotlivé riadky. Pokuta za riadok je: k — s;, kde
s; je celkovy pocet znakov (bez mezdier) na riadku i. Najdite jedno rozdelenie slov do riadkov, ktoré minimalizuje
pokutu.

Riesenie: V tomto pripade funguje greedy algoritmus. Vkladame do riadku tol'ko slov kol'ko sa tam zmesti a potom
sa presunieme na dalsi riadok. Optimalnost greedy algoritmu ukadZeme nasledovnou lemou: Nech rq,7rs,...,7, st
¢isla riadkov, na ktorych su slova v naSom rieSeni. Nech 01,09, ..., 0, st ¢isla riadkov, na ktorych su slova v nejakom
optimalnom rieSeni. UkéZeme, Ze existuje optimélne rieSenie, ktoré sa zhoduje s nasim. Dokaz ako obvykle indukciou,
kde indukény krok je nasledovny: Nech sa rieSenia zhoduji na prvych k miestach, potom existuje optimalne rieSenie,
ktoré sa zhoduje s nasim na k + 1 miestach. Toto ukdzeme tak, ze opy1 # Tr41, tak musi platit og41 = g1 + 1.
Ale ked k + 1 slovo presunieme o riadok vyssie, tak sa pokuta nezmeni a teda mame optimalne rieSenie, ktoré sa
zhoduje s naSim na k + 1 slovach.

Rozmyslite si eSte zvysné detaily dokazu. Casova zlozitost algoritmu bude O(n).

3. Mame text, ktory pozostava z n slov. Vieme dlzku kazdého slova W[1], W[2], ..., W[n]. Tieto slova chceme rozdelit

do riadkov, tak aby na kazdom riadku bolo maximalne k znakov. Pri rozdelovani chceme minimalizovat pokutu, ktora
je definovana nasledovne: Celkova pokuta je stcet pokit za jednotlivé riadky. Pokuta za riadok je: (k — s;)2, kde
s; je celkovy pocet znakov (bez mezdier) na riadku 7. Najdite jedno rozdelenie slov do riadkov, ktoré minimalizuje
pokutu.
RieSenie: Toto uZ nie je rieSitelné greedy algoritmom. Problém je, Ze presunutie slova na iny riadok nam uz moze
zmenit celkovii pokutu (narozdiel od predchadzjicej ulohy). Dobré rieSenie je opit dynamické programovanie, kde
podproblém je B[i] — akt najmensiu pokutu vieme dosiahntt, ak by sme mali iba prvych 4 slov. Toto vieme z pred-
chadzajucich podproblémov vypoditat tak, ze vysktsame vietky moznosti na dizku posledného riadku. Rozmyslite
si ako to urobit a Ze vysledna ¢asova zlozitost bude O(nk).



4. Mame zadany strom, ktory mé koreni vo vrchole 0. VaSou tlohou je vybrat z neho ¢o najviac hran tak, aby ziadne
dve nemali spoloény vrchol.

Riesenie: Su dve moznosti.
Dynamické programovanie — pre kazdy podstrom si spoc¢itame kolko hran vieme z neho vybrat.
Greedy — vyberieme si list, hranu idicu z neho a vymazeme zo stromu vSetky hrany, ktoré sa danou hranou susedia.

Dokaz greedy algoritmu bude v tomto pripade mierne atypicky. DokaZeme nasledujice tvrdenie: Pre kazdy les velkosti
n je nas algoritmus optimalny (les je graf, ktory pozostava z jedného alebo viacerych stromov, inymi slovami acyklicky
graf, ktory nie je nutne suvisly). Budeme robit indukciu vzhladom na n. Pripady s malym n nechavame na ¢itatela.
Indukény krok: Nech tvrdenie plati pre n < k, ukdzeme, Ze plati aj pre n = k + 1. Na§ algoritmus vyberie list u,
ktory je spojeny s vrcholom v. Ak optimalne rieSenie nepouZzije hranu (u,v), potom vrchol v, musi byt spojeny s
inym vrcholom w. Ale ni¢ nepokazime ak miesto hrany (v, w) pouZijeme hranu (u,v). Dokaz hotovy.

KaZdopéadne aj dynamické programovanie aj greedy algoritmus vieme pri Sikovnej implementécii implementovat v
case O(n).



