
NP úplnos´: osnova

• Rozhodova
ie vs. optimaliza£né problémy.

• Trieda problémov P.

• Nedeterministi
ké výpo£ty a trieda problémov NP.

• Polynomiálne transformá
ie a NP-úplnos´.

• Cookova veta: Existuje NP-úplný problém.

• Ako ukáza´, ºe problém je NP-úplný?

• Základné �portfólio� NP-úplný
h problémov.
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Def: SAT (splnite©nos´) Uvaºujme booleovské premenné

(u1, . . . , um) a logi
kú formulu f .

Problém: Existuje priradenie hodn�t premenný
h také, aby f bola

splnená?

Veta: (Cook) SAT je NP-úplný

Ná£rt d�kazu: Potrebujeme dokáza´:

1 SAT∈NP �alebo�

Existuje nedeterministi
ký polynomiálny algoritmus, ktorý rie²i

SAT.

2 SAT je NP-´aºký �alebo�

pre ©ubovo©ný problém Q ∈ NP : Q≤pSAT
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1 SAT∈NP

for i:=1 to m do


hoose u[i℄ between 0 and 1; // 0 means false,

// 1 means true

evaluate formula f with assignment

(u[1℄,u[2℄,...,u[m℄)

if f is satisfied then ACCEPT

else REJECT
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2 SAT je NP-´aºký

Uvaºujme Q ∈ NP

=⇒existuje polynomiálny nedeterministi
ký algoritmus, ktorý rie²i Q

Ako taký algoritmus zapí²eme?

• Kaºdý register má v sebe uloºené £íslo kon²tantnej ve©kosti

(registre ozna£íme R1, R2, . . .)

• Program je nemenia
a sa postupnos´ príkazov s kon²tantným

po£tom o£íslovaný
h riadkov

• Na za£iatku je vstup uloºený v prvý
h n registro
h

(n je ve©kos´ vstupu)

• Program beºí nanajvý² p(n) krokov

a pristupuje najvia
 ku q(n) prvým registrom

(p(n) a q(n) sú polynómy závisia
e od n)
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• Sada in²truk
ií:

� ACCEPT

� REJECT

� GOTO m

� IF Rℓ = 0 THEN GOTO m

� CHOOSE Rl BETWEEN 0 AND 1

� základné aritmeti
ké operá
ie

(napr. Rℓ := Ru +Rv, Rℓ := Ru ∗Rv)

� nejaký me
hanizmus na adresá
iu prvý
h q(n) registrov

(detaily sú mierne komplikované, ale dá sa)
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2 SAT je NP-´aºký: Q≤pSAT
¬bf Ch
eme:

• Daný je program A, ktorý rie²i problém Q v polynomiálnom £ase

a in²tan
ia x = x1, x2, . . . , xn.

• Vyrobíme ve©kú logi
kú formulu f , ktorá �simuluje� program A na

vstupe x;

• A dosiahne ACCEPT ⇐⇒ f je splnite©ná

Premenné formuly f :

• Q[i, k] � v £ase i program vykonáva riadok k

• S[i, j, k] � v £ase i má register Rj hodnotu k

Formula f bude konjunk
ia (�AND�) nieko©ký
h men²í
h formúl

t.j. v²etky tieto men²ie formuly musia by´ splnené, aby formula f bola

splnená

6



1 �V kaºdom £ase i program vykonáva práve jeden riadok.�

¬(Q[i, k] ∧Q[i, ℓ]) pre v²etky i a k 6= ℓ

2 �V kaºdom £ase i kaºdý register obsahuje práve jednu hodnotu.�

¬(S[i, j, k] ∧ S[i, j, l]) pre v²etky i, j a k 6= ℓ

3 V £ase 0:

• Program vykonáva riadok 1: Q[0, 1]

• Prvý
h n registrov má hodnoty x1, . . . , xn:

S[0, 1, x1] ∧ S[0, 2, x2] ∧ . . . ∧ S[0, n, xn]

• Ostatné registre majú hodnotu 0:

S[0, n+ 1, 0] ∧ S[0, n+ 2, 0] ∧ . . . ∧ S[0, q(n), 0]

4 �Po p(n) kroko
h program dosiahne riadok s in²truk
iou ACCEPT�

Q[p(n), k] k je riadok s in²truk
iou �ACCEPT�
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5 �Stav po£íta£a sa mení v £ase v súlade s programom.�

k-ty riadok Formula

ACCEPT alebo REJECT Q[i, k] ⇒ Q[i+ 1, k]

GOTO ℓ Q[i, k] ⇒ Q[i+ 1, ℓ]

IF Rℓ = 0 THEN Q[i, k] ∧ S[i, ℓ, 0] ⇒ Q[i+ 1,m]

GOTO m Q[i, k] ∧ ¬S[i, ℓ, 0] ⇒ Q[i+ 1, k + 1]

CHOOSE Rℓ Q[i, k] ⇒ Q[i+ 1, k + 1]∧

(S[i+ 1, ℓ, 0] ∨ S[i+ 1, ℓ, 1])

at¤. pre ¤al²ie in²truk
ie
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SAT je NP-´aºdký: zhrnutie

Vy²²ieuvedeným postup skon²truujeme pre daný algoritmus A a vstup

x formulu f :
• Postup moºno zrealizova´ v polynomiálnom £ase v závislosti od n.

• Výsledná formula má polynomiálnu ve©kos´ v závislosti od n.

• f je splnite©ná ⇐⇒ A ak
eptuje x

yes

no
SAT

x formula in poly−time
for program A and input x

construct boolean
f

Q:

=⇒Ukázali sme: Q≤pSAT pre ©ubovo©né Q ∈ NP
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Ako dokáza´, ºe problém Q je NP-´aºký?

1. Vyberme si problém N o ktorom uº vieme, ºe je NP-úplný

2. Ukáºeme N ≤P Q:

• Navrhneme polynomiálny algoritmus, ktorý prerobí vstup x pre

problém N na vstup f(x) pre problém Q.

• Dokáºeme: Ak je x pozitívny vstup pre N , potom

f(x) je pozitívny vstup pre Q

• Dokáºeme: Ak je x negatívny vstup pre N , potom

f(x) je negatívny vstup pre Q

�ALEBO�

Ak f(x) je pozitívny vstup pre Q, potom

x je pozitívny vstup pre N

3. Ke¤ºe N je NP-úplný, Q musí by´ NP-´aºký.
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Dokon£enie d�kazu NP-úplnosti: Q ∈ NP
4a Vytvoríme polynomiálny nedeterministi
ký algoritmus rie²ia
i Q.

�ALEBO�

4b Pre kaºdý vstup zade�nujeme 
erti�kát polynomiálnej ve©kosti.

5b Vytvoríme polynomiálny algoritmus, ktorý pre daný vstup x a


erti�kát y overí tento 
erti�kát v polynomiálnom £ase.
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Sedem základný
h NP-úplný
h problémov

SAT Vstup: Booleovská formula f

Problém: Je f splnite©ná?

3-SAT Vstup: Booleovská formula f vo forme:

(a1,1 ∨ a1,2 ∨ a1,3) ∧ . . . ∧ (an,1 ∨ an,2 ∨ an,3)

Problém: Je f splnite©ná?

VC Vstup: Graf G = (V,E); £íslo K

Problém: Existuje mnoºina vr
holov V ′

ve©kosti ≤ K

taká, ºe pre ©ubovo©nú hranu e = (u, v) ∈ E,

u ∈ V ′

alebo v ∈ V ′

?

HAM Vstup: Graf G = (V,E)

Problém: Existuje v grafe Hamiltonovská kruºni
a?
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Sedem základný
h NP-úplný
h problémov (pokra£.)

TSP-D Vstup: Ohodnotený graf G = (V,E); £íslo K

Problém: Existuje ob
h�dzka d¨ºky ≤ K?

CLIQUE Vstup: Graf G = (V,E); £íslo K

Problém: Obsahuje G úplný podraf

o ve©kosti ≥ K vr
holov?

SUBSET-SUM Vstup: n £ísel s1, s2, . . . , sn; 
ie© t

Problém: Existuje podmnoºina £ísel

s1, . . . , sn so sú£tom presne t?
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