
Univerzálny RAM

Univerzálny RAM (alebo SIM) je RAM program, ktorý dostane na

vstupe program P a £íslo x and:

• ak sa P za
yklí na x, SIM(P, x) sa za
yklí

• ak P zastaví na x and vráti y, SIM(P, x) zastaví a vráti y

Univerzálny RAM je rekurzívny.

• RAM program je v zásade jednodu
hý asemblér

• Napí²eme simulátor v nejakom �rozumnom� jazyku

• Z Chur
hovej tézy�existuje RAM implementujú
i to isté

Moºné modi�ká
ie univerzálneho RAM.

• simuluj iba prvý
h t krokov (SIM(P, x, t))
• m�ºe odpoveda´ r�zne otázky o stave simulovaného RAMu po t

kroko
h
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Univerzálne RAMy sú jednodu
hé

O£akávali by sme, ºe takéto simulátory sú zloºité programy.

Nie je to pravda: ©udia dokon
a sú´aºia, kto napí²e �jednodu
h²í�

simulátor (men²í po£et riadkov kódu, men²í po£et registrov, . . . )

Ako implementova´ SIM s malým po£tom registrov?

• V²etky registre simulovaného stroja uloºíme v jedinom registri:

2R1 · 3R2 · . . . · pRi

i · . . .

• Zvy²ok simulá
ie bude potrebova´ iba malý po£et registrov

� povedzme < 1000
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�al²í nevypo£ítate©ný problém: Ko©ko pamäte program pouºíva?

IS_BIG

10000
(P, x) =







1, ak P pouºije > 10000 na vstupe x

0, inak

Tvrdenie: Funk
ia IS_BIG

10000

nie je vypo£ítate©ná.

D�kaz: Reduk
iou z HALT

(t.j. 
h
eme ukáza´ HALT ≤T

IS_BIG

10000

)

• Ch
eme: RAM program pre HALT

s IS_BIG

10000

ako pro
edúrou.

HALT(P,x):

Q:=en
oding of the program

``Q(x): SIM(P,x); in
rement R1,...,R10001;''

return IS_BIG_10000(Q,x);
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HALT(P,x):

Q:=en
oding of the program

``Q(x): SIM(P,x); in
rement R1,...,R10001;''

return IS_BIG_10000(Q,x);

� Predpokladajme P zastaví na vstupe x.

Potom SIM(P, x) tieº zastaví a teda

program Q zastaví a pouºije ≥ 10001 registrov.

⇒ IS_BIG

10000
(Q, x) = 1

� Predpokladajme P nezastaví na vstupe x.

Potom sa SIM(P, x) za
yklí a pouºije len malý po£et registov

⇒ IS_BIG

10000
(Q, x) = 0

• Teda HALT ≤T

IS_BIG

10000

a ke¤ºe HALT nie je vypo£ítate©ná,

IS_BIG

10000

takisto nie je vypo£ítate©ná.
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Férovej²í prístup k otázke �Ko©ko pamäte program pouºíva�?

Def: Program P prete£ie na vstupe x ak pouºije > 10000 registrov

alebo pouºije hodnotu > 10000 v jednom z registrov.

IS_BIG

10000,10000(P, x) =







1, ak P prete£ie na x

0, inak

Dobrá správa: Táto funk
ia je vypo£ítate©ná!

My²lienka: Ak by sme vedeli, ºe sa P vºdy zastaví, tak by sme ho

mohli simulova´ a po£as behu kontrolova´ prete£enie.
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Tvrdenie: Ak program P s k riadkami beºí na vstupe x bez prete£enia

> k.1000010001

krokov, tak:

• sa za
yklí a

• nikdy neprete£ie.

D�kaz:

• Stav RAMu je jednozna£ne daný:

� obsahom v²etký
h neulový
h registrov

� riadkom, ktorý sa práve vykonáva

• Ak vieme stav Si RAMu v £ase i, potom stav Si+1 v £ase i+ 1

vieme jednozna£ne ur£i´.
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• Teda: Ak sa rovnaký stav RAMu vyskytne v dvo
h r�zny
h

£aso
h i < j, potom sa postupnos´ stavov:

Si, Si+1, Si+2, . . . , Sj−1

bude donekone£na opakova´ a program sa za
yklí.

• Ko©ko existuje �neprete£ený
h� stavov RAMu?

M = k · 1000010001

• Takºe po M + 1 kroko
h, ak RAM nepretiekol alebo sa nezastavil,

tak stav SM+1 = Si pre niektoré i ≤ M . (Diri
hletov prin
íp)

• ⇒ program sa bude 
ykli´ donekone£na a nikdy neprete£ie.
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IS_BIG

10000,10000

je vypo£ítate©ná!

IS_BIG_10000,10000(P,x):

k := number of lines of P;

SIM(P,x,k.10000^10001+1);

if P did overflow during simulation

return 1;

else
return 0;
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Vypo£ítate©nos´: Zhrnutie

• Chur
hova-Turingova téza: v²etko je Turingov stroj

(. . . alebo RAM)

• Niektoré problémy (napr. HALT) nie sú vypo£ítate©né

• Nevypo£ítate©nos´ m�ºeme dokazova´ pomo
ou Turingový
h

reduk
ií

• Niekedy malá zmena m�ºe znamena´ rozdiel medzi vypo£ítate©nou

a nevypo£ítate©nou funk
iou.

• Univerzálne RAMy nám m�ºu pom�
´ pre dokazovaní, ºe funk
ia

je vypo£ítate©ná aj pri dokazovaní, ºe funk
ia nie je vypo£ítate©ná.
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�Vzor� d�kazu správnosti greedy algoritmu

Lema: Predpokladajme, ºe greedy algoritmus vráti rie²enie G. Potom

existuje optimálne rie²enie, ktoré sa s rie²ením G zhoduje na prvý
h k

vo©bá
h.

D�kaz: Matemati
kou induk
iou pod©a k.

Báza induk
ie. Pre k = 0 � ©ubovo©né optimálne rie²enie.

Induk£ný krok. (Prepokladajme, ºe sme neurobili 
hybu pri prvý
h k

vo©bá
h, potom aj (k + 1)-vá vo©ba je OK.)

• Predpokladajme, ºe existuje optimálne rie²enie OPT , ktoré sa

zhoduje s G na prvý
h k vo©bá
h.

• Vyrobíme rie²enie OPT ′

:

� OPT ′

má rovnakú hodnotu ako OPT

(a preto je tieº optimálne)

� OPT ′

súhlasí s G na jednej ¤al²ej (k + 1)-vej vo©be.
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Dynami
ké programovanie

1. Ur£íme podproblém.

• aké sú rozmery mati
e, ktorú budeme vyp¨¬a´?

• aký je presný význam kaºdého polí£ka mati
e?

• kde v mati
i nájdeme rie²enie p�vodnej úlohy?

2. Vyrie²ime podproblém za pomo
i iný
h podproblémov.

Ako vypo£ítame jedno polí£ko mati
e z iný
h polí£iek mati
e?

3. Bázové podproblémy. Ktoré polí£ka nemoºno vypo£íta´

pomo
ou vz´ahov z pred
hádzajú
eho kroku? Aké hodnoty by mali

obsahova´?

4. Vyberieme poradie vyp¨¬ania. V akom poradí musíme mati
u

vyp¨¬a´ tak, aby sme v kaºdom kroku mali vypo£ítané v²etky

polí£ka, ktoré potrebujeme na výpo£et daného polí£ka?

11



Master theorem

Ne
h T (n) = aT (n/b) + f(n), T (1) = Θ(1). Ne
h k = logb a. Potom:

1. Ak f(n) ∈ O(nk−ε) pre niektoré ε > 0, potom T (n) ∈ Θ(nk) .

2. Ak f(n) ∈ Θ(nk) , potom T (n) ∈ Θ(f(n) logn) .

3. Ak f(n) ∈ Ω(nk+ε) pre niektoré ε > 0 a platí podmienka

regularity, potom T (n) ∈ Θ(f(n)) .

Podmienka regularity: Existuje c < 1 také, ºe pre v²etky

dostato£ne ve©ké n platí af(n/b) ≤ cf(n).

Poznámka: Veta platí aj v prípade rozumný
h usporiadaní dolný
h a

horný
h 
elý
h £astí - vi¤ napr. CLRS2 4.4.2.
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Nedeterministi
ký algoritmus pre rie²enie TSP-D

fun
tion TSP-D

visited[i℄:=false for all verti
es;

last_visited:=1; visited[1℄:=true;

length:=0;

repeat n-1 times


hoose next_visited between 1 and n;

if visited[next_visited℄ then reje
t;

//we 
annot visit a single vertex twi
e

visited[next_visited℄:=true;

length:=length+w(last_visited,next_visited);

last_visited:=next_visited;

length:=length+w(last_visited,1);

if length<=B then a

ept;

else reje
t;
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SAT je NP-´aºdký: zhrnutie

Vy²²ieuvedeným postup skon²truujeme pre daný algoritmus A a vstup

x formulu f :
• Postup moºno zrealizova´ v polynomiálnom £ase v závislosti od n.

• Výsledná formula má polynomiálnu ve©kos´ v závislosti od n.

• f je splnite©ná ⇐⇒ A ak
eptuje x

yes

no
SAT

x formula in poly−time
for program A and input x

construct boolean
f

Q:

⇒ Ukázali sme: Q≤pSAT pre ©ubovo©né Q ∈ NP
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Ako dokáza´, ºe problém Q je NP-´aºký?

1. Vyberme si problém N o ktorom uº vieme, ºe je NP-úplný

2. Ukáºeme N ≤P Q:

• Navrhneme polynomiálny algoritmus, ktorý prerobí vstup x pre

problém N na vstup f(x) pre problém Q.

• Dokáºeme: Ak je x pozitívny vstup pre N , potom

f(x) je pozitívny vstup pre Q

• Dokáºeme: Ak je x negatívny vstup pre N , potom

f(x) je negatívny vstup pre Q

�ALEBO�

Ak f(x) je pozitívny vstup pre Q, potom

x je pozitívny vstup pre N

3. Ke¤ºe N je NP-úplný, Q musí by´ NP-´aºký.
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SAT

3−SAT

TSP−D

BA

VC

CLIQUE

SUBSET−SUM

HAM

means reduction A to B

means reduction shown already
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Diagonalizá
ia

0 1 2 3 4 . . .

0 X X X . . .

1 X X X X X . . .

2 . . .

3 X X X . . .

4 X X X . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

NOTHALT X X . . .

H(i, j) � X, ak sa program i zastaví na vstupe j
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Ako dokáºete, ºe va²a ob©úbená funk
ia Q nie je rekurzívna?

De�ní
ia: Funk
ia A je redu
ibilná (v Turingovom zmysle) na

funk
iu B (alebo A ≤T B) ak existuje algoritmus, ktorý vypo£íta A

tak, ºe pouºíva B ako pro
edúru.

Note: Rozdiely medzi A ≤T B a A ≤P B:

• ≤T

pre v²etky problémy, nie len rozhodova
ie.

• �iadne obmedzenia na zloºitos´.

• �iadne obmedzenia na po£et volaní funk
ie B.

Lema: Ak A nie je rekurzívna (nie je vypo£ítate©ná) a A ≤T B,

potom B nie je rekurzívna.
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Univerzálny RAM

Univerzálny RAM (alebo SIM) je RAM program, ktorý dostane na

vstupe program P a £íslo x and:

• ak sa P za
yklí na x, SIM(P, x) sa za
yklí

• ak P zastaví na x and vráti y, SIM(P, x) zastaví a vráti y

Univerzálny RAM je rekurzívny.

• RAM program je v zásade jednodu
hý asemblér

• Napí²eme simulátor v nejakom �rozumnom� jazyku

• Z Chur
hovej tézy�existuje RAM implementujú
i to isté

Moºné modi�ká
ie univerzálneho RAM.

• simuluj iba prvý
h t krokov (SIM(P, x, t))
• m�ºe odpoveda´ r�zne otázky o stave simulovaného RAMu po t

kroko
h
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