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Redukcie

Definicia
Rozhodovaci problém A je polynomialne redukovatelny na problém
B (A<,B) ak existuje funkcia f vypocitatelna v polynomialnom
Case taka, ze:
» zobrazuje kazdy vstup A na nejaky vstup B
» A odpoveda na x ano prave vtedy ked B odpoveda na f(x)
ano

\

yes

o polynomial—time p polynomial—time <
reduction algorithm algorithm to decide B o
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polynomial—time algorithm to decide A



NP-tazké a NP-tGplné problémy

Problém Q je NP-tazky akk kazdy problém R € Q plati R<,Q.

Ak NP-tazky problem Q patri do triedy NP, hovorime, Ze je
NP-aplny.



SAT

Def: (splnitelnost) Uvazujme booleovské premenné
(u1,...,um) a logickd formulu f.

Problém: Existuje priradenie hodnét premennych také, aby f bola
splnena?

Veta (Cook)
SAT je NP-aplny

Nacrt dokazu:

Potrebujeme dokazat:

SATENP —alebo-
Existuje nedeterministicky polynomialny algoritmus, ktory riesi
SAT.

SAT je NP-tazky —alebo—
pre [ubovolny problém Q € NP: Q<,SAT



SATENP

for i:=1 to m do
choose ul[i] between O and 1; // O means false,
// 1 means true

evaluate formula f with assignment

(ul1],ul2],...,ulml)

if f is satisfied then ACCEPT
else REJECT



SAT je NP-tazky

Uvazujme Q € NP
—existuje polynomialny nedeterministicky algoritmus, ktory riesi

Q

Ako taky algoritmus zapiseme?

» Kazdy register ma v sebe ulozené ¢islo konstantnej velkosti
(registre oznacime Ry, R, ...)

» Program je nemeniaca sa postupnost prikazov s konstantnym
poctom ocislovanych riadkov

» Na zaciatku je vstup uloZeny v prvych n registroch
(n je velkost vstupu)

» Program bezi nanajvys p(n) krokov
a pristupuje najviac ku g(n) prvym registrom
(p(n) a g(n) st polynémy zavisiace od n)



» Sada instrukcii:

>

vV vy vy VvVYYyYy

ACCEPT

REJECT

GOTO m

IF R,k =0 THEN GOTO m

CHOOSE R, BETWEEN 0 AND 1

zakladné aritmetické operacie

(napr. R :=R,+ R,, Re .= R, *R,)

nejaky mechanizmus na adresaciu prvych g(n) registrov
(detaily s mierne komplikované, ale da sa)



SAT je NP-tazky: Q<,SAT

Chceme:
» Dany je program A, ktory riesi problem Q v polynomialnom
Case
a inStancia x = xq, X2, ..., Xn.
» Vyrobime velkd logicka formulu f, ktora “simuluje” program A
na vstupe Xx;
» A dosiahne ACCEPT <= f je splnitelna

Premenné formuly f:

» QIi, k] — v Case i program vykonava riadok k

> S[i,j, k] = v Case i ma register R; hodnotu k

Formula f bude konjunkcia (*AND™) niekolkych mensich formal
t.j. vsetky tieto mensie formuly musia byt splnené, aby formula
bola splnena



“V kazdom €Ease i program vykonava prave jeden riadok.”
’ﬁ(Q[i, k] A Q[i,é])‘ pre vietky i a k # {

"V kazdom €ase i kazdy register obsahuje prave jednu hodnotu.”
’ﬁ(5[i,j7 k] A S[i,j, 1)) ‘ pre véetky /,j a k # /

V case 0:

» Program vykonava riadok 1: | Q[O, 1]

» Prvych n registrov ma hodnoty xi, ..., Xp:
15[0,1,5a] A S[0,2, 5] A -+ A S[0, n, ] |

» Ostatné registre maji hodnotu 0:
S[0,n+ 1,0 A S[0,n+2,0] A~ A S[0,q(n),0] |

“Po p(n) krokoch program dosiahne riadok s instrukciou
ACCEPT"
Q[p(n), k]| k je riadok s instrukciou “ACCEPT"




E “Stav pocitaca sa meni v €ase v silade s programom.”

k-ty riadok ‘ Formula
ACCEPT alebo REJECT | Q[i, k] = Q[i + 1, K]
GOTO ¢ Qli, k] = Qi + 1,4]
IF R, =0 THEN Qli, k] N S[i,£,0] = Q[i + 1, m]
GOTO m Qi k] A—=S[i, 2,0l = Qi + 1,k + 1]
CHOOSE Ry Qli,k] = Q[i + 1,k + 1]A
(S[i+1,0,00vS[i+1,¢,1])

atd’. pre dalsie indtrukcie




SAT je NP-tazdky: zhrnutie

Vyssieuvedenym postup skonstruujeme pre dany algoritmus A a

vstup x formulu f:

» Postup mozno zrealizovat v polynomialnom Case v zavislosti

od n.

» Vysledna formula ma polynomialnu velkost v zavislosti od n.

» f je splnitelnd <= A akceptuje x

Q:

construct boolean
X formula in poly—time
for program A and input x

SAT

yes

no

| =7
=

= Ukazali sme: Q<,SAT pre [ubovolné Q € NP



Ako dokazat, ze problem @ je NP-tazky?

1. Vyberme si problém N o ktorom uz vieme, ze je NP-aplny
2. Ukazeme N <p Q:
» Navrhneme polynomialny algoritmus, ktory prerobi vstup x pre

problém N na vstup f(x) pre problem Q.
» Dokazeme: Ak je x pozitivny vstup pre N, potom

f(x) je pozitivny vstup pre Q
» Dokazeme: Ak je x negativny vstup pre N, potom

f(x) je negativny vstup pre Q

—ALEBO—
Ak f(x) je pozitivny vstup pre Q, potom

X je pozitivny vstup pre N
3. Kedze N je NP-aplny, @ musi byt NP-tazky.



Dokoncenie dékazu NP-aplnosti: Q € NP

4a Vytvorime polynomialny nedeterministicky algoritmus rieSiaci

Q.
—ALEBO—

4b Pre kazdy vstup zadefinujeme certifikat polynomialnej velkosti.

5b Vytvorime polynomialny algoritmus, ktory pre dany vstup x a
certifikat y overi tento certifikat v polynomialnom case.



Sedem zakladnych NP-tplnych problémov

SAT Vstup: Booleovska formula f
Problém: Je f splnitelna?
3-SAT  Vstup: Booleovska formula f vo forme:
(a1 VaioVaiz)A---A(an1Van2Vang)
Problém: Je f splnitelna?
VvC Vstup: Graf G = (V,E); ¢islo K
Problém: Existuje mnozina vrcholov V'’ velkosti < K
taka, ze pre lubovolna hranu e = (u,v) € E,
ue V alebov e V?
HAM  Vstup: Graf G = (V,E)
Problém: Existuje v grafe Hamiltonovska kruznica?



Sedem zakladnych NP-aplnych problémov (pokrac.)

TSP-D Vstup: Ohodnoteny graf G = (V, E); ¢islo K
Problém: Existuje obchodzka dlzky < K?
CLIQUE Vstup: Graf G = (V, E); cislo K
Probléem: Obsahuje G aplny podraf
o velkosti > K vrcholov?
SUBSET-SUM  Vstup: n cisel s1,5,...,5,; ciel t
Problém: Existuje podmnozina &isel

$1,...,Sn SO sutom presne t?7



