Sedem zakladnych NP-tplnych problémov

SAT Vstup: Booleovska formula f
Problém: Je f splnitelna?
3-SAT  Vstup: Booleovska formula f vo forme:
(a1 VaioVaiz)A---A(an1Van2Vang)
Problém: Je f splnitelna?
VvC Vstup: Graf G = (V,E); ¢islo K
Problém: Existuje mnozina vrcholov V'’ velkosti < K
taka, ze pre lubovolna hranu e = (u,v) € E,
ue V alebov e V?
HAM  Vstup: Graf G = (V,E)
Problém: Existuje v grafe Hamiltonovska kruznica?



Sedem zakladnych NP-aplnych problémov (pokrac.)

TSP-D Vstup: Ohodnoteny graf G = (V, E); ¢islo K
Problém: Existuje obchodzka dlzky < K?
CLIQUE Vstup: Graf G = (V, E); cislo K
Probléem: Obsahuje G aplny podraf
o velkosti > K vrcholov?
SUBSET-SUM  Vstup: n cisel s1,5,...,5,; ciel t
Problém: Existuje podmnozina &isel

$1,...,Sn SO sutom presne t?7



Co je algoritmus?

Studujeme problémy, pre ktoré vieme dokazat, ze neexistuje Ziaden
algoritmus, ktory by ich riesil.

Turingov stroj (TS) — model vypoctov (Allan Turing, cca 1930),
videli ste na UTI

Churchova-Turingova téza: Lubovolny proces, ktory prirodzene
mdzeme volat efektivna procedara (alebo algoritmus) je zapisatelny
ako TS.

Poznamka: Toto nie je matematicka veta. Preco?



Churchova-Turingova téza

Argumenty pre:
1. Vela inych vypoétovych modelov ekvivalentnych s TS.

2. Trieda funkcii, ktor vedia TS vypoditat je invariantna
vzhladom k réznym modifikaciam definicie TS.

3. Nepozname ziadnu efektivnu procediru, ktora by sa nedala
zapisat ako TS.

Poznamka: Churchova-Turingova téza NEHOVORI, ze TS vie
vypocitat vietko rovnako rychlo ako iné vypoctové modely.



RAM model vypoctov

» Pamat: pole registrov Ry, Ry, . ..
v kazdom registry lubovol' ne velké celé ¢islo

» Program: fixna postupnost instrukcii, ocislované riadky

Instrukcie:
£: INC op pricitaj jednotku
¢: DEC op odcitaj jendotku

¢: IFZERO op ak je operand nula, chod na ¢/ +1
inak chod na ¢ + 2
¢: GOTO op chod na riadok
Operandy:
i celé cislo i (konstanta)
R; hodnota registra R;
Q@R; hodnota registra Rk,

> Vstup a vystup: Vstup je v Ry , po skonceni RAMu vystup v R,

RAMy st dostatocne silné na to, aby sme v nich simulovali TS

TS dokazu simulovat RAMy

= (Churchova téza) RAMy sii aspon takeé silné, ako lubovol'ny iny
vypoctovy model.



Priklad:

RAM pre funkciu f(n) = 2"

1: INC R2 // R2:=1
9: IFZERO R3 R2:=2%R3;
2: IFZERO R1 // while /7
// R3:=0;
//  R1<>0
10: GOTO 15
3: GOTO 17 11: INC R2
4: IFZERO R2 // R3:=R2;
12: INC R2
// R2:=0;
13: DEC R3
5: GOTO 9
6. INC R3 14: GOTO 9
15: DEC Rl // R1:=R1-1;
7: DEC R2 16: GOTO 2
8: GOTO 4

> Toto je posledny program, ktory sme napisali ako RAM :)

» Namiesto toho budeme pisat pseudokédy a budeme sa spoliehat na
Churchovu tézu, t.j. ze sa daji prepisat do RAMu.



Odbocka: Vsetko je prirodzené Cislo

Zatial RAMy vedia pracovat len s cislami. Co ked chceme pracovat
s inymi objektami?

Zoznam je prirodzené cislo
Zoznam (u1, Uo, . .., u,) mdzeme reprezentovat ako prirodzené
Cislo:

u un uj u,

kde p; je i-te prvocislo.
Pismeno je prirodzené cislo . .. pouzi ASCII
Retazec je prirodzené cislo ...zoznam pismen

RAM program je prirodzené Cislo ... jednoducho retazec



Vypocitatelné funkcie

Kedze vsetko je prirodzené ¢islo, definujme [ubovolny problém ako
f:N—N.

(Dodefinujeme f(x) = 0 ak x nereprezentuje platny vstup pre
problém.)

Definicia:

Uplna funkcia f : N — N is rekurzivna/vypocitatelna akk existuje
RAM, ktory f vypocita.



Vypocitatelnost: Osnova

v

Co je algoritmus? Churchova-Turingova téza.

» Model vypoctov: RAM.

» Odbocka: Vsetko je prirodzené Cislo.

» Nevypocitatelné problémy: Problém zastavenia.

» Turingove redukcie alebo

“Ako dokazat, ze mdj problém nie je vypocitatelny?”
» Uzitocné vypocitatelné problémy: Univerzalny RAM.
Priklady, priklady, priklady. ..

v



Problém zastavenia

Problém: Dany je RAM program P a vstup x.
Zastavi sa P na vstupe x?

1, ak sa P zastavi na x,

HALT(P, x) _{ 0, inak.

Priklad 1:

trivial_function(x):
while x<>1 do x:=x-2

Priklad 2:

mystery_function(x) :
while x<>1 do
if (x is even) then x:=x/2
else x:=3%xx+1;



Veta:

Neexistuje RAM, ktory vie vypoditat funkciu HALT.
Doékaz: Sporom.

» Predpokladajme, ze existuje RAM, ktory pocita HALT.
» Vytvorme RAM podla nasledujiceho pseudokédu:

NOTHALT(P) :
if HALT(P,P)=1 then loop forever;
else return 1;

» Co sa stane, ked spustime
NOTHALT (NOTHALT) ?



» Predpokladajme, ze NOTHALT(NOTHALT) zastavi.

» Z definicie HALT: HALT(NOTHALT,NOTHALT) =1
» Z pseudokédu NOTHALT:

NOTHALT(NOTHALT) sa zacykli
» Ale to vedie k sporu s tym, ze sa NOTHALT(NOTHALT)

zastavi!
» Predpokladajme, ze sa NOTHALT(NOTHALT) zacykli.
» Z definicie HALT: HALT(NOTHALT,NOTHALT) =0
» Z pseudokédu NOTHALT:

NOTHALT(NOTHALT) zastavi
» Ale to vedie k sporu s tym, ze sa NOTHALT(NOTHALT)

zacykli!
Predpoklad, ze existuje RAM program pre HALT nas dovedie
k tomu, ze dokazeme aj tvrdenie aj jeho negaciu =
predpoklad je nespravny!



Diagonalizacia

0 1 2 3 4
0 X X
1] X X | X | X
2 il
3 X | X
4 X | x| x|[]
NOTHALT | | | X | | X |..

H(i,j) — X, ak sa program i zastavi na vstupe j



Méze sa NOTHALT vyskytnat v tabulke H?

» NIE! Pre lubovolny program i sa NOTHALT od neho lisi na
vstupe J.
» Riadky v tabulke H reprezentuja vsetky RAM programy.

» = neexistuje RAM program pre NOTHALT
= neexistuje RAM program pre HALT

Podobné dékazy v matematike:

» Cantorova veta:
“Realnych cisel je viac ako prirodzenych cisel”
“Mnozina realnych &isel nie je spocitatelna”

» Godelova veta o nedplnosti:
“Kazdy formalny matematicky systém, ktory zahfna aritmetiku
je bud nekonzistentny alebo obsahuje tvrdenia, ktoré sa v iom
nedaju dokazat.”



Ako dokazete, Ze vasa oblabena funkcia Q nie je rekurzivna?

Definicia

Funkcia A je reducibilna (v Turingovom zmysle) na funkciu B
(alebo A <T B) ak existuje algoritmus, ktory vypocita A tak, ze
pouziva B ako procediru.

Rozdiely medzi A<T Ba A<p B:
» <T pre vietky problémy, nie len rozhodovacie.
» Ziadne obmedzenia na zlozitost.

» Ziadne obmedzenia na pocet volani funkcie B.

Lema:
Ak A nie je rekurzivna (nie je vypocitatelna) a A <' B,
potom B nie je rekurzivna.



Priklad: HALT ALL

HALT ALL(P) = { 1, :?k sa P zastavi vSetkych vstupoch,
- 0, inak.

Tvrdenie: HALT ALL nie je vypocitatelna.

Doékaz: Redukciou z HALT

(t.j., chceme dokazat HALT <7 HALT ALL)

» Potrebujeme: RAM program pre funkciu HALT
pouzivajaci HALT ALL ako precediru.

HALT(P,x):
Q:=encoding of the program
“‘Q(y): return P(x);’’
return HALT_ALL(Q);



HALT ALL pokr.

HALT(P,x):
Q:=encoding of the program
“‘Q(y): return P(x);?’
return HALT_ALL(Q);

» Ukazeme: Vyssieuvedené je implementacia funkcie HALT.

» Predpokladajme, ze sa P zastavi na x.
Program @ zastavi na [ubovolnom vstupe y teda
HALT ALL(Q) vrati 1.

» Predpokladajme, ze sa P zacykli na x.

Program @ sa zacykli na [ubovolnom vstupe y teda
HALT _ALL(Q) vrati 0.

» Teda HALT <7 HALT ALL a HALT ALL nie je rekurzivna
funkcia (resp. HALT _ALL nie je vypoditatelna).



Typicky postup dékazu nevypocitatelnosti

Chceme: Dokazat, ze Q nie je rekurzivna funkcia.

1 Vyber funkciu P o ktorej uz vieme, Ze nie je rekurzivna.

2 Napis pseudokéd pre RAM program, ktory vypocita funkciu P
pouzivajuc @ ako procediru.

3 Zdoévodni, ze pseudokdd skutoéne pocita P.

4 Kedze P <T Q a P nie je rekurzivna, tak Q tiez nie je
rekurzivna.



Priklad: EQUIV

Dané su dva programy (P1, P2), spravaji sa rovnako?

EQUIV(Py, P) = 0, ?k existuje x pre ktoré Pi(x) # Pa(x),
1, inak.

Tvrdenie

EQUIV nie je rekurzivna.

Do6kaz: Redukciou z HALT ALL

(i.e., chceme ukazat HALT ALL <7 EQUIV)

» Chceme: RAM pre HALT ALL
pouzijuc EQUIV ako procedru.



EQUIV pokr.

HALT_ALL(P):
Q:=encoding of the program ‘‘Q(y): return 0;’’
R:=encoding of the program ‘‘R(x): P(x); return 0;’’
return EQUIV(Q,R);

» Ukazeme: Vyssieuvedené skutocne implementuje HALT ALL.

» Poznamka: Program @ sa vzdy zastavi a vrati 0

» Predpokladajme P zastavi na vsetkych vstupoch.
Program R zastavi na vsetkych vstupoch a vrati 0
= EQUIV(Q,R) =1

» Predpokladajme P nezastavi na niektorom vstupe x.
Program R sa na x zacykli ale Q sa na x zastavi
= EQUIV(Q,R) =0

» Teda HALT ALL <" EQUIV a kedze HALT _ALL nie je
rekurzivna funkcia, EQUIV takisto nie je rekurzivna funkcia.



