Univerzalny RAM

Univerzalny RAM (alebo SIM) je RAM program, ktory dostane na
vstupe program P a &islo x and:

» ak sa P zacykli na x, SIM(P, x) sa zacykli

» ak P zastavi na x and vrati y, SIM(P, x) zastavi a vrati y
Univerzalny RAM je rekurzivny.

» RAM program je v zasade jednoduchy asemblér

» Napiseme simulator v nejakom “rozumnom” jazyku

» Z Churchovej tézy—existuje RAM implementujici to isté
Mozné modifikacie univerzalneho RAM.

» simuluj iba prvych t krokov (SIM(P, x, t))

» moze odpovedat rozne otazky o stave simulovaného RAMu po

t krokoch



Univerzalne RAMy st jednoduché

Ocakavali by sme, ze takéto simulatory su zlozité programy.

Nie je to pravda: [udia dokonca sitazia, kto napise “jednoduchsi’
simulator (mensi pocet riadkov kédu, mensi pocet registrov, .. .)
Ako implementovat SIM s malym poctom registrov?

» Vsetky registre simulovaného stroja ulozime v jedinom registri:

» Zvysok simulacie bude potrebovat iba maly pocet registrov
— povedzme < 1000



Dalsi nevypoéitatelny problém: Kolko paméate program
pouziva?

1, ak P pouzije > 10000 na vstupe x
IS_BIGyg000(P; x) :{ 0, inak

Tvrdenie: Funkcia IS BIG; o, nie je vypocitatelna.
Doékaz: Redukciou z HALT
(t.j. chceme ukazat HALT <7 IS BIG;q000)

» Chceme: RAM program pre HALT
s IS_BIG; g9 ako procedirou.
HALT(P,x) :
Q:=encoding of the program
“‘Q(x): SIM(P,x); increment R1,...,R10001;’’
return IS_BIG_10000(Q,x);



IS BIG;p00 POk

HALT(P,x):
Q:=encoding of the program
“‘Q(x): SIM(P,x); increment R1,...,R10001;°°
return IS_BIG_10000(Q,x);

» » Predpokladajme P zastavi na vstupe x.
Potom SIM(P, x) tiez zastavi a teda
program @ zastavi a pouzije > 10001 registrov.
= IS_BIGjg000(Q,x) =1
» Predpokladajme P nezastavi na vstupe x.
Potom sa SIM(P, x) zacykli a pouzije len maly pocet registov
= IS_BIG;000(Q,x) =0

» Teda HALT <7 IS BIG,yqy, a kedze HALT nie je
vypocitatelna, IS _BIG; g takisto nie je vypocitatelna.



Férovejsi pristup k otazke “Kolko pamate program pouziva'?

Def: Program P pretecie na vstupe x ak pouzije > 10000
registrov alebo pouzije hodnotu > 10000 v jednom z registrov.

1, ak P pretecie na x
IS _BIG14000,10000 (P> X) :{ 0, inak

Dobra sprava: Tato funkcia je vypocitatelna!
Myslienka: Ak by sme vedeli, ze sa P vzdy zastavi, tak by sme ho
mohli simulovat a pocas behu kontrolovat pretecenie.



Zacyklenie bez pretecenia

Tvrdenie: Ak program P s k riadkami bezi na vstupe x bez
pretecenia > k.10000'%9°! krokov, tak:

» sa zacykli a

» nikdy nepretecie.
Dokaz:

» Stav RAMu je jednoznaéne dany:

» obsahom vsetkych neulovych registrov
» riadkom, ktory sa prave vykonava

» Ak vieme stav S; RAMu v Case i, potom stav S; ;1 v Case i + 1
vieme jednoznacne urdit.



Zacyklenie bez pretecenia

» Teda: Ak sa rovnaky stav RAMu vyskytne v dvoch réznych
Casoch i < j, potom sa postupnost stavov:

Si,Siv1, Sivo, -5 551

bude donekonecna opakovat a program sa zacykli.

» Kol'ko existuje “nepretecenych” stavov RAMu?
M = k - 1000000

» Takze po M + 1 krokoch, ak RAM nepretiekol alebo sa
nezastavil, tak stav Sy;.1 = S; pre niektoré i < M.
(Dirichletov princip)

» = program sa bude cyklit donekonecna a nikdy
nepretecie.



IS BIGyg000.10000 J& VypOCitatelna!

IS_BIG_10000,10000(P,x):
k := number of lines of P;
SIM(P,x,k.10000~10001+1) ;

if P did overflow during simulation
return 1;
else

return O;



Vypocitatelnost: Zhrnutie

» Churchova-Turingova téza: vsetko je Turingov stroj
(...alebo RAM)

» Niektoré problémy (napr. HALT) nie st vypoditatelné

» Nevypocitatelnost mézeme dokazovat pomocou Turingovych
redukcii

» Niekedy mald zmena moze znamenat rozdiel medzi
vypocitatelnou a nevypoéitatelnou funkciou.

» Univerzalne RAMy nam mézu pomdct pre dokazovani, ze
funkcia je vypocitatelna aj pri dokazovani, ze funkcia nie je
vypocitatelna.



“Vzor" dékazu spravnosti greedy algoritmu

Lema: Predpokladajme, ze greedy algoritmus vrati riesenie G.
Potom existuje optimalne riesenie, ktoré sa s riesenim G zhoduje na
prvych k volbach.

Dokaz: Matematickou indukciou podla k.

Baza indukcie. Pre k = 0 — [ubovol'né optimalne riesenie.

Indukény krok. (Prepokladajme, ze sme neurobili chybu pri prvych
k volbach, potom aj (k + 1)-va volba je OK.)
» Predpokladajme, ze existuje optimalne riesenie
OPT, ktoré sa zhoduje s G na prvych k volbach.
» Vyrobime riesenie OPT":
» OPT' ma rovnak( hodnotu ako OPT
(a preto je tiez optimalne)
» OPT' suhlasi s G na jednej dalsej (k + 1)-vej
volbe.



Dynamické programovanie

1. Urcime podproblém.
» aké s rozmery matice, ktorii budeme vyplhat?
» aky je presny vyznam kazdého policka matice?
» kde v matici najdeme rieSenie pdvodnej tlohy?
2. Vyriesime podproblém za pomoci inych podproblémov.
Ako vypocitame jedno policko matice z inych polic¢iek matice?
3. Bazové podproblémy. Ktoré policka nemozno vypocitat
pomocou vztahov z predchadzajiceho kroku? Aké hodnoty by
mali obsahovat?
4. Vlyberieme poradie vypliania. V akom poradi musime maticu

vyplihat tak, aby sme v kazdom kroku mali vypocitané vietky
policka, ktoré potrebujeme na vypocet daného policka?



Master theorem

Nech T(n) = aT(n/b) + f(n), T(1) = ©(1). Nech k = log, a.
Potom:
1. Ak |f(n) € O(n*=¢)| pre niektoré € > 0, potom

T(n) € ©(n*)|.

2. Ak|f(n) € ©(n¥)|, potom ‘ T(n) € ©(f(n)logn) ‘

3. Ak | f(n) € Q(n**¢) | pre niektoré ¢ > 0 a plati podmienka

regularity, potom ‘ T(n) € ©(f(n)) ‘

Podmienka regularity:
Existuje ¢ < 1 také, ze pre vietky dostatocne velké n plati

af(n/b) < cf(n).

Poznamka:
Veta plati aj v pripade rozumnych usporiadani dolnych a hornych
celych &asti - vid napr. CLRS2 4.4.2.



Nedeterministicky algoritmus pre riesenie TSP-D

function TSP-D
visited[i] :=false for all vertices;
last_visited:=1; visited[1] :=true;
length:=0;
repeat n-1 times
choose next_visited between 1 and n;
if visited[next_visited] then reject;
//we cannot visit a single vertex twice
visited[next_visited] :=true;
length:=length+w(last_visited,next_visited);
last_visited:=next_visited;
length:=length+w(last_visited,1);
if length<=B then accept;
else reject;



SAT je NP-tazdky: zhrnutie

Vyssieuvedenym postup skonstruujeme pre dany algoritmus A a

vstup x formulu f:

» Postup mozno zrealizovat v polynomialnom Case v zavislosti

od n.

» Vysledna formula ma polynomialnu velkost v zavislosti od n.

» f je splnitelnd <= A akceptuje x

Q:

construct boolean
X formula in poly—time
for program A and input x

SAT

yes

no

| =7
=

= Ukazali sme: Q<,SAT pre lubovolné Q € NP



Ako dokazat, ze problem @ je NP-tazky?

1. Vyberme si problém N o ktorom uz vieme, ze je NP-aplny
2. Ukazeme N <p Q:
» Navrhneme polynomialny algoritmus, ktory prerobi vstup x pre

problém N na vstup f(x) pre problem Q.
» Dokazeme: Ak je x pozitivny vstup pre N, potom

f(x) je pozitivny vstup pre Q
» Dokazeme: Ak je x negativny vstup pre N, potom

f(x) je negativny vstup pre Q

—ALEBO—
Ak f(x) je pozitivny vstup pre Q, potom

X je pozitivny vstup pre N
3. Kedze N je NP-aplny, @ musi byt NP-tazky.



A— B means reduction A to B

— means reduction shown already

SUBSET-SUM



Diagonalizacia

0 1 2 3 4
0 X X
1] X X | X | X
2 il
3 X | X
4 X | X | x |[]
NOTHALT | | | X | | X |...

H(i,j) — X, ak sa program i zastavi na vstupe j



Ako dokazete, Ze vasa oblabena funkcia Q nie je rekurzivna?

Definicia: Funkcia A je reducibilnd (v Turingovom zmysle) na
funkciu B (alebo A <7 B) ak existuje algoritmus, ktory vypocita
A tak, ze pouziva B ako proceduru.

Note: Rozdiely medzi A<T Ba A<p B:

» <T pre vietky problémy, nie len rozhodovacie.
» Ziadne obmedzenia na zlozitost.
» Ziadne obmedzenia na pocet volani funkcie B.

Lema: Ak A nie je rekurzivna (nie je vypocitatelna) a A <" B,
potom B nie je rekurzivna.



Univerzalny RAM

Univerzalny RAM (alebo SIM) je RAM program, ktory dostane na
vstupe program P a &islo x and:

» ak sa P zacykli na x, SIM(P, x) sa zacykli

» ak P zastavi na x and vrati y, SIM(P, x) zastavi a vrati y
Univerzalny RAM je rekurzivny.

» RAM program je v zasade jednoduchy asemblér

» Napiseme simulator v nejakom “rozumnom” jazyku

» Z Churchovej tézy—existuje RAM implementujici to isté
Mozné modifikacie univerzalneho RAM.

» simuluj iba prvych t krokov (SIM(P, x, t))

» moze odpovedat rozne otazky o stave simulovaného RAMu po

t krokoch



