
NP úplnos´: osnova

• Rozhodovaie vs. optimaliza£né problémy.

• Trieda problémov P.

• Nedeterministiké výpo£ty a trieda problémov NP.

• Polynomiálne transformáie a NP-úplnos´.

• Cookova veta: Existuje NP-úplný problém.

• Ako ukáza´, ºe problém je NP-úplný?

• Základné �portfólio� NP-úplnýh problémov.
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Nedeterministiký algoritmus pre rie²enie TSP-D

funtion TSP-D

visited[i℄:=false for all verties;

last_visited:=1; visited[1℄:=true;

length:=0;

repeat n-1 times

hoose next_visited between 1 and n;

if visited[next_visited℄ then rejet;

//we annot visit a single vertex twie

visited[next_visited℄:=true;

length:=length+w(last_visited,next_visited);

last_visited:=next_visited;

length:=length+w(last_visited,1);

if length<=B then aept;

else rejet;
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Def: SAT (splnite©nos´) Uvaºujme booleovské premenné

(u1, . . . , um) a logikú formulu f .

Problém: Existuje priradenie hodn�t premennýh také, aby f bola

splnená?

Veta: (Cook) SAT je NP-úplný

Ná£rt d�kazu: Potrebujeme dokáza´:

1 SAT∈NP �alebo�

Existuje nedeterministiký polynomiálny algoritmus, ktorý rie²i

SAT.

2 SAT je NP-´aºký �alebo�

pre ©ubovo©ný problém Q ∈ NP : Q≤pSAT
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1 SAT∈NP

for i:=1 to m do

hoose u[i℄ between 0 and 1; // 0 means false,

// 1 means true

evaluate formula f with assignment

(u[1℄,u[2℄,...,u[m℄)

if f is satisfied then ACCEPT

else REJECT
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2 SAT je NP-´aºký

Uvaºujme Q ∈ NP

=⇒existuje polynomiálny nedeterministiký algoritmus, ktorý rie²i Q

Ako taký algoritmus zapí²eme?

• Kaºdý register má v sebe uloºené £íslo kon²tantnej ve©kosti

(registre ozna£íme R1, R2, . . .)
• Program je nemeniaa sa postupnos´ príkazov s kon²tantným

po£tom o£íslovanýh riadkov

• Na za£iatku je vstup uloºený v prvýh n registroh

(n je ve©kos´ vstupu)

• Program beºí nanajvý² p(n) krokov

a pristupuje najvia ku q(n) prvým registrom

(p(n) a q(n) sú polynómy závisiae od n)
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• Sada in²trukií:

� ACCEPT

� REJECT

� GOTO m

� IF Rℓ = 0 THEN GOTO m

� CHOOSE Rl BETWEEN 0 AND 1

� základné aritmetiké operáie

(napr. Rℓ := Ru +Rv, Rℓ := Ru ∗Rv)

� nejaký mehanizmus na adresáiu prvýh q(n) registrov

(detaily sú mierne komplikované, ale dá sa)
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2 SAT je NP-´aºký: Q≤pSAT

¬bf Cheme:

• Daný je program A, ktorý rie²i problém Q v polynomiálnom £ase

a in²tania x = x1, x2, . . . , xn.

• Vyrobíme ve©kú logikú formulu f , ktorá �simuluje� program A na

vstupe x;

• A dosiahne ACCEPT ⇐⇒ f je splnite©ná

Premenné formuly f :

• Q[i, k] � v £ase i program vykonáva riadok k

• S[i, j, k] � v £ase i má register Rj hodnotu k

Formula f bude konjunkia (�AND�) nieko©kýh men²íh formúl

t.j. v²etky tieto men²ie formuly musia by´ splnené, aby formula f bola

splnená
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1 �V kaºdom £ase i program vykonáva práve jeden riadok.�

¬(Q[i, k] ∧Q[i, ℓ]) pre v²etky i a k 6= ℓ

2 �V kaºdom £ase i kaºdý register obsahuje práve jednu hodnotu.�

¬(S[i, j, k] ∧ S[i, j, l]) pre v²etky i, j a k 6= ℓ

3 V £ase 0:

• Program vykonáva riadok 1: Q[0, 1]

• Prvýh n registrov má hodnoty x1, . . . , xn:

S[0, 1, x1] ∧ S[0, 2, x2] ∧ . . . ∧ S[0, n, xn]

• Ostatné registre majú hodnotu 0:

S[0, n+ 1, 0] ∧ S[0, n+ 2, 0] ∧ . . . ∧ S[0, q(n), 0]

4 �Po p(n) krokoh program dosiahne riadok s in²trukiou ACCEPT�

Q[p(n), k] k je riadok s in²trukiou �ACCEPT�
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5 �Stav po£íta£a sa mení v £ase v súlade s programom.�

k-ty riadok Formula

ACCEPT alebo REJECT Q[i, k] ⇒ Q[i+ 1, k]

GOTO ℓ Q[i, k] ⇒ Q[i+ 1, ℓ]

IF Rℓ = 0 THEN Q[i, k] ∧ S[i, ℓ, 0] ⇒ Q[i+ 1,m]

GOTO m Q[i, k] ∧ ¬S[i, ℓ, 0] ⇒ Q[i+ 1, k + 1]

CHOOSE Rℓ Q[i, k] ⇒ Q[i+ 1, k + 1]∧

(S[i+ 1, ℓ, 0] ∨ S[i+ 1, ℓ, 1])

at¤. pre ¤al²ie in²trukie
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SAT je NP-´aºdký: zhrnutie

Vy²²ieuvedeným postup skon²truujeme pre daný algoritmus A a vstup

x formulu f :

• Postup moºno zrealizova´ v polynomiálnom £ase v závislosti od n.

• Výsledná formula má polynomiálnu ve©kos´ v závislosti od n.

• f je splnite©ná ⇐⇒ A akeptuje x

yes

no
SAT

x formula in poly−time
for program A and input x

construct boolean
f

Q:

=⇒Ukázali sme: Q≤pSAT pre ©ubovo©né Q ∈ NP
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