
Sedem základnýh NP-úplnýh problémov

SAT Vstup: Booleovská formula f
Problém: Je f splnite©ná?

3-SAT Vstup: Booleovská formula f vo forme:

(a1,1 ∨ a1,2 ∨ a1,3) ∧ . . . ∧ (an,1 ∨ an,2 ∨ an,3)

Problém: Je f splnite©ná?

VC Vstup: Graf G = (V,E); £íslo K

Problém: Existuje mnoºina vrholov V ′

ve©kosti ≤ K

taká, ºe pre ©ubovo©nú hranu e = (u, v) ∈ E,

u ∈ V ′

alebo v ∈ V ′

?

HAM Vstup: Graf G = (V,E)

Problém: Existuje v grafe Hamiltonovská kruºnia?
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Sedem základnýh NP-úplnýh problémov (pokra£.)

TSP-D Vstup: Ohodnotený graf G = (V,E); £íslo K

Problém: Existuje obh�dzka d¨ºky ≤ K?

CLIQUE Vstup: Graf G = (V,E); £íslo K
Problém: Obsahuje G úplný podraf

o ve©kosti ≥ K vrholov?

SUBSET-SUM Vstup: n £ísel s1, s2, . . . , sn; ie© t

Problém: Existuje podmnoºina £ísel

s1, . . . , sn so sú£tom presne t?
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Teória vypo£ítate©nosti

�tudujeme problémy, pre ktoré vieme dokáza´, ºe neexistuje ºiaden

algoritmus, ktorý by ih rie²il.

�o je algoritmus?

Turingov stroj (TS) � model výpo£tov (Allan Turing, a 1930),

videli ste na UTI

Churhova-Turingova téza: �ubovo©ný proes, ktorý prirodzene

m�ºeme vola´ efektívna proedúra (alebo algoritmus) je zapísate©ný

ako TS.

Poznámka: Toto nie je matematiká veta. Pre£o?
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Churhova-Turingova téza

Argumenty pre:

1. Ve©a inýh výpo£tovýh modelov ekvivalentnýh to TS.

2. Trieda funkií, ktorú vedia TS vypo£íta´ je invariantná vzh©adom k

r�znym modi�káiám de�níie TS.

3. Nepoznáme ºiadnu efektívnu proedúru, ktorá by sa nedala zapísa´

ako TS.

Poznámka: Churhova-Turingova téza NEHOVORÍ, ºe TS vie

vypo£íta´ v²etko rovnako rýhlo ako iné výpo£tové modely.
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RAM model výpo£tov

• Pamä´: pole registrov R1, R2, . . .

v kaºdom registry ©ubovo©ne ve©ké elé £íslo

• Program: �xná postupnos´ in²trukií, o£íslované riadky

In²trukie:

ℓ: INC op pri£ítaj jednotku

ℓ: DEC op od£ítaj jendotku

ℓ: IFZERO op ak je operand nula, ho¤ na ℓ+ 1

inak ho¤ na ℓ+ 2

ℓ: GOTO op ho¤ na riadok

5



Operandy:

i elé £íslo i (kon²tanta)

Ri hodnota registra Ri

@Ri hodnota registra RRi

• Vstup a výstup: Vstup je v R1 , po skon£ení RAMu výstup v R2

RAMy sú dostato£ne silné na to, aby sme v nih simulovali TS

TS dokáºu simulova´ RAMy

⇒ (Churhova téza) RAMy sú aspo¬ také silné, ako ©ubovo©ný

iný výpo£tový model.
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Príklad: RAM pre funkiu f(n) = 2n

1: INC R2 // R2:=1

2: IFZERO R1 // while

// R1<>0

3: GOTO 17

4: IFZERO R2 // R3:=R2;

// R2:=0;

5: GOTO 9

6: INC R3

7: DEC R2

8: GOTO 4

9: IFZERO R3 // R2:=2*R3;

// R3:=0;

10: GOTO 15

11: INC R2

12: INC R2

13: DEC R3

14: GOTO 9

15: DEC R1 // R1:=R1-1;

16: GOTO 2

• Toto je posledný program, ktorý sme napísali ako RAM :)

• Namiesto toho budeme písa´ pseudokódy a budeme sa spolieha´ na

Churhovu tézu, t.j. ºe sa dajú prepísa´ do RAMu.
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Odbo£ka: V²etko je prirodzené £íslo

Zatia© RAMy vedia praova´ len s £íslami. �o ke¤ heme praova´ s

inými objektami?

Zoznam je prirodzené £íslo

Zoznam (u1, u2, . . . , un) m�ºeme reprezentova´ ako prirodzené £íslo:

2u1 · 3u2 · . . . · pui

i · . . . · pun

n

kde pi je i-te prvo£íslo prime numbers.

Písmeno je prirodzené £íslo . . . pouºi ASCII

Re´aze je prirodzené £íslo . . . zoznam písmen

RAM program je prirodzené £íslo . . . jednoduho re´aze
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Ke¤ºe v²etko je prirodzené £íslo, de�nujme ©ubovo©ný problém ako

f : N → N.

(Dode�nujeme f(x) = 0 ak x nereprezentuje platný vstup pre

problém.)

De�nition: Úplná funkia f : N → N is rekurzívna/vypo£ítate©ná akk

existuje RAM, ktorý f vypo£íta.
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Vypo£ítate©nost: Osnova

• �o je algoritmus? Churhova-Turingova téza.

• Model výpo£tov: RAM.

• Odbo£ka: V²etko je prirodzené £íslo.

• Nevypo£ítate©né problémy: Problém zastavenia.

• Turingove redukie alebo

�Ako dokáza´, ºe m�j problém nie je vypo£ítate©ný?�

• Uºito£né vypo£ítate©né problémy: Univerzálny RAM.

• Príklady, príklady, príklady. . .
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Problém zastavenia

Problém: Daný je RAM program P a vstup x.

Zastaví sa P na vstupe x?
HALT(P, x) =







1, ak sa P zastaví na x,

0, inak.

Príklad 1:

trivial_funtion(x):

while x<>1 do x:=x-2

Príklad 2:

mystery_funtion(x):

while x<>1 do

if (x is even) then x:=x/2

else x:=3*x+1;
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Veta: Neexistuje RAM, ktorý vie vypo£íta´ funkiu HALT.

D�kaz: Sporom.

• Predpokladajme, ºe existuje RAM, ktorý po£íta HALT.

• Vytvorme RAM pod©a nasledujúeho pseudokódu:

NOTHALT(P):

if HALT(P,P)=1 then loop forever;

else return 1;

• �o sa stane, ke¤ spustíme

NOTHALT(NOTHALT)?
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• Predpokladajme, ºe NOTHALT(NOTHALT) zastaví.

� Z de�níie HALT: HALT(NOTHALT,NOTHALT) = 1

� Z pseudokódu NOTHALT:

NOTHALT(NOTHALT) sa zayklí

� Ale to vedie k sporu s tým, ºe sa NOTHALT(NOTHALT)

zastaví!

• Predpokladajme, ºe sa NOTHALT(NOTHALT) zayklí.

� Z de�níie HALT: HALT(NOTHALT,NOTHALT) = 0

� Z pseudokódu NOTHALT:

NOTHALT(NOTHALT) zastaví

� Ale to vedie k sporu s tým, ºe sa NOTHALT(NOTHALT)

zayklí!

Predpoklad, ºe existuje RAM program pre HALT nás dovedie k

tomu, ºe dokáºeme aj tvrdenie aj jeho negáiu ⇒ predpoklad je

nesprávny!
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Diagonalizáia

0 1 2 3 4 . . .

0 X X X . . .

1 X X X X X . . .

2 . . .

3 X X X . . .

4 X X X . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

NOTHALT X X . . .

H(i, j) � X, ak sa program i zastaví na vstupe j
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M�ºe sa NOTHALT vyskytnú´ v tabu©ke H?

• NIE! Pre ©ubovo©ný program i sa NOTHALT od neho lí²i na

vstupe i.

• Riadky v tabu©ke H reprezentujú v²etky RAM programy.

• ⇒ neexistuje RAM program pre NOTHALT

⇒ neexistuje RAM program pre HALT

Podobné d�kazy v matematike:

• Cantorova veta:

�Reálnyh £ísel je via ako prirodzenýh £ísel�

�Mnoºina reálnyh £ísel nie je spo£ítate©ná�

• Gödelova veta o neúplnosti:

�Kaºdý formálny matematiký systém, ktorý zah¯¬a aritmetiku je

bu¤ nekonzistentný alebo obsahuje tvrdenia, ktoré sa v ¬om

nedajú dokáza´.�
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Ako dokáºete, ºe va²a ob©úbená funkia Q nie je rekurzívna?

De�níia: Funkia A je reduibilná (v Turingovom zmysle) na

funkiu B (alebo A ≤T B) ak existuje algoritmus, ktorý vypo£íta A

tak, ºe pouºíva B ako proedúru.

Note: Rozdiely medzi A ≤T B a A ≤P B:

• ≤T

pre v²etky problémy, nie len rozhodovaie.

• �iadne obmedzenia na zloºitos´.

• �iadne obmedzenia na po£et volaní funkie B.

Lema: Ak A nie je rekurzívna (nie je vypo£ítate©ná) a A ≤T B,

potom B nie je rekurzívna.
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Príklad: HALT_ALL

HALT_ALL(P ) =







1, ak sa P zastaví v²etkýh vstupoh,

0, inak.

Tvrdenie: HALT_ALL nie je vypo£ítate©ná.

D�kaz: Redukiou z HALT

(t.j., heme dokáza´ HALT ≤T

HALT_ALL)

• Potrebujeme: RAM program pre funkiu HALT

pouºívajúi HALT_ALL ako preedúru.

HALT(P,x):

Q:=enoding of the program

``Q(y): return P(x);''

return HALT_ALL(Q);
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HALT(P,x):

Q:=enoding of the program

``Q(y): return P(x);''

return HALT_ALL(Q);

• Ukáºeme: Vy²²ieuvedené je implementáia funkie HALT.

� Predpokladajme, ºe sa P zastaví na x.

Program Q zastaví na ©ubovo©nom vstupe y teda

HALT_ALL(Q) vráti 1.

� Predpokladajme, ºe sa P zayklí na x.

Program Q sa zayklí na ©ubovo©nom vstupe y teda

HALT_ALL(Q) vráti 0.

• Teda HALT ≤T

HALT_ALL a HALT_ALL nie je rekurzívna

funkia (resp. HALT_ALL nie je vypo£ítate©ná).
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Typiký postup d�kazu nevypo£ítate©nosti

Cheme: Dokáza´, ºe Q nie je rekurzívna funkia.

1 Vyber funkiu P o ktorej uº vieme, ºe nie je rekurzívna.

2 Napí² pseudokód pre RAM program, ktorý vypo£íta funkiu P

pouºívajú Q ako proedúru.

3 Zd�vodni, ºe pseudokód skuto£ne po£íta P .

4 Ke¤ºe P ≤T Q a P nie je rekurzívna, tak Q tieº nie je rekurzívna.
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Príklad: EQUIV

Dané sú dva programy (P1, P2), správajú sa rovnako?

EQUIV(P1, P2) =







0, ak existuje x pre ktoré P1(x) 6= P2(x),

1, inak.

Tvrdenie: EQUIV nie je rekurzívna.

Proof: Redukiou y HALT_ALL

(i.e., heme ukáza´ HALT_ALL ≤T
EQUIV)

• Want: RAM pre HALT_ALL

pouºijú EQUIV ako proedúru.
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HALT_ALL(P):

Q:=enoding of the program ``Q(y): return 0;''

R:=enoding of the program ``R(x): P(x); return 0;''

return EQUIV(Q,R);

• Ukáºeme: Vy²²ieuvedené skuto£ne implementuje HALT_ALL.

� Poznámka: Program Q sa vºdy zastaví a vráti 0

� Predpokladajme P zastaví na v²etkýh vstupoh.

Program R zastaví na v²etkýh vstupoh a vráti 0

⇒ EQUIV(Q,R) = 1

� Predpokladajme P nezastaví na niektorom vstupe x.

Program R sa na x zayklí ale Q sa na x zastaví

⇒ EQUIV(Q,R) = 0

• Teda HALT_ALL ≤T

EQUIV a ke¤ºe HALT_ALL nie je

rekurzívna funkia, EQUIV takisto nie je rekurzívna funkia.
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