Problém vyberu aktivit

Dané: n aktivit A¢,..., A,
aktivita A;: zaciatok s;, koniec f;

Uloha: Vyber aktivity, ktoré sa neprekryvaji
Najvacsi mozny pocet!



Mozné riesenie?
1. Vyber aktivitu s najmensim poctom konfliktov

2. Vymaz vsetky aktivity, ktoré sa s hou prekryvaj
3. Opakuj



Greedy algoritmus pre problém vyberu aktivit
Vzdy vyber aktivitu, ktord konci najskor

Sort all activities by their finishing time
(now f[1]<=f[2]<=...<=f[n])

last_activity_end:=-infinity;
for i:=1 to n
if (s[il>=last_activity_end) then

output activity (s[i],f[i]);
last_activity_end:=f[i];

Casova zlozitost: ©O(nlogn)
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Dokaz spravnosti

Tvrdenie: Nech nas algoritmus vyberie aktivity G = (G1,Ga, ..., Gy).
Potom pre ubovolné 0 < ¢ < k existuje optimalne riesenie tvaru
O=(Gy,...,Gp,0p11,...,0).

Dokaz indukciou vzhladom na premenni /:

Baza indukcie: Ak ¢ = 0, plati trivialne.



Dokaz spravnosti

Tvrdenie: Nech nas algoritmus vyberie aktivity G = (G1,Ga, ..., G).
Potom pre ubovolné 0 < ¢ < k existuje optimalne riesenie tvaru

O=(G1,...,Gp,0p11,...,0p).
Dokaz indukciou vzhladom na premenni /:

Indukcny krok: Nech plati pre ¢
= optimalne riesenie O = (G1,...,Gy¢,Opi1,0019,...,0.,)

for.. < 50,,, (spravne zoradenie aktivit)

fce: < fo,,, (lebo vyberame najmensi koniec)

= fGi1 < 50040

= mobzeme vymenit Oy za Gpyq!

Teda: O' = (G1,...,Gy11,0049,...,0,,) je optimalne riesenie, ktoré
sthlasi s prvymi £ + 1 vybermi!



Typicky greedy algoritmus
e Kazdé riesenie ziskame pomocou postupnosti rozhodnuti.

e Nie vsetky rozhodnutie vedt k optimalnemu rieSeniu.

e V kazdom kroku:

— Ovahuj vsetky mozné rozhodnutia pomocou nejakej vahovacej
funkcie.

— Vyber rozhodnutie s najvacsou vahou.



“Vzor’ dokazu spravnosti greedy algoritmu
Lema: Predpokladajme, ze greedy algoritmus vrati rieSenie GG. Potom
existuje optimalne riesenie, ktoré sa s riesenim GG zhoduje na prvych k

vol'bach.

Do6kaz: Matematickou indukciou podla k.

Baza indukcie. Pre k = 0 — lubovolné optimalne riesenie.

Indukcny krok. (Prepokladajme, Ze sme neurobili chybu pri prvych k

vol'bach, potom aj (k + 1)-va volba je OK.)

e Predpokladajme, Ze existuje optimalne riesenie OPT', ktoré sa
zhoduje s G na prvych k volbach.

e Vyrobime riesenie OPT":
— OPT’" ma rovnaki hodnotu ako OPT

(a preto je tiez optimalne)

— OPT' sthlasi s G na jednej dalsej (k + 1)-vej volbe.
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Huffmanove prefixové kody

Pre dany retazec, rézne stromy davaja réznu dlzku kédovania.

Vieme najst taky strom (prefixovy kod), ktory dokaze najviac
skomprimovat dany retazec S?



Greedy algoritmus pre Huffmanov strom

Compute frequencies of all characters in S

F:=empty-forest;

for all characters x in the alphabet do
T:=new leaf (x);
add T to F;

while F contains more than one tree do
Tl:=extract tree with minimum frequency from F;
T2:=extract tree with minimum frequency from F;
T:=new tree where Tl is a left child
and T2 is a right child;
add T to F;

return F;
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Doékaz spravnosti greedy algoritmu pre Huffmanove stromy

Tvrdenie: Nech F' = {T1,T5,...,Tx} je les, ktory greedy algoritmus
dostane po ¢ krokoch.

Potom existuje optimalny kédovaci strom, ktory obsahuje stromy
T1,15,...,T ako podstromy.

Dokaz indukciou podla i:

Baza indukcie: Po 0 krokoch (inicializacia greedy algoritmu) je F
jednoducho mnozina jednotlivych vrcholov zodpovedajicich pismenam
abecedy

= plati trivialne
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Indukcny krok: Nech po i krokoch mame F' = {T1,T5,..., Ty}

(bez ujmy na vSeobecnosti, usporiadané od najmensej frekvencie)
Z indukéného predpokladu: existuje strom OPT, ktory obsahuje

stromy z F' ako podstromy.

Co urobi Greedy algoritmus? Spoji stromy T} a Ty = T
Pripad 1: OPT obsahuje T ako podstrom
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Pripad 2: OPT neobsahuje T" ako podstrom

Kedze f(T1) < f(T3) = di > do

¢o by sa stalo ak by sme vymenili A a 157

— ak di = d3, potom ok; predpokladajme d; > ds

— f(A) < f(T) nemdze byt

—ak f(A) > f(1y): dostali by sme lepsi strom = spor!
—ak f(A) = f(13): rovnako dobry strom, ale obsahuje 7'
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Huffmanove stromy—zaver

e Navrhli sme greedy algoritmus, ktory najde pre text s danymi

frekvenciami pismen kédovaci strom

e Indukciou sme ukazali, ze optimalny kédovaci strom obsahuje
“medzivysledky” greedy algoritmu ako podstromy

e To plati aj po skonceni greedy algoritmu, ked uz mame len jeden
vysledny strom = tento strom je optimalny

Casova zlozitost?

Zavisi od implementacie “lesa” (potrebujeme operacie: pridat novy
strom nejakej velkost, vybrat najmensi strom):

e jednoduchy zoznam: O(m + n?)

e prioritna fronta: O(m + nlogn)
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Zhrnutie prednasky
e Greedy algoritmy sii velmi Iahké na navrh a implementaciu
o Casto tazké dokazat, Ze algoritmus je spravny (da vzdy optimalne
rieSenie)
e Dokaz obvykle indukciou:
— Zacneme s nejakym optimalnym rieSenim

— Postupne ho v ramci krokov indukcie “pretvarame” tak, aby
sthlasilo s greedy rieSenim viac a viac

— V ziadnom z krokov rieSenie nezhorsime, takze aj vysledné
rieSenie (identické s greedy rieSenim) je optimalne
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