Najlacnejsia kostra

Kostra grafu: Podmnozina hran T grafu G = (V, E) taka, ze:
o graf (V,T) je stvisly
e neobsahuje zZiadne cykly

Kostra ma prave n — 1 hran

Uloha: Dany suvisly neorientovany ohodnoteny graf G = (V, E)
Najdite kostru grafu s minimalnou vahou w(T') =} ., w(e)



Kruskalov algoritmus (minimalna kostra)

Sort edges in order of increasing weight
so that wlf[1]] <= wl[f[2]] <= ... <=w[f[m]]

T=empty set
for i:=1 to m do
let u,v be the endpoints of edge fl[i]
if there is no path between u and v in T then (k%)
add f[i] to T

return T

Implementacia (**) pomocou UNION/FIND-SET:
O(logn) na jedno volanie (**) = O(mlogn)



Dokaz spravnosti

Tvrdenie: Nech rieSenie Tz vypocitané pomocou Kruskalovho
algoritmu obsahuje hrany ey, ..., e,_1 (v poradi pridavania)
Pre kazdé 0 < k < n — 1 existuje minimalna kostra

obsahujiica hrany eq, ..., ex

Komplikacia: hrany s rovnakou vahou

Doékaz indukciou: pre k£ = 0 plati trivialne

Plati pre k — 1 = existuje min. kostra 1™ obsahujlica ey, ..., er_1
Dokazeme: existuje aj min. kostra T’ obsahujica ey, ..., es



Plati pre k — 1 = existuje min. kostra 1™ obsahujlica eq,...,er_1
Dokazeme: existuje aj min. kostra T’ obsahujica ey, ..., e;

A e




Dokazali sme:

Tvrdenie: Nech riesenie Tz vypocitané pomocou Kruskalovho
algoritmu obsahuje hrany e;,...,¢e,_1 (v poradi pridavania)
Pre kazdé 0 < k£ < n — 1 existuje minimalna kostra

obsahujiica hrany eq, ..., ex

Postupne “pretvarame” (akukolvek) minimalnu kostru na T, pricom v

Zziadnom ktorku nezmenime vahu kostry.

Pre Kk = n — 1: Tz je minimalna kostra

Na cviceniach: Primov algoritmus



Hl'adanie artikulacii v grafoch

Artikulacia: Vrchol, ktory ked odoberieme z grafu, tak sa niektory
komponent sivislosti rozpadne.

Uloha: Dany je neorientovany graf G = (V, E)
Najdite v nom vsetky artikulacie

Trivialny pristup: odober vrchol, spocitaj komponenty
(nx spusti prehladavanie do hibky)
Casova zlozitost: O(n(m +n)) = O(mn)

lde to aj lepsie?



Prehladavanie do hibky—rekurzivna funkcia

function dfs-visit (v, cnum)

// pre-condition: v is WHITE vertex
// find all vertices that are reachable from v
// by path going through white vertices only
status[v] :=gray;
num[v] :=cnum;
for each w in out(v)

if status([w]l=white

dfs-visit (w,cnum)

status[v] :=black;

(biely=nepreskimany; Cierny=ukonceny; sivy=v procese)



Prehladavanie do hibky—hlavny program

// --- main program ---
status of all vertices is white
cnum=0; // component number
for all vertices v in V
if statusl[v]=white
// all vertices in v’s component are white;
// explore v’s component
dfs-visit (v, cnum) ;

cnum:=cnum+1 ;



Ako sa artikulacie spravaja pri prehladavani do hibky?

Pozorovanie: Ak je vrchol artikulacia, tak z jeho podstromu
nevyjdeme, kym ho cely neprehladame.



Prehladavanie do hilbky—pamaétame si viac

function dfs-visit (v, cnum)
status[v] :=gray;

* time:=time+1; d[ul :=time;
num[v] :=cnum;
for each w in out(v)

if statusl[wl=white
* edge (v,w) is a tree edge;
dfs-visit (w,cnum)

status[v] :=black;

* time:=time+1; f[u] :=time;

stromova hrana: hrana, ktorou sme objavili novy vrchol
= strom prehladavania
spatna hrana: vsetky ostatné hrany
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Zakladna vlastnost prehladavania do hibky

Lema: Nech e = (u,v) je spatna hrana, buf d(u) < d(v)
Potom wu je predok v v strome prehladavania T

Dokaz:

d(u) : vrchol u sa zmeni z bieleho na sivy

f(u) : vrchol u sa zmeni zo sivého na Cierny

MoéZe byt v case f(u) vrchol v biely? NIE!

preto d(u) < d(v) < f(u)

VSETKY vrcholy objavené medzi d(u) a f(u) st potomkami u v
strome prehladavania

Doésledok: Ak u a v nie st vo vztahu predok—potomok
potom medzi potomkami © a potomkami v nevedia ziadne hrany
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1[1]

(@ artikulacia

dfs cas objavenia d(v)

1
6 obchadzkove cislo

detour(w)

8] 6

2 [5] 4] 2 6

Def: Obchadzkové cislo vrchola v je najmensie DFS cislo d(w) vrchola
w, ktory mézeme dosiahnut z vrchola v tak, Ze najskér prejdeme
niekol' ko stromovych hran a potom jednu spatnia hranu.

Lema: Vrchol v, ktory nie je korenom DFS stromu, NIE JE artikulacia
prave vtedy, ked pre vSetky jeho deti w v DFS strome plati

detour(w) < d(v).

Lema: Koren DFS stromu je artikulacia prave vtedy, ked ma v DFS
strome viac ako jedno dieta.
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Lema: Vrchol v, ktory nie je korenom DFS stromu, NIE JE artikulacia
prave vtedy, ked pre vsetky jeho deti w v DFS strome plati

detour(w) < d(v).

(=)
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Lema: Vrchol v, ktory nie je korenom DFS stromu, NIE JE artikulacia
prave vtedy, ked pre vsetky jeho deti w v DFS strome plati

detour(w) < d(v).

(<)
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Artikulacie: modifikacia prehl'adavanie do hibky (nekoren)

function dfs-visit(v,cnum)
status[v] :=gray;
time:=time+1; d[v]:=time;
* detour[v] :=v;
for each w in out(v)
if status[w]=white
//--- (v,w) is a TREE edge

dfs-visit(w,cnum); // detour[w] is now computed!

* if detour[w]>=d[v] then vertex v is an articulation!
* if detour[w]<detour[v] then detour[v] :=detour[w];

* else

X //--- (v,w) is a BACK edge

* if d[w]<detour[v] then detourl[v]:=d[w];

status[v] :=black;

Casova zlozitost: O(n + m)
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Zhrnutie

Problém najlacnejsej kostry mozno riesit v case O(mlogn)
pomocou jednoduchého greedy algoritmu (Kruskalov algoritmus)

Precvicili sme si techniku dokazovania greedy algoritmov
Dalsi greedy algoritmus (Primov algoritmus) na cvieniach
Rozsireny pohlad na prehladavanie do hibky:

— strom prehladavania

— Cas objavenia vrcholu

— vlastnosti stromu prehladavania

Modifikaciou prehladavanie do hlbky sme efektivne vyriesili

problém hladania artikulacii
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