Problém obchodného cestujiceho (TSP)

Uloha (TSP): Dany je ohodnoteny neorientovany graf G = (V, E)
Najdite “okruznid” cestu danym grafom:

e /Zacne a skonci v tom istom vrchole
e Vsetky ostatné vrcholy navstivi prave raz

e NajkratSia mozna

Na tato Glohu si metddy, ktoré sme doteraz spominali, kratke.



e Tuto alohu neviem riesit v polynomialnom case.
Nie prilis dobry argument.

e Pre tato dlohu neexistuje algoritmus, ktory by ju riesil v
polynomialnom case.
Nie prilis realistické pre vacsinu aloh.

e Tuto alohu sice neviem riesit v polynomialnom case, no vela
vel'mi madrych ludi to uz skiasalo a tiez nic rozumné
nevymyslelo

Aka je 3anca, ze sa vela muadrych ludi desiatky rokov zaoberalo

priamo vasou tlohou?

Trieda tzv. NP-tazkych resp. NP-aplnych problémov.



NP tazkost a aplnost: osnova
e Rozhodovacie vs. optimalizacné problémy.
e Trieda problémov P.
e Nedeterministické vypocty a trieda problémov NP.
e Cookova veta: Existuje NP-aplny problém.
e Ako ukazat, ze problém je NP-aplny?

e Zakladné “portfélio” NP-tplnych problémov.



Rozhodovacie problémy
Rozhodovaci problém: Taky ¢o ma odpoved ano / nie

Optimalizacny problém:
TSP: Najdi v grafe okruzn cestu s minimalnou dlzkou

/Zodpovedajici rozhodovaci problém:
TSP-D: Existuje v grafe okruzna cesta s dlzkou nanajvys B?

Pomocou rozhodovacieho problému vieme vyriesit aj

optimalizacny:
e Minimalnu dlzku viem najst napriklad binarnym vyhladavanim

e Konkrétnu cestu viem zrekonstruovat pomocou dotazov na mierne

modifikované grafy.

(Viac na cviceniach.)



Nedeterministické vypocty

Nové konstrukty do nasich pseudokdédov:
e accept: skonci vypocet a odpovedz “ano’
e reject: skonci vypocet a odpovedz “nie”

e choose k from [i, j]: nastav hodnotu k& na hodnotu medzi ¢ a j
tak, ze sa dostaneme k “ano” najkratsSim moznym vypoctom
(ak vsetky vypocty veda k odpovedi “nie”, nastav k na lubovolni

hodnotu z [i, j])



Time

accept

Poznamka: Nedeterministické algoritmy vieme naimplementovat na
deterministickom stroji za cenu exponencialnej casovej zlozitosti
(backtracking cez strom)



Nedeterministicky algoritmus pre riesenie TSP-D

function TSP-D

visited[i] :=false for all vertices;

last_visited:=1; visited[1l] :=true;

length:=0;

repeat n-1 times
choose next_visited from [1,n] ;
if visited[next_visited] then reject;
//we cannot visit a single vertex twice
visited[next_visited] :=true;
length:=length+w(last_visited,next_visited);
last_visited:=next_visited;

length:=lengthtw(last_visited,1);

if length<=B then accept;

else reject;



Triedy P a NP

Trieda P: Rozhodovacie problémy, pre ktorych riesenie existuje

algoritmus, ktory bezi v deterministickom polynomialnom case.

Trieda NP: Rozhodovacie problémy, pre ktorych riesenie existuje

algoritmus, ktory bezi v nedeterministickom polynomialnom case.
Zjavhe P C NP.

Existuja problémy, ktoré sa v triede NP a nie s v triede P?
$1M otazka (slavny P vs. NP problém)
VsSeobecne sa veri, ze P £ NP

NP-tazky problém: Ak by sme vedeli vyriesit hociktory NP-tazkyc
problém v deterministickom polynomialnom case, vedeli by sme vyriesit
vsetky problémy z NP v polynomialnom case.

Ak problém navyse patri do NP, tak ho volame NP-uplny.

TSP je NP-tazky. TSP-D je NP-aplny.



Hamiltonovska kruznica (HAM)

Rozhodovaci problém: Dany je neohodnoteny neorientovany graf
Existuje okruzna cesta, ktord prechadza vsetkymi vrcholmi prave raz?

HAM patri do NP:

visited[i] :=false for all vertices;
last_visited:=1; visited[1]:=true;
length:=0;
repeat n-1 times
choose next_visited from [1,n];
if visited[next_visited] then reject;
if not edge(last_visited,next_visited) then reject;
//we cannot visit a single vertex twice
visited[next_visited] :=true;
last_visited:=next_visited;
if edge(last_visited,1) then accept;

else reject;



Splnitel'nost (SAT) a 3-splnitel'nost (3-SAT)

Rozhodovaci problém: Dana je logicka formula f nad n premennymi.
Existuje priradenie pravdivostnych hodnét také, ze formula f je
splnena?

V pripade 3-SAT: Formula je tvaru:
(@11 VaiaVarz)A(agiVazaVass) AN A(@m1VamaVamns)
a; ; je x alebo —xy

SAT, 3-SAT patri do NP:

for i:=1 to n
choose x[i] from [0,1]

if assignment x satisfies formula f
return accept

else

return reject
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Najmensie vrcholové pokrytie (VC)

Optimalizacny problém VC: Dany je neorientovany neohodnoteny
graf G = (V, E). Najdite najmensiu mnozinu vrcholov C' C V taki, ze
kazda hrana z E je “pokryta” (aspon jeden jej vrchol je v C').

Rozhodovaci problém VC-D: Existuje vrcholové pokrytie C' také, ze
jeho velkost |C| < ¢7?

VC-D patri do NP:

for i:=1 to n
choose x from [0,1]
if x then C:=C+{i}
if (size(C)>c) reject;
if (C is not a vertex cover) reject;

else accept;
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Najvacsia klika v grafe (CLIQUE)

Optimalizacny problém CLIQUE: Dany je neorientovany
neohodnoteny graf G = (V, E'). N&jdite najvacsSiu mnozinu vrcholov
C C V taka, ze vrcholy z C tvoria v grafe kliku.

Rozhodovaci problém CLIQUE-D: Existuje v grafe klika o velkosti
aspon k?

CLIQUE-D patri do NP:

for i:=1 to n
choose x from [0,1]
if x then C:=C+{i}
if (size(C)<k) reject;
if (C is not a clique) reject;

else accept;
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Zhrnutie

Problém obchodného cestujiceho (TSP) a jeho rozhodovacia
verzia (TSP-D)

|dea nedeterministickych vypoctov, nedeterministicka
polynomialna casova zlozitost

Zlozitostné triedy P a NP, otvoreny problém P ~ NP
(Neformalna) definicia NP-tazkych a NP-Gplnych problémov

(Bez dbékazu) Paleta NP-uplnych problémov: TSP-D, HAM,
VC-D, SAT, 3-SAT, CLIQUE-D

Na buddce: Dokazovanie, ze problém je NP-Gplny

Ak o probléme dokazeme, ze je NP-tplny, potom je velmi tazké
oCakavat, ze ho budeme vediet riesit v deterministickom

polynomialnom case.
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