Trieda P: problémy riesitelné v deterministickom poly ¢ase
Trieda NP: problémy riesitelné v nedet. poly case

O casti problémov v NP si vsetci myslia, Ze sa nedaji riesit v
deterministickom poly case
(napriklad TSP-D)

NP-aplné problémy: Ak vyrieSime v deterministickom
polynomialnom case, vsetky problémy v NP budeme vediet riesit v
deterministickom polynomialnom case.

Cookova veta: SAT je NP-aplny

Dalsie problémy pomocou redukcii



Cookova veta

SAT splnitelnost: Uvazujme logicka formulu f.
Problém: Existuje priradenie hodnot premennych také, aby f bola
splnena?

Veta: (Cook) SAT je NP-aplny

Na minulej prednaske: SATENP
—alebo—
Existuje nedeterministicky polynomialny algoritmus, ktory riesi SAT.

Dnes ukazeme: SAT je NP-tazky

—alebo-

pre lubovolny probléem Q € NP, ak by sme vedeli riesit problem SAT
v deterministickom polynomialnom case, tak by sme vedeli vyriesit aj
() v deterministickom polynomialnom case

(Q mozno polynomialne zredukovat na SAT)



SAT je NP-tazky

Uvazujme Q € NP

—existuje polynomialny nedeterministicky algoritmus, ktory riesi ()
Ako taky algoritmus zapiseme?

e Kazdy register ma v sebe ulozené cislo konstantnej velkosti
(registre oznaCime R, R, .. .)

e Program je nemeniaca sa postupnost prikazov s konstantnym
poctom ocislovanych riadkov

e Na zaciatku je vstup ulozeny v prvych n registroch
(n je velkost vstupu)

e Program bezi nanajvys p(n) krokov
a pristupuje najviac ku g(n) prvym registrom

(p(n) a g(n) st polynémy zavisiace od n)



e Sada instrukcii:
— ACCEPT
— REJECT
— GOTO m
— IF Ry =0 THEN GOTO m
— CHOOSE R; BETWEEN 0 AND 1

— zakladné aritmetické operacie
(napr. Ry := Ry, + R, Ry := Ry, * R,)

— nejaky mechanizmus na adresaciu prvych q(n) registrov
(detaily st mierne komplikované, ale da sa)



SAT je NP-tazky: () mozno polynomialne zredukovat na SAT

Chceme:

e Dany je program A, ktory riesi problém () v polynomialnom case

a instancia x = x1,%2,...,ZTy.

e Vyrobime velki logicka formulu f, ktord “simuluje” program A na

vstupe z;
o A dosiahne ACCEPT < f je splnitelna
Premenné formuly f:
e (Q[i, k| — v Case i program vykonava riadok k
e S|i,j, k] — v Case i ma register R; hodnotu k

Formula f bude konjunkcia (“AND") niekolkych mensich formal
t.j. vSetky tieto mensie formuly musia byt splnené, aby formula f bola

splnena



“V kazdom case i program vykonava prave jeden riadok.”

—(Qli, k] N Qli, £]) pre vietky 7 a k #£ /

“V kazdom case i kazdy register obsahuje prave jednu hodnotu.”

—(Si,4, k] AN Sli,5,1])| pre vsetky i,j a k #£ £
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V case O:

e Program vykonava riadok 1: | Q|0, 1]

e Prvych n registrov ma hodnoty x1, ..., x,:

S[0,1,21] AS[0,2,22] A ... A S[0,n, x,]

e Ostatné registre maji hodnotu 0:

S0, +1,0] A S[0,7 4+ 2,0] A ... A S[0,q(n), 0]

Qlp(n), k]

“Po p(n) krokoch program dosiahne riadok s instrukciou ACCEPT"

k je riadok s instrukciou “ACCEPT"



5| “Stav pocitaca sa meni v Case v silade s programom.”

k-ty riadok Formula

ACCEPT alebo REJECT | Q[i, k] = Qi + 1, k]

GOTO /¢ Qli, k| = Qi + 1, 7]

IF R, = 0 THEN Qli, k] A Si, 0,0] = Qi + 1, m)|
GOTO m Qli, k] A —=S[i, 0,0] = Qi + 1,k + 1]

CHOOSE Ry Qli, k| = Qi + 1,k + 1]A

(S[i+1,0,0] v S[i+1,¢,1])

atd. pre dalSie instrukcie




SAT je NP-tazky: zhrnutie
Polynomialny algoritmus pre riesenie ():
1. Skonstruuj formulu f4 , pre dany algoritmus A a vstup x
e Det. polynomialny Cas v zavislosti od n.
e Vysledna formula ma polynomialnu vel'kost v zavislosti od n.
® fa. jesplnitelnd <= A akceptuje z
2. Zavolaj polynomialne riesenie problému SAT na formulu f

3. Vysledok je stcasne rieSenim problému () pre vstup x

—>Ukazali sme: Lubovolny problém () € NP mozno
polynomialne zredukovat na SAT

—>SAT je NP-tazky



Polynomialne redukcie

\

yes
a polynomial—time B polynomial—time <

reduction algorithm algorithm to decide B

no

y

polynomial—-time algorithm to decide A

Hovorime, ze problém A mozno polynomialne redukovat na
problém B (A<,B)

e Ak by sme vedeli B riesit v det. polynom. Case, vedeli by sme aj A
riesit v det. polynom. Case

e Ak neexistuje det. polynomialne rieSenie pre problém A, neexistuje
ani det. polynomialne riesenie pre problém B



Priklad: HAM <, TSP-D
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Ako dokazat, ze problem () je NP-tazky?
1. Vyberme si problém N o ktorom uz vieme, ze je NP-aplny

2. Ukazeme N <p Q):
e Navrhneme polynomialny algoritmus, ktory prerobi vstup x pre
problém N na vstup f(x) pre problém Q.
e Dokazeme: Ak je = pozitivny vstup pre IN, potom
f(x) je pozitivny vstup pre @
e Dokazeme: Ak je x negativny vstup pre N, potom

f(x) je negativny vstup pre @
—ALEBO—

Ak f(x) je pozitivny vstup pre (), potom
x je pozitivny vstup pre IV

3. Kedze N je NP-uplny, Q musi byt NP-tazky.
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Dokoncenie dokazu NP-aplnosti: () € NP

4a Vytvorime polynomialny nedeterministicky algoritmus riesiaci Q).
—ALEBO—

4b Pre kazdy vstup zadefinujeme certifikat polynomialnej velkosti.

5b Vytvorime polynomialny algoritmus, ktory pre dany vstup x a
certifikat y overi tento certifikat v polynomialnom case.
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A— B means reduction A to B

—> means reduction shown already

[SUBSET—SUM)
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3-SAT<, VC-D

VC-D: existuje vrcholové pokrytie C velkosti |C| < ¢?
(pre kazda hranu aspon jeden vrchol C)

e rieSime 3-SAT pomocou VC-D
e pre formulu f musime vytvorit graf GG a Cislo ¢

(u1 V —ug V —ug) A (—uy V ug V —ug)

u(l) —u(1) u(2) Tu(2) u(3) Tu(3) u(4) u4)

a(1,1) a(1,3) a(2,1) a(2,3)
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Lema: 3-SAT formula je splnitelna prave vtedy ked graf zostaveny
podla horeuvedeného navodu ma pokrytie o velkosti 2m + n

(=) Ak je formula splnitelna, potom graf ma pokrytie velkosti 2m +n
u(l) (1) u2) ) u3)  u(3) u4) 4

a(1,1)  a(1,3) a2,1)  a(2,3)
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Lema: 3-SAT formula je splnitelna prave vtedy ked graf zostaveny
podla horeuvedeného navodu ma pokrytie o velkosti m + 2n

(<) Ak graf ma pokrytie velkosti 2m + n, potom formula je splnitelna
u(l) (1) u2) ) u3)  u3) u@) )

a(1,1)  a(1,3) a2,1)  a(2,3)
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Zhrnutie

e NP-tazké / NP-aplné problémy: Problémy o ktorych sa
domnievame, Ze sa nedaj riesit v deterministrickom

polynomialnom case.

(Ak by sme ktorykolvek vyriesili, vsetky problémy z NP by sa dali

rieSit v polynomialnom case.)
e Cookova veta: SAT je NP-uplny problém.

e Dokazovanie NP-tazkosti nového problému N:
— Vyberieme si znamy NP-uplny problém Z
— Ukazeme Z<,N
— KedzZe pre vsetky problémy @ € NP tiez Q<,Z
= Q<,N

e Pozor na smer dokazovanial
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