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Upozornenie: Tieto poznamky obsahuju len hruby obsah materidlu z prednasky a nie s nadhrazkou

vlastnych poznamok!

1 Motivac¢ny priklad

Snazime sa predpovedat ceny bytov z ich podlahovej plochy.

Oznadenie:
x; € R? n vstupnych atributov (features)
yi €R cielova premennd (target variable)

(x1,91) ... (x¢,yt) trénovacia mnozina (¢ prikladov)

napr. podlahova plocha (1 atribut)

napr. predajna cena bytu

napr. ceny a podlahové plochy bytov pre-
danych za posl. mesiac

Hladame funkciu b : R™ — R (hypotézu), kde h(z) “dobre predpovedd” y.

Uloha: Dana je trénovacia mnoZina (x1,%1) ... (z,y:) a priestor hypotéz H = {h : R* — R}, najdite
hypotézu h € H, pre ktora 3 t_, err(h(z;), ;) je najmensi mozny.

Priklad: 1 atribat (napr. podlahova plocha), uvazujeme hypotézy tvaru: hg(z) = 69 + 61z, chybova

funkciu err(g,y) = (§ — )2

Hladame parametre 6 = (6, 6;) minimalizujtce:

t

t

J(0) = Zerr(hg(mi),yi) = (ho(z:) —y:)* =Y (B0 + brzi — y:)? (1)
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V minime musia byt v8etky parcidlne derivdcie nulové:
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RieSenim tejto stistavy dvoch linedrnych rovnic o dvoch neznamych dostavame:

0o Zinx?—inZwi (4)

t>af — (X w)?
iy — DT ) Yi
t>ay — (@)




Zhrnutie:

e Trénovanie: PouZitim trénovacej mnoziny (1,¥1),- - -, (¢t, y:) natrénujeme parametre § = (6o, 61)
klasifika¢nej funkcie hg(x) = 0y + 012, ktoré minimalizujt trénovaciu chybu J(0); rieSenie v uzav-
retom tvare: vid. rovnice (4)-(5).

e Predpoved’: Na novom priklade charakterizovanom vstupnym atribitom = predpovieme hodnotu
cielovej premennej ako § = hg(x), pri¢om 6 oznacuje parametre natrénované v predchidzajicom
kroku.

2 Viacero atributov a normalne rovnice

Ak kazdy priklad « je charakterizovany n atribatmi (21, ..., z,), moZeme trénovaciu mnozinu t prikladov
zapisat pomocou matice a vektora:

11 T12 ... Tin Y1
X — T21 X222 ... X2n y = Y2 ,
i1 X2 ... Tn Yt
alebo tiez zjednodusene:
11 Ti12 ... Tin | Y1
X|y _ | T21 T22 ... T2p | Y2
Ty T2 ... Tin | Yt

Pre jednoduchost predpokladame, Zze prvy atribit ma vZdy hodnotu 1 (t.j., z;1 = 1 pre vSetky 7).
Hladdme funkciu hg(x) z mnoziny hypotéz H = {hy : * — 270}, kde 6 je vektor n parametrov
(01,09,...,0,). 1
Hypotéza hg(z) ma pritom minimalizovat trénovaciu chybu definovana ako:

t

J(0) =Y (ho(w:) —y:)* = (X0 — )" (X0 — ) (6)

=1

Pouzité definicie a vzfahy z viacrozmernej analyzy a maticovej algebry:

Ak A je matica m x n, potom gradient funkcie mn premennych f(A) je definovany ako:
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Stopa Stvorcovej matice

trA =qer Y Aii (8)

Niektoré uzito¢né vztahy maticového poctu:

2Tz = Z 22 (9)

Pre vektor z:

trA+ B =trA+trB (10)
VatrA"BAC = BT AC™ + BAC (11)
VatrBA = BT (12)

1V tomto texte st vektory velkosti n ekvivalentné matici s n x 1 (stipcovy variant). To znamena, ze 270 = Y, z;0;.



Odvodenie tzv. normdlnych rovnic pre linearnu regresiu: Tak ako v predchadzajicej kapitole,
nutnou podmienkou aby dana sada parametrov § minimalizovala funkciu J(0) je, Ze jej vietky parcialne
derivacie musia byt nulové, inym slovom povedané:

Vo J(0) =0 (13)

Jednoduchymi algebraickymi ipravami a zo vzfahov uvedenych vyssie:

VoJ(0) = Vo (X0—y)"(X0—y)
N
9T XT_yT
= Ve0'XTX0-— GTXTy — yTXé' + yTy
skalar

= Votr(0TXTX0 — 07Xy —yT X0 + y'y)

= VotrdT XTX0 — Vy2try? X0|VotryTy
XTX0+XTX0—-2XxTyo
= 2(XTX0 - XTy). (14)

Dohromady pouZitim (13) a (14) dostévame:

XTx0=XxTy (15)

Tato rovnica predstavuje vlastne systém n linedrnych rovnic o n nezndmych, pricom ich vyrieSenim
ziskame parametre § = (04, ..., 0,,) pre regresna funkciu hg(z). Tento systém rovnic tiez volame normdlne
rovnice linedrnej regresie.

Zhrnutie:

e Trénovanie: Pouzitim trénovacej mnoZiny o t prikladoch s n atribtitmi (pricom prvy atribut je
vzdy 1), charakterizovanej maticou X a cielovym vektorom y, zostavime systém n linearnych rovnic
o n neznadmych 6 = (64,...,60,) podla vztahu (15). RieSenim tohto systému ziskame parametre
funkcie hg(z) = 2760, ktora minimalizuje trénovaciu chybu J(6).

e Predpoved’: Na novom priklade charakterizovanom vektorom n vstupnych atributov x = (z; =
1,z9,...,x,) predpovieme hodnotu cielovej premennej ako § = hg(z), priCom 6 oznacuje parametre
natrénované v predchadzajiucom kroku.

Casova zloZitost:

e Zostavenie stistavy rovnic (ndsobenie matic): O(n?t)

e Riegenie stistavy n rovnic o n neznamych: O(n?)

e Spolu trénovanie: O(n?t + n?)

e Predpoved: O(n)

3 Iné chybové funkcie

Doteraz sme pouzivali chybovi funkciu J(8), ktoréa bola sumou Stvorcov chyb na jednotlivych trénovacich
prikladov (tzv. metdda najmensich Stvorcov). Tato funkcia sa tiez oznacuje ako Lo norma, ked'Ze vlastne
optimalizujeme euklidovskt vzdialenost cielového vektora vSetkych trénovacich prikladov od vektora
predpovedanych hodno6t na vSetkych trénovacich prikladoch.

Co ale iné chybové funkcie?



3.1 Norma [,

5%

Uvazujme nasledujucu chybovt funkciu (tzv. Manhattanovskd vzdialenost)
J(0) = Z |ho (i) — yil (16)
i
Trénovanie moZeme riesit pomocou linedrneho programovania:

vypocitaj 0,4, z
minimalizujice ), z;
pric¢om pre vsetky i:

270+ 6 =y

2 > 0;

2 > —0;

3.2 Norma L
Uvazujme chybovu funkciu, ktora minimalizuje najhorsiu chybu:
J(0) = max |ho(2i) — vl (17)

Trénovanie mozeme riesit opat pomocou linedrneho programovania:
vypocitaj 6,6
minimalizujtce ¢
pri¢om pre vSetky i:

yi—0<zl0<wy, +6
4 Generalizovana linearna regresia

e Mnozinu n atribatov “prelozime” pomocou m bazovych (obvykle nelinearnych) funkcii ¢ = (¢1, ¢2, ..., dm),
kde kazda funkcia je ¢; : R™ — R.

e Tymto spoésobom prerobime trénovaciu mnozinu:

11 %12 ... Tin | Y1 ¢1($1) ¢52($1) ¢m($1) U1
Xy = Z21 3?22 cee Top | Y2 — Dy — o1(z2) ¢2(562) s Om(z2) | Y2
Tt1 T2 ... Ttn | Yt ¢1(1”t) ¢2 (xt) ce ¢m($t) Yt

e S novou trénovacou mnozinou ®|y nardbame pri trénovani rovnako ako s X|y; vysledna hypotéza
bude linedrnou kombinaciou bazovych funkcii péovodnych atribdtov.

Napriklad: pomocou bazovych funkcii ¢;(z) = 1, ¢2(z) = x, ¢3(x) = 2? sa modzeme naucit polynémy
druhého stupna

4.1 Lokalne bazové funkcie

4.2 Lokalne vAhovana aproximacia



