
1. Lineárna regresia

Tomá² Vina°

2-INF-150: Strojové u£enie, Leto 2009

Upozornenie: Tieto poznámky obsahujú len hrubý obsah materiálu z predná²ky a nie sú náhraºkou
vlastných poznámok!

1 Motiva£ný príklad

Snaºíme sa predpoveda´ ceny bytov z ich podlahovej plochy.

Ozna£enie:
xi ∈ Rn n vstupných atribútov (features) napr. podlahová plocha (1 atribút)
yi ∈ R cie©ová premenná (target variable) napr. predajná cena bytu
(x1, y1) . . . (xt, yt) trénovacia mnoºina (t príkladov) napr. ceny a podlahové plochy bytov pre-

daných za posl. mesiac
H©adáme funkciu h : Rn → R (hypotézu), kde h(x) �dobre predpovedá� y.

Úloha: Daná je trénovacia mnoºina (x1, y1) . . . (xt, yt) a priestor hypotéz H = {h : Rn → R}, nájdite
hypotézu h ∈ H, pre ktorú

∑t
i=1 err(h(xi), yi) je najmen²í moºný.

Príklad: 1 atribút (napr. podlahová plocha), uvaºujeme hypotézy tvaru: hθ(x) = θ0 + θ1x, chybovú
funkciu err(ŷ, y) = (ŷ − y)2.
H©adáme parametre θ = (θ0, θ1) minimalizujúce:

J(θ) =
t∑
i=1

err(hθ(xi), yi) =
t∑
i=1

(hθ(xi)− yi)2 =
t∑
i=1

(θ0 + θ1xi − yi)2 (1)

V minime musia by´ v²etky parciálne derivácie nulové:

∂J(θ)
∂θ0

=
t∑
i=1

2(θ0 + θ1xi − yi) = 0

tθ0 + θ1
∑

xi −
∑

yi = 0 (2)

∂J(θ)
∂θ0

=
t∑
i=1

2(θ0 + θ1xi − yi)xi = 0

θ0
∑

xi + θ1
∑

x2
i −

∑
xiyi = 0 (3)

Rie²ením tejto sústavy dvoch lineárnych rovníc o dvoch neznámych dostávame:

θ0 =
∑
yi

∑
x2
i −

∑
xi

∑
xiyi

t
∑
x2
i − (

∑
xi)2

(4)

θ1 =
t
∑
xiyi −

∑
xi

∑
yi

t
∑
x2
i − (

∑
xi)2

(5)
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Zhrnutie:

• Trénovanie: Pouºitím trénovacej mnoºiny (x1, y1), . . . , (xt, yt) natrénujeme parametre θ = (θ0, θ1)
klasi�ka£nej funkcie hθ(x) = θ0 + θ1x, ktoré minimalizujú trénovaciu chybu J(θ); rie²enie v uzav-
retom tvare: vi¤. rovnice (4)-(5).

• Predpove¤: Na novom príklade charakterizovanom vstupným atribútom x predpovieme hodnotu
cie©ovej premennej ako ŷ = hθ(x), pri£om θ ozna£uje parametre natrénované v predchádzajúcom
kroku.

2 Viacero atribútov a normálne rovnice

Ak kaºdý príklad x je charakterizovaný n atribútmi (x1, . . . , xn), môºeme trénovaciu mnoºinu t príkladov
zapísa´ pomocou matice a vektora:

X =


x11 x12 . . . x1n

x21 x22 . . . x2n

. . .
xt1 xt2 . . . xtn

 y =


y1
y2
. . .
yt

 ,
alebo tieº zjednodu²ene:

X|y =


x11 x12 . . . x1n y1
x21 x22 . . . x2n y2

. . .
xt1 xt2 . . . xtn yt

 .
Pre jednoduchos´ predpokladáme, ºe prvý atribút má vºdy hodnotu 1 (t.j., xi1 = 1 pre v²etky i).
H©adáme funkciu hθ(x) z mnoºiny hypotéz H = {hθ : x → xTΘ}, kde θ je vektor n parametrov
(θ1, θ2, . . . , θn). 1

Hypotéza hθ(x) má pritom minimalizova´ trénovaciu chybu de�novanú ako:

J(θ) =
t∑
i=1

(hθ(xi)− yi)2 = (Xθ − y)T (Xθ − y) (6)

Pouºité de�nície a vz´ahy z viacrozmernej analýzy a maticovej algebry:

Ak A je matica m× n, potom gradient funkcie mn premenných f(A) je de�novaný ako:

∇θf(A) =def


∂f
∂A11

∂f
∂A12

. . . ∂f
∂A1n

∂f
∂A21

∂f
∂A22

. . . ∂f
∂A2n

. . .
∂f

∂Am1

∂f
∂Am2

. . . ∂f
∂Amn

 . (7)

Stopa ²tvorcovej matice
trA =def

∑
i

Aii (8)

Niektoré uºito£né vz´ahy maticového po£tu:
Pre vektor z:

zT z =
∑
i

zi
2 (9)

trA+B = trA+ trB (10)

∇AtrATBAC = BTACT +BAC (11)

∇AtrBA = BT (12)
1V tomto texte sú vektory ve©kosti n ekvivalentné matici s n× 1 (st¨pcový variant). To znamená, ºe xT Θ =

P
i xiθi.
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Odvodenie tzv. normálnych rovníc pre lineárnu regresiu: Tak ako v predchádzajúcej kapitole,
nutnou podmienkou aby daná sada parametrov θ minimalizovala funkciu J(θ) je, ºe jej v²etky parciálne
derivácie musia by´ nulové, iným slovom povedané:

∇θJ(θ) = 0 (13)

Jednoduchými algebraickými úpravami a zo vz´ahov uvedených vy²²ie:

∇θJ(θ) = ∇θ (Xθ − y)T︸ ︷︷ ︸
θTXT−yT

(Xθ − y)

= ∇θ θTXTXθ − θTXT y − yTXθ + yT y︸ ︷︷ ︸
skalár

= ∇θtr(θTXTXθ − θTXT y − yTXθ + yty)
= ∇θtrθTXTXθ −∇θ2tryTXθ|∇θtryT y
= XTXθ +XTXθ − 2XT yθ

= 2(XTXθ −XT y). (14)

Dohromady pouºitím (13) a (14) dostávame:

XTXθ = XT y (15)

Táto rovnica predstavuje vlastne systém n lineárnych rovníc o n neznámych, pri£om ich vyrie²ením
získame parametre θ = (θ1, . . . , θn) pre regresnú funkciu hθ(x). Tento systém rovníc tieº voláme normálne

rovnice lineárnej regresie.

Zhrnutie:

• Trénovanie: Pouºitím trénovacej mnoºiny o t príkladoch s n atribútmi (pri£om prvý atribút je
vºdy 1), charakterizovanej maticouX a cie©ovým vektorom y, zostavíme systém n lineárnych rovníc
o n neznámych θ = (θ1, . . . , θn) pod©a vz´ahu (15). Rie²ením tohto systému získame parametre
funkcie hθ(x) = xT θ, ktorá minimalizuje trénovaciu chybu J(θ).

• Predpove¤: Na novom príklade charakterizovanom vektorom n vstupných atribútov x = (x1 =
1, x2, . . . , xn) predpovieme hodnotu cie©ovej premennej ako ŷ = hθ(x), pri£om θ ozna£uje parametre
natrénované v predchádzajúcom kroku.

�asová zloºitos´:

• Zostavenie sústavy rovníc (násobenie matíc): O(n2t)

• Rie²enie sústavy n rovníc o n neznámych: O(n3)

• Spolu trénovanie: O(n2t+ n3)

• Predpove¤: O(n)

3 Iné chybové funkcie

Doteraz sme pouºívali chybovú funkciu J(θ), ktorá bola sumou ²tvorcov chýb na jednotlivých trénovacích
príkladov (tzv. metóda najmen²ích ²tvorcov). Táto funkcia sa tieº ozna£uje ako L2 norma, ke¤ºe vlastne
optimalizujeme euklidovskú vzdialenos´ cie©ového vektora v²etkých trénovacích príkladov od vektora
predpovedaných hodnôt na v²etkých trénovacích príkladoch.
�o ale iné chybové funkcie?
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3.1 Norma L1

Uvaºujme nasledujúcu chybovú funkciu (tzv. Manhattanovská vzdialenos´):

J(θ) =
∑
i

|hθ(xi)− yi| (16)

Trénovanie môºeme rie²i´ pomocou lineárneho programovania:

vypo£ítaj θ, δ, z
minimalizujúce

∑
i zi

pri£om pre v²etky i:
xTi θ + δi = yi
zi ≥ δi
zi ≥ −δi

3.2 Norma L∞

Uvaºujme chybovú funkciu, ktorá minimalizuje najhor²iu chybu:

J(θ) = max
i
|hθ(xi)− yi| (17)

Trénovanie môºeme rie²i´ opä´ pomocou lineárneho programovania:

vypo£ítaj θ, δ
minimalizujúce δ
pri£om pre v²etky i:
yi − δ ≤ xTi θ ≤ yi + δ

4 Generalizovaná lineárna regresia

• Mnoºinu n atribútov �preloºíme� pomocoum bázových (obvykle nelineárnych) funkcií φ = (φ1, φ2, . . . , φm),
kde kaºdá funkcia je φi : Rn → R.

• Týmto spôsobom prerobíme trénovaciu mnoºinu:

X|y =


x11 x12 . . . x1n y1
x21 x22 . . . x2n y2

. . .
xt1 xt2 . . . xtn yt

 ⇒φ Φ|y =


φ1(x1) φ2(x1) . . . φm(x1) y1
φ1(x2) φ2(x2) . . . φm(x2) y2

. . .
φ1(xt) φ2(xt) . . . φm(xt) yt


• S novou trénovacou mnoºinou Φ|y narábame pri trénovaní rovnako ako s X|y; výsledná hypotéza
bude lineárnou kombináciou bázových funkcií pôvodných atribútov.

Napríklad: pomocou bázových funkcií φ1(x) = 1, φ2(x) = x, φ3(x) = x2 sa môºeme nau£i´ polynómy
druhého stup¬a

4.1 Lokálne bázové funkcie

4.2 Lokálne váhovaná aproximácia
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