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1 Statisticky model ucenia, zakladné definicie a predpoklady

Mnozinu v8etkych moznych vstupov oznac¢ime X, niekedy jej budeme hovorit aj mnoZina in-
Stancii. Mnozinu vSetkych moznych vystupov ozna¢ime Y. Proces, ktorym ziskavame data (z,y),
vieme formalizovat pomocou pravdepodobnostného rozdelenie P nad priestorom X X Y, ktoré
kazdému moznému pozorovaniu priradi nejaka pravdepodobnost (resp. hustotu pravdepodob-
nosti v pripade spojitého rozdelenia).

Trénovacie priklady ziskame ako ¢ nezévislych vzoriek z rozdelenia P. Mnozinu trénovacich
prikladov budeme volat trénovacia mnoZina a oznacime ju 7. (Z matematického hladiska to
ale nie je mnoZina, kedZe jedna dvojica (x,y) sa medzi trénovacimi prikladmi moze vyskytovat
viackrat. Pre jednoduchost to ale budeme nazyvat mnozinou.)

Poznamka 1 (Skratené zéapisy strednych hodnoét.). Vzhladom k tomu, Ze pravdepodobnostné
rozdelenie P nam bude sluzit v tomto texte ako “univerzalny” model sveta, zapisy strednych
hodnot budeme zjednoduSovat nasledovne:

e ak sa strednad hodnota berie cez priklady z rozdelenia P:
E@y~p = Eay
e ak sa stredna hodnota berie cez v8etky moZné trénovacie mnoziny velkosti ¢:

ETept = ET

Podobné skratené zapisy budeme pouzivat aj pri pravdepodobnostiach a pod.

Postup, ktorym zostrojime funkciu h, vieme formalizovat ako algoritmus L, ktory na vstupe
dostane niekol'ko trénovacich prikladov (x1,91),. .., (¢, ¥¢), a na vystupe vrati funkciu b : X —
Y, ktord budeme volat hypotéza. Tato hypotéza bude pochadzat z takzvanej mnoZiny hypotéz,
ktort oznacime H.

1.1 Chyba hypotézy, ocakdvana trénovacia a testovacia chyba

Chybu hypotézy budeme vyhodnocovat pomocou chybovej funkcie err : Y xY — ]Rar, pri¢om
err(y,y’) vyjadruje, ako velmi sa od seba lisia vystupy y a y'.

Pri klasifikacii sa nasa hypotéza vzdy bud trafi, alebo netrafi do spravnej odpovede. Spravne;j
odpovedi priradime chybu 0, nespravnej odpovedi chybu 1:

0, aky=1y
1, inak

i~

Pri regresii budeme v nasledujiicom texte pouzivat funkciu err(y,y’) = (y—v')? (takzvana Lo
chybova funkcia), ¢asto sa pouziva aj funkcia err(y,y’) = |y —v'| (takzvana Ly chybova funkcia).

Chyba na jednom priklade. Ked dostaneme nejaky priklad (z,y), vieme zmerat, ako velmi
sa naSa hypotéza h na tomto vstupe pomylila, ako err(h(x),y). Trénovacia chyba je chyba,
ktora hypotéza nadobiida na trénovacej mnozine. Budeme ju oznacovat Err, a vypocitame ju
nasledovne:

Errp(h) = % : Zerr(h(:ci),yi).
=1

Ocakdvand testovacia chyba hypotézy je oCakdvana chyba na nadhodne vybranom priklade z
rozdelenia P. Tuto chybu budeme tieZz oznac¢ovat Err, a vypocitame ju nasledovne:

Errp(h) = By y)p [err(h(x), y)]

Rozdelenie P bude obvykle jasné z kontextu, v takom pripade budeme skratene pisat Err(h).



1.2 Predpoklady o trénovacom algoritme

Doteraz sme neriesili, ako méa vyzerat trénovaci algoritmus L. Vo v8eobecnosti, takyto algorit-
mus dostane na vstupe trénovaciu mnozinu 1" pozostavajicu z t trénovacich prikladov a mnozinu
hypotéz H, ktora charakterizuje vietky mozné “pouzitelné” hypotézy. Vystupom takéhoto algo-
ritmu mé byt jedna funkcia h € H, ktora nazveme natrénovana hypotéza.

Vo vSeobecnosti, uvazovat vlastnosti lubovolného takého algoritmu L je velmi tazké. Intu-
itivne je jasné, ze hypotéza, ktora da algoritmus na vystupe, by mala ur¢ite mat mala trénovaciu
chybu pre trénovaciu mnozinu 7". Kym pre niektoré mnoziny hypotéz H moéze byt ndjdenie takej
hypotézy pomerne priamociare (ako napriklad néjdenie funkcie minimalizujicej Lo trénovaciu
chybu na mnozine v8etkych linearnych funkcii), v inych pripadoch to méze byt vypoctovo tazky
optimaliza¢ny problém (napriklad NP-tazky, ¢i dokonca nevypocitatelny). Takisto, algoritmus
L moze byt deterministicky (pre ta ista trénovaciu mnozinu da vzdy ten isty vysledok), no moze
byt aj pravdepodobnostny (pouZiva nahodné ¢isla a preto sa vysledok moze pri réznych behoch
lisit, aj napriek tomu, Ze na vstupe je ta ista trénovacia mnozina).

Aj ked uvahy o réznych typoch trénovacich algoritmov st zaujimavymi problémami a tvoria
podstatni ¢ast vyskumu v teorii strojového ucenia, pre jednoduchost v tomto texte budeme od
vSetkych tychto problémov abstrahovat a budeme uvazovat jediny typ trénovacieho algoritmu:
bude to algoritmus, ktory najde “najlepsiu” hypotézu z mnoziny hypotéz H, t.j. taki, ktora
minimalizuje trénovaciu chybu:

hr = arg min{Errr(h)}.
heH
Nebudeme pri tom uvaZovat, akym spésobom, ¢i v akej Casovej zlozitosti sa to naSmu tréno-
vaciemu algoritmu podari. Takyto algoritmus sa nazyva aj minimalizdcia empirického rizika
(empirical risk minimization, alebo ERM).

Pre ERM algoritmus teraz vieme zadefinovat a neskor aj analyzovat ocakdvanid trénovaciu
chybu (dalej OTrCh) a ocakdvani testovaciu chybu (dalej OTeCh). Uvedomme si, Ze v naSom
modeli je trénovacia mnozina 7' jednoducho mnozina ¢ prikladov, ktoré st nezavisle na sebe
vyberané z pravdepodobnostnej distribucie P. Preto T' moZno chapat ako nahodnt premennu a
v tomto kontexte aj funkcia by je ndhodnou premenou. Ocakdvand trénovacia chyba preto bude
definovana ako nasledujica stredné hodnota:

OTrCh = Eg[Errp(hr)] = Er % Z err(hr(z), yi)

(wiy:) €T

OTrCh teda meria, ako dobre ERM algoritmus dokéze modelovat typicku trénovaciu mnozinu.
Nas v8ak bude zaujimat najmé to, ako dobre taky algoritmu funguje na novych prikladoch,
ktoré neboli nutne obsiahnuté v trénovacej mnozine. Preto okrem trénovacej mnoziny 7 budeme
uvazovat aj dalsi testovaci priklad, takisto ndhodne vybraty z pravdepodobnostnej distribucie
P. Pomocou tohto nového prikladu zadefinujeme ocakdvani testovaciu chybu nasledovne:

OTeCh = ErE, lerr(hr(z),y)].

Takto zadefinovana chyba vystihuje celkovii chybu nakumulovant v ramci celého uciaceho pro-
cesu: od chyby, ktora moze vzniknat vyberom nereprezentativnej trénovacej mnoziny 1', cez
chyby sposobené vyberom nevhodnej mnoziny hypotéz H, az po chyby vzniknuté pri zaverec-
nom pouzivani natrénovanej hypotézy.

1.3 Teoretické limity

Intuitivne by sme ocakavali, Ze ak by sme mali dostato¢ne velkii mnozinu hypotéz H a pracovali
by sme s dostatocne velkym poctom trénovacich prikladov, tak sa ndm eventualne podari docie-
lit, Ze OTeCh bude nulova. Problémom vsak je, Ze vysledkom trénovania musi byt funkcia, ktora



pre kazda hodnotu x € X vrati jednu konkrétnu cielovi hodnotu y € Y. Rozdelenie P ale moze
pre jedno x pripustat viaceré hodnoty y, pre ktoré je pravdepodobnost nenulovéi; napriklad P
moZe reprezentovat zaSumené data.

Teda ani najlepSia moZzna hypotéza-funkcia nemusi mat nulovi chybu. Oznacme takito hy-
potézu h™. Ak by sa nam podarilo vyjadrit jej testovaciu chybu, ziskali by sme akysi ireducibilny
komponen chyby, ktory mé kaZzda hypotéza; modzeme sa snazit zniZit iba ta cast chyby, ktora je
oproti tomuto “navyse”. Uvazujic Lo chybu, z definicie

hH = arg;nin{Err(h)} = arg}{nin{E%y [(h(z) — y)*]}-

Chybu I'ubovolnej hypotézy h vieme upravit nasledovne:

Err(h) = Egy [(h(z) — y)?] (1)
Pozrime sa na vntitorni strednt hodnotu (E,,). V nej je x konstanta, a teda aj h(z) = c je
konstanta. Nie je tazké vidiet (napriklad zderivovanim), Ze minimum dosiahneme pre ¢ = E, |, [y].

Takze
hD (I’) = Ey|a: [Z/] s

a (ireducibilna) ocakavané testovacia chyba najlepsej moznej hypotézy teda je

Bre(i) = B, [By [(0 - B = . [Vt

ylz

2 Hrladanie rovnovahy medzi vychylkou a rozptylom

V tejto Casti sa podrobnejSie pozrieme na to, ako zavisia vyssie uvedené metriky (t.j. OTeCh
a OTrCh) od velkosti trénovacej mnoziny ¢ a od zloZitosti mnoziny hypotéz H. V celej Casti
budeme predpokladat, Ze tloha je regresného charakteru a chyba sa meria pomocou funkcie Ls.

2.1 Rozklad OTeCh na vychylku a rozptyl

V tomto odseku si ukdZzeme zaujimavy vysledok, ktory ndm za ur¢itych predpokladov umoziiuje
vyjadrit chyby pomocou inych, jasnejsich veli¢in: tzv. vijchylky a rozptylu. Oznatme najlepsiu
hypotézu z mnoziny H ako h*, teda

h* = arg min (Err(h)) .
heH

Budeme upravovat vyraz reprezentujici OTeCh:

OTeCh = Ey :Err(izT)} (3)
= Br [Bay [(hr(2) - 9] ()

=B |Eny | ((hre) = 1) + (070~ )| 6)

= Er [Exy [(hr(2) = (@))% + Er [Ex,y [(0*(@) = 9)7]] (6)

Posledné rovnost vychadza z netrividlneho [technického krokul, ktory si vyZzaduje dodato¢né pred-
poklady. Tieto technické detaily vSak prenechame na kapitolu 2.2} Druhy zo séitancov sa da este




zjednodusit. Kedze h* ani y nezavisia od trénovacich dat, mozeme sa zbavit vonkajSej strednej
hodnoty. Dostavame tak vysledna rovnost

OTeCh = By [Euy [(hr(2) — h*(2))%]] + By [(0° (2) - )?] (7)

rozptyl vychylka

Prvy zo s¢itancov budeme volat rozptyl (angl. variance). Trénovaci algoritmus s malym rozp-
tylom vracia funkcie, ktoré st blizko optima v mnozine H. Tym, Ze mu zva¢$ime mnozinu tréno-
vacich dat, si velmi neprilepsime. Naopak, algoritmus s velkym rozptylom vracia funkcie daleko
od optima, vieme sa teda k optimu priblizit tym, Ze zva¢sime mnoZstvo trénovacich dat.

Druhy zo s¢itancov budeme volat vjchylka (angl. bias). Vyjadruje chybu, ktora je sposobena
tym, Ze sa nas algoritmus obmedzil na nejakt konkrétnu mnozinu hypotéz H. Cim viidsia mnozina
hypotéz, tym mensia vychylka (nakolko h* je najlepsia hypotéza v mnoZine H, jej zvicSenim
si mozeme iba prilepsit). Zlozitejsia mnozina hypotéz sa ale Iahsie “napasuje” na Tubovolné
trénovacie data. To zvySuje riziko toho, Ze vyslednd hypotéza bude Specifickd pre trénovacie
data a nebude schopné generalizacie. Teda ¢im zlozitejSia mnozina hypotéz, tym vacsi rozptyl.

Vychylku vieme upravit d'alej, ¢o nam umozni vyjadrit vztah medzi OTrCh a OTeCh. Vsim-
nime si, Ze hypotéza h* ani y nezéavisia od trénovacej mnoziny T. Z ich pohladu su teda testovacie
data x,y a trénovacie data T' = {(z1,y1), (z2,%2), .. ., (%, )} nerozlisitelné. TakZe na meranie
chyby h* méZzeme pouZit aj trénovacie data, bertc v iivahu ich ndhodny vyber:

vychylka = Ep % Z (h*(x3) — yi)? (8)
L (wi,y:)€T

—Er | 3 (@) — b)) + (o) — ) ©)
(wi,y:)€T

Pouzitim technického kroku obdobného k predchadzajicemu dostaneme:

1 A 1 R
vychylka = By | - > (W (i) = hr(xi))?| +Er S > (hr(zi) — i)’ (10)
(24,y:)€ET (@4,9:)€T

trénovaci rozptyl OTrCh

Prvy zo s¢itancov budeme volat trénovaci rozptyl. Uvedomme si, Ze pre [ubovolné trénovacie
data T plati EI‘I‘T(iLT) < Errp(h*), nakolko hr je optiméalna hypotéza pre dani mnozinu tré-
novacich dat. Hypotéza h* sice je najlepSia pre H, trénovacie data s ale len maléa vzorka z H.
Trénovaci rozptyl teda méZzeme chépat ako mieru toho, akej velkej chyby sa trénovaci algoritmus
dopusti z dovodu toho, Ze dostal obmedzeny pocet trénovacich prikladov.

Druhy zo s¢itancov je OTrChAlg. Je to stredné hodnota chyby, ktorej sa dopusti vystup z
algoritmu h7 na tych istych datach, pomocou ktorych sme hp zostrojili.

Z uvedenych vztahov Tahko vidime, Ze plati:
OTrCh < vychylka < OTeCh.

Na konkrétnych trénovacich datach ale nemusi platit, Ze trénovacia chyba je mensia ako testova-
cia chyba: mohli sme si (sice s malou pravdepodobnostou, ale predsa) vytiahnut zlé trénovacie
data, na ktorych sa ziadnej hypotéze z H nedari. Hlbsie dosledky rozkladov a si rozo-
berieme v kapitole



Pozndmka 2. Vyznam pojmov vychylka a rozptyl, tak ako sme ich pouzivali v tejto kapitole,
sa odliSuje od toho, ako sa tieto pojmy pouzivaju v Statistike. Slovo vychylka tu pouZivame v
zmysle “Cast chyby, ktora je ireducibilna vzhladom ku danej mnozine hypotéz” a cast komunity
ho vola aj chyba aprozimdcie (angl. approrimation error), aby sa predislo zamene s rovnako
nazvanym Statistickym pojmom. Podobne, slovo rozptyl tu pouzivame ako “Cast chyby, ktoréa
vyplyva z nedokonalého trénovacieho algorimu (konkrétne ERM na fixnom poéte trénovacich
prikladov)” a zvykne sa nazybat aj chyba odhadu (angl. estimation error). Vysledok prezentovany
ako rovnica tak mozeme néajst aj pod nazvom rozklad na chybu aproxrimdcie a chybu odhadu
(angl. approxzimation—estimation error decomposition resp. trade-off between approzimation and
decomposition error.)

Napriek tomu sa tvrdenie a a pojmy zadefinované ako vychylka a rozptyl v tejto
kapitole bezne pouzivaju v kontexte zaverov prezentovanych v kapitole [2.3] preto sa aj tu pridi-
zame tejto interpretacie a mierne neStastnej terminologie. Na druhej strane, existuje aj rozklad
OTeCh na vychylku a rozptyl v Statistickom slova zmysle; tento vysledok, ako aj jeho désledky,
si zbeZne ukazeme v kapitole tento vysledok nam vSak neumoziuje odvodit zavery prezen-
tované v kapitole 2:3]

2.2 *** Technické detaily

V tejto Casti dokdzeme tvrdenie, ktoré sme pouzili pri odvodeni vztahu @

Pripomefime si, Ze h”(z) je cielové funkcia, ktora je definovand ako h2(z) = E,,[y] a tato
cielova funkcia nemusi byt sucastou triedy hypotéz H. Funkcia h*(z) je taka funkcia z H, ktora
ma najmensiu moznt o¢akévant chybu, t.j. h* = argming,c 7 (Egy[(h(z) — y)?]) . Tito definiciu
vieme vztiahnut ku funkcii A” pomocou nasledujucej lemy.

Lema 1. Pre funkciu h*(x) plati:

h* = argmin (E[(h(z) — h=(2))3) .
heH

Dékaz. Upravou vyrazu z definicie h* ziskame:

Eoyl(h(@) = 9)’] = Eoyl((h(x) — h7(2)) + (W7(x) —9))’]
= Euyl(h(@) = h7(@))] + Ery[(h7 (@) - )?]
nezavisi od y
+2E, y[((h(x) — hP(z) (h(2) — )]
= Eu[(h(x) — h7(2))’] + Eqy[(h7(2) — )?]
+2E.[(h(x) — k() (7 (2) — Eyja[y))]

Druhy sé¢itanec je konStanta vzhladom na h, preto ho pri hladani minima nemusime uvazovat.
Z definicie h=(z) = Ey|,[y], preto tretf s¢itanec bude nulovy. Zostéva nam teda:

h* = arg min (Ex[(h(w) - hD(x))2]) )
heH

¢o bolo treba dokazat. O

7 predchadzajicej lemy teda vyplyva, ze funkcia h* je priemetom funkcie h9 do H. Pre zjed-
nodusenie si v tejto kapitole zavedieme oznacenie (f,g) = E;[f(x)g(z)]. Takisto si zavedieme
pojem vzdialenosti funkcii dist(f, g) = E.[(f(z) — g(x))?] = (f(z) — g(x), f(x) — g(z)). Funkcia
h*(z) je tak vlastne definovana ako funkcia z H s najmen3ou vzdialenostou od h".



Lema 2. Nech mnoZina hypotéz H je uzavretd na linedrne kombindcie. Potom pre lubovolni
funkciu h € H plati:
E, [h(z)(h*(z) — B (x))] = (h,h* — h7) = 0.

Doékaz. Nech h je Tubovolna funkcia z H. UvaZujme triedu funkcii F', ktoré st tvaru fa =
h* + Ah, kde A je Tubovolné realne &islo. Vsimnime si, ze F© C H, lebo H je uzavreta na
linedrne kombinéAcie.

Vzhladom ku leme [I} ktora charaktizuje h*, musi byt zo vSetkych funkcii z F' najblizSou k
hY funkcia fo = h*, z &oho vyplyva, ze derivacia funkcie D(A) = dist?(fa, h”) musi byt v bode
A = 0 nulova.

Upravme funkciu D(A):

D(A) = dist*(fa,h") (11)
= (W + Ah—h" "+ Ah — h5) (12)

((h* — hD) + Ah, (R* — hD) + AR) (13)

(h* — hH, h* — hP) + A%(h, h) + 2A(h* — hP, h) (14)

Vypocitame teraz derivaciu D(A) podla A:

oA =B R — BBy dA2(hhY | d(2A(R* — B, RY)
D'(A) = A + N (15)

= 2A(h,h) +2(h* — K", h) (16)

Teraz polozime A = 0, a kedZe derivacia musi byt v tomto bode nulové, dostavame rovnicu:
0=d(0) =2(h* — h5, h), (17)
¢o bolo treba dokazat. O

Vratme sa teraz k rovnici @ Chceme ukazat, ze

Er [Euy [ ((hrto) = 020 + 070 )] | = B [Bay [thrte) = 1200 2] B [Bey [0 ) — 7]
¢ize potrebujeme ukézat, Ze

Er [Eay [(hr(@) = (@) - ("(2) = p)]] = 0
Plati:

Buy [(hr(@) = (@) - (0*(@) = )| = Buy [(hr(e) = (@) - (0" (@) = (@) + B () - )
= Epyl(hr(a) = *(@)) - (0" () = ()]

nezavisi od y
EI,A yllhr(z) = b*(2)) - (W7 (2) - y)]
= [(h@(x) W (2)) - (h*(x) — k()]
E,[(hr(z) — 1*(2)) - (h7(2) = Eyply])]-

KedZe z definicie hY(z) = Ey|;[y], druhy s¢itanec sa vynuluje a dostavame:

_l’_

Eay [(ﬁT(fv) — h*(@)) - (*(z) — y)} = Eol(hr(z) — h* (@) - (W*(2) = ()]
= (hy — h*, " — "),



Uvedomme si, ze funkcia h = hp — h* je linearnou kombinaciou dvoch funkcii z H, a preto tiez
patri do H. Preto mozeme pouzit Lemu [2| a dostavame pre Tubovolnu trénovaciu mnoZzinu T':

Evy [(hr() = B*(@)) - (0" (@) )] = (b, = %) =0,

a teda aj:
BrEay |(hr(2) = W*(2)) - (h*(2) = )] =0,
¢o sme chceli dokézat.

Pozndamka 3. Oznacenie (f,g) sa vizuilne nepodobé na skalarny sucin vektorov nahodou. V
skutocnosti je toto oznacenie priamociarym rozsirenim skalarneho sucinu vektorov na funkcie a
mnozstvo vlastnosti skalarneho sic¢inu vektorov mozno analogicky preniest aj na takto definované
skalarne suciny funkeii. Analogicky ku kolmosti vektorov mozno zadefinovat aj kolmost funkcii
f L g, ak (f,g) = 0. Lema [2[ je v takom pripade ekvivalentom tvrdenia o kolmosti v pripade
projekcii vektorov do podpriestoru. Napriklad pre priamku p a bod z plati, Ze ak y je najblizsi
bod priamky p ku x, tak vektor x — y je kolmy na p. V tomto texte je H analégom priamky p,
h* je analégom bodu y a h” je analégom bodu z.

Pozndmka 4. Vsetky tvrdenia doposial predpokladali, Ze v mnozine hypotéz H existuje funkcia
h* najblizsia ku H. Pri niektorych mnozinach hypotéz vsak tento predpoklad nemusi byt splneny.
Moéze sa nam totiz stat, Ze vieme zostrojit nekoneént postupnost funkcii, kde kazda d'alsia funkcia
je blizsie ku A", no tato postupnost funkcii konverguje ku funkcii mimo H. Aby sme zaruéili, ze
takyto pripad nenastane, musime do predpokladov zahrnit aj poziadavku, Zze H je uzavreté na
limity.

2.3 Krivky ucenia, poducenie a preucenie

Na zéklade vztahov @ a vieme graficky znazornit, ako sa zhruba spravaju OTeCh, rozptyl,
vychylka, trénovaci rozptyl a OTrCh v zavislosti od velkosti trénovacej mnoziny (obrazok (1)) a
od zlozitosti mnoziny hypotéz (obrazok . Tieto obrazky sa nazyvaja aj krivky ucenia.

Obrazok [If vychadza z toho, Ze ak zvySujeme pocet trénovacich prikladov, tak trénovaci
rozptyl aj rozptyl sa buda znizovat (v8imnite si, Ze vychylka zavisi len od zlozitosti mnoziny
hypotéz, ale nie od poctu trénovacich prikladov). Na zéklade vztahu vieme teda povedat, ze
OTeCh sa bude so zvySujucim poc¢tom trénovacich prikladov priblizovat k vychylke zhora, kym
OTrCh sa bude postupne priblizovat k vychylke zdola. Preto pri fixnej mnoZzine hypotéz nie je
najzaujimavejsim faktorom absolatna trénovacia ¢i testovacia chyba (ktora obsahuje aj vychylku,
ktora je pri fixnej mnozine hypotéz ireducibilné), ale rozdiel medzi trénovacou a testovacou
chybou.

Obréazok [2] ilustruje situdcie, ak mame fixné trénovacie data 7' a mozeme menit zloZitost
mnozZiny hypotéz H. Obrazok demonstruje, Ze kli¢om ku dobre vyladenému modelu je najdenie
rovnovahy medzi vychylkou a rozptylom (angl. bias-variance tradeoff), ktoré dohromady davaja
testovaciu chybu. Zlozité H bude mat malu vychylku ale velky rozptyl, ¢o vedie k tzv. preuceniu
(angl. overfitting. V takom pripade je potrebné zvysit mnoZstvo trénovacich prikladov alebo
zjednodusit mnoZinu hypotéz. Jednoduché H bude mat maly rozptyl, ale velka vychylku a
nastane tzv. poducenie (angl. underfitting). V takom pripade nam zvySenie po¢tu trénovacich
prikladov nepomoéze, dominujicim faktorom v testovacej chybe je totiz mala reprezentacné sila
mnoziny hypotéz H.

Na obrazku [3| ilustrujeme oba koncepty. Ulohou je modelovat kvadratickt funkciu, ku ktorej
sme pridali malé mnoZstvo Sumu. Rozdelenie P teda vracia nejaké x (napriklad z intervalu
(0,10)) a y = 22 + ¢, kde ¢ je zvolené nahodne z intervalu (—1,1). Ak za mnoZinu hypotéz
zvolime linearne funkcie, vdaka ich jednoduchosti uz pri malych trénovacich mnozinach bude
trénovacia chyba blizko o¢akavanej testovacej chyby (nizky rozptyl). Za to ale buda vSetky chyby
vysoké (vysoké vychylka). Ak za mnozinu hypotéz zvolime polynémy nejakého vysokého stupna,
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Obr. 1: Zéavislost chyby algoritmu od poétu trénovacich prikladov t.
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Obr. 2: Zavislost chyby algoritmu od zloZitosti mnoziny hypotéz H.
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Obr. 3: Poduéenie, preucenie, akurat.

lveysenld

Obr. 4: Testovacie (Gierne) a trénovacie (biele) chyby v ¢im dalej, tym zloZitejsich mnozinach
hypotéz H.

T'ahko najdeme polyném presne prechadzajuci cez trénovacie data (nizka trénovacia chyba), aviak
mimo nich bude davat vysledky tiplne mimo (vysoké testovacia chyba, a teda vysoky rozptyl).

2.4 Regularizacia

Predstavme si, Ze mame na vyber z viacerych mnozin hypotéz Hy, Ho, ..., ¢im dalej tym zlo-
zitejSich. Teda Hy € Ho C Hs C .... Ak by sme si graficky znazornili testovacie a trénovacie
chyby najlepsich hypotéz z jednotlivych mnoZin, vyzeralo by to zhruba ako na obrézku

Z ktorej mnoziny hypotéz chceme vybrat? Pri trénovani sa snazime najst hypotézu h, ktoré
minimalizuje chybu na trénovacich datach. Tato chyba sa ale od ocakévanej testovacej chyby lisi
zhruba o eegt. + €Ly (v oakivanom pripade).

V pristupe zvanom reqularizacia do minimalizovaného vyrazu umelo priddme pokutu, ktora
aproximuje €es;. + €.y . Tento ¢len oznacime A(h). Z &im zloZitejsej mnoziny hypotéza h je, tym
vacsia bude pokuta. Vystupom algoritmu potom je

~

hy = argmin (Errp(h) + A(h)).
heH{UH>sU...

Uvedomme si, Zze vramci jednej mnoziny H; ostédva ako najlepSia hypotéza stale ta ista,
ako pred zavedenim pokuty. V jednej mnozine st totiz vSetky hypotézy penalizované rovnako,
nerobi to teda rozdiel. Penalizacia ndm ale umoziuje “férovejsie” porovnavat hypotézy z roznych
mnoZin, nakol’ko bez pokuty by na tom boli (nepravom) lepsie zloZitejsie hypotézy.

Mnoziny H; nemusia byt explicitné, mozu byt implicitne skryté v tom, aky tvar ma vyraz
A(h). Do jednej mnoziny patria tie hypotézy, ktoré maju rovnaka penalizaciu.

Vo vSetkych pripadoch je pokuta parametrizovana readlnym parametrom A hovoriacim, ako
velké pokuty chceme udelovat. Velké A (v porovnani s trénovacou chybou) nam hovori, ze sa
snazime hlavne dosiahnut jednoduché hypotézy; s malym A zas kladieme doraz na hypotézy s
mensou trénovacou chybou.

Uvedieme si niekolko prikladov vyrazov, ktoré su beZne pouzivané ako pokuta. Budeme
predpokladat, Ze celd mnoZina hypotéz, z ktorej vyberame (tj. HUHU. ..) je mnoZzina linedrnych
funkcii R™ — R. Hypotézy maja teda tvar

h(z) = a1x1 + agxs + ... + anTy.
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e [y regularizicia (znama aj ako ridge regression).
A(h) =X ||(a1,a2,...,an)|I” =X+ (af + a3 + ... +a})

Téato pokuta “tlac¢i” vahy nepotrebnych atribtutov do nuly, pricom vacsie vahy tlaci viac.
Takze ¢im doélezitejsi atribut, tym vacsiu vahu si modZze dovolit mat.

e [ regularizicia (znama aj ako lasso).
A(h) = A-(lar] + laz| + ... + |an])

Opét “tlac¢ime” nepotrebné atributy do nuly, pricom ale v8etky vihy tla¢ime rovnako. To
nam vie vynulovat nepotrebné atribiity, ¢o nam vie znizit vypoc¢tové naroky: nemusime pri
vypocte uvazovat tie ¢leny, ktoré maji nulovy koeficient.

2.5 Holdout testing

V tomto pristupe si rozdelime dostupné data na dve Casti: trénovaciu mnozinu a validacni mno-
Zinu. Pomocou valida¢nej mnoziny budeme odhadovat testovacie chyby pre jednotlivé mnoziny
hypotéz, na zéklade ktorych zistime, ktord mnozina hypotéz je pre nas problém najvhodnejsia.
Konkrétnejsie:

1. Trénovaciu mnoZzinu pouzijeme na natrénovanie hypotéz z jednotlivych mnozin.

2. Ako odhad testovacej chyby jednotlivych hypotéz pouZijeme ich chybu na valida¢nej mno-
zine. Podla tychto odhadov zistime, ktora mnoZina hypotéz je pre nas problém najvhod-
nejsia.

3. Pouzijeme v8etky data, ktoré mame k dispozicii (tj. z trénovacej aj validatnej mnoziny),
na natrénovanie najlepsej moznej hypotézy. Berieme samozrejme do tavahy iba hypotézy
z tej mnoziny hypotéz, ktort sme identifikovali ako najvhodnejsiu. Vysledné hypotéza je
vystupom algoritmu.

V kroku 2] je dolezité, aby bola valida¢na mnoZina nezavisla od trénovacej. Preco je to
dolezité? Mozeme uvazovat extrémny pripad, ked je valida¢na mnoZina totozné s trénovacou.
Potom ale ako nas “odhad” dostaneme trénovaciu chybu, ktoré rozhodne nie je dobrym odhadom
testovacej chyby. Nezavislost nam teda zarucuje, Ze odhad ziskany na valida¢nej mnoZine je
dobry.

k-fold evaluation. Pri holdout testovani je délezité mat dobry odhad testovacej chyby pre
jednotlivé mnoziny hypotéz. Dat ale moze byt malo, a v takom pripade moze byt odhad nesta-
bilny /nepresny. Mozeme ale experiment zopakovat niekolkokrat: v kazdej iteracii teda zvolime
int trénovaciu a ina valida¢ntt mnozinu, a dostaneme iny odhad testovacej chyby. Ked tieto
odhady spriemerujeme, dostaneme ovela presnejsi odhad, ako keby sme vykonali iba jednu ite-
raciu. V tomto konkrétnom pristupe je k iteracii, a mnoziny sa volia nasledovne: vSetky data sa
rozdelia na k zhruba rovnako velkych a navzajom nezavislych mnozin K, Ko, ..., K. Nasledne,
v iteracii ¢ sa ako validacné data pouzije mnozina K;. VSetko ostatné budi trénovacie data.

Leave-one-out. Ak chceme zmerat testovaciu chybu vystupnej hypotézy, musime si na to re-
zervovat d'alsiu ¢ast dat: testovaciu mnoZinu. T nepouZivame ani pri trénovani, ani pri validacii.
Iba aplne na konci celého procesu na nej vypocitame chybu vyslednej hypotézy.

2.6 Cvicenia

V nasledujucich dvoch cvi¢eniach mozete predpokladat, Ze trénovaci algoritmus vzdy vrati nejaka
funkciu (nemusi byt len jedna) s minimélnou chybou na trénovacich datach.
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1. Je rozumné predpokladat, Ze s vA&Sim mnoZstvom trénovacich dat sa nam bude testovacia
chyba zmensovat. St ale zostrojitelné situacie, kedy tomu tak nie je. Najdite jednu taku situaciu.

Konkrétne, najdite taki mnozinu hypotéz H funkcii R — R a rozdelenie P, pre ktoré
sa bude Err(ﬁT) so zvySujicim sa poctom trénovacich chyb zvySovat. Na mnozinu hypotéz je
kladené jedna podmienka: pre kazda mozni trénovaciu mnozinu 7" musi existovat hypotéza v
H, ktora minimalizuje trénovaciu chybu. (Teda vzdy musi existovat minimum, moze ich byt ale
viac. Pre v8eobecné H vieme povedat iba to, Ze existuje infimum.)

2. Za urcitych podmienok ale skuto¢ne plati, Ze viac trénovacich dat nam vo velkom meritku
neuskodi. Nech mnozina hypotéz H je kone¢na a vsetky jej funkcie (R™ — R) st ohranicené.
Dokazte, ze pre t — oo sa bude OTeCh hypotézy hp blizit k OTeCh najlepsej moznej hypotézy
h*. Inak zapisané, dokazte

lim Er |Err(hg) — Err(h*)| = 0.

t—ro0
3. Jednou vyhodou Lo regularizacie oproti Ly regularizacie je, Ze sa l'ahie minimalizuje vysledny
vyraz. Ako priklad uvedieme linearnu regresiu. V nej je hypotéza parametrizovana stipcovym
vektorom 6 = (6y,...,0,)T. Vystupom pre vstup = = (z1,...,x,) je x - 6.

Oznaéme X maticu, ktorej riadkami sii vstupy jednotlivych trénovacich prikladov. f)alej nech

y je stipcovy vektor cielovych vystupov na jednotlivych prikladoch. Je zname, Ze optimalnymi
parametrami linearnej hypotézy je taky stlpcovy vektor 6, ktory je rieSenim rovnice

XTXx.0=XxTy.

4w v o o . . . c 12 2 . , .
Dokaze, ze ked k minimalizovanej hodnote pridame pokutu vo forme \-||0||°, tak sa optimélnymi
parametrami stane 6 rieSiaca rovnicu

(XTX + M) -0=XTy.

Rozmyslite si tiez, Ze takéto explicitné vyjadrenie nie je mozné priamociaro ziskat pre L regu-
larizéciu.

2.7 *** Rozklad na vychylku a rozptyl (ako Statistické pojmy)

V literatire pod nazvom bias-variance tradeoff vystupuje odlisny vysledok, ako vySsie spome-
nuty bias-complexity tradeoff. Uvadzame ho, pretoZe sa ¢asto zamiehaji a je v tom zmaéatok.
Pokiisime sa vyjasnit, kde st rozdiely medzi tymito dvomi vysledkami.

Veta 3. Zamerajme sa na jeden konkrétny vstup x, a merajme chybu vislednej hypotézy hy iba
na tomto vstupe. (Stdle ale moézZeme dostat rézne y.) Na meranie chyby pouZijeme kvadraticki
odchyjlku. Oznaéme ocakdvani hodnotu tejto chyby (cez vSetky mozné trénovacie mnoZiny T a
vystupy y) ako Errj,—.(L). Tvrdime, Ze sa dd vyjadrit nasledovne:

Errj,—,(L) = Vj@r (iLT(H?)) + (ET [iLT(.%')} — hD(m))Q +E, [¢%],

sum

rozptyl vychylka?
kde € :=y — h"(z).

Zastavme sa najprv nad tym, ako toto tvrdenie interpretovat. Pre kazda moZni vzorku
trénovacich dat T' dostaneme nejaki intt hypotézu ho. Rozptyl je nizky prave vtedy, ked buda
vSetky tieto hypotézy davat podobné vysledky. Ak je vysoky, znamené to, Ze vysledna hypotéza
je velmi citliva na trénovacie data; oplati sa preto zvacsit ich mnoZstvo. (Ak chceme byt velmi
skepticky, ni¢ nezarucuje, Ze zvac¢Ssenim trénovacej mnoziny sa rozptyl znizi. Mozno existuje iny
dovod, kvoli ktorému je vysoky; takmer urcite sa daji skonstruovat takéto umelé protipriklady.)
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Ked uz uvazujeme vsetky mozné vysledné hypotézy BT, mozme sa pozriet na to, aky je
ich “priemerny odhad”: ak by sme spriemerovali vSetky ich vysledky, ¢o by sme dostali? Presne
ET[BT(m)]; vychylka-na-druht potom meria, o kolko sa takito priemerna hypotéza lisi od naj-
lepsej moznej funkcie ™. Ak je vychylka vysokéa ale variancia nizka, znamena to, Ze takmer
vsetky hp maji problém na vstupe z, treba teda zvazit volbu zlozitej$ej mnoziny hypotéz.

Nakoniec, sum zodpovedé ireducibilnej chybe, ktort bude mat kazda hypotéza. Je to v do-
sledku toho, Ze jednému x moze pripadat viacero roznych y. Presne tato chybu nadobida naj-
lepsia hypotéza-funkcia hY (pre ktort st rozptyl aj vychylka-na-druha nulové).

Doékaz. Upravujme pévodny vyraz.
Brtjy—y (L) = Eryy [ (hr(2) — y)?]
= Er, | (hr(x) — F(2)) - )?]

(18
h=(x) (

= Bry [(r(2) = B0(@))? + 22 = 2 = (hr(w) = h7(2))] (20
(

(

(

19
= Br [(hr(2) = 17(@))%] + By 6] = Eny [2-& - (hr(z) - h7(a))] 21
= Br [(hr(@) - F9(2))?] + B, [¢%] = 2-E, 6] - Br |(hr(2) - h7(x))]

=By [(hr(z) - F(2))?] + By [

)
)
)
)
22)
)

23

Vyraz sme upravili, potom v kroku 20| roznasobili a v kroku 2I] vyuzili linearitu strednej hodnoty.
Dalej v kroku sme vyuZili, Ze stredna hodnota stafinu nezévislych premennych je sti¢inom
strednych hodnot tych premennych. Nakoniec v kroku [23| vyuzivame E [¢] = 0. Zamerajme sa
dalej na prvy scitanec.

— By [(ET(x) - h%))?} (24)
—Er [ET(J:V +10(2)? = 2 hp(z) hD(x)} (25)
= Br [hr(@)?] + Br ["9(2)?] = Br |2+ hr(2) - h7(@)| (26)
_ <Vj@r (ET(:E)) Y Ep [ET(@W n (ngr (h2(x)) + Er [hD(x)]2> —Er {2 () - BP(x)
(27)
(28)

V kroku [25] sme vyraz roznasobili a potom v kroku [26] vyuzili linearitu strednej hodnoty. V
poslednom kroku sme vyuzili vztah Var(a) = E [aQ] —E [a]2. Pokrac¢ujme d'alej v apravach.

- <v7@r (;}T(x)) +Er [iLT(x)} 2> +hP(2)? — 2 Er [iLT(x)} hP(z) (29)
= V%r <iLT((lZ)> + (ET [iALT(a:)} ’ +h5(x)? - 2-Ep [ET(x)} . hD(ac)> (30)

=Var (in(@)) + (B [hr ()] - h%))Z (31)

V kroku [29 sme vyuzili, Ze z je vopred dané, a teda h™(z) je konstanta. Ma teda nulovy rozptyl
a jeho stredna hodnota je identickd s jeho hodnotou. Dalej sme uz len upravovali. Ked to celé
dédme do jednej rovnice, dostaneme

Err,—, (L) = Vj@r (ﬁﬂx)) + (ET [ET(:U)] - hD(;U)>2 +E, [62] :

Sum

rozptyl vychylka?
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