Zavislost nahodnych udalosti a premennych

Formadlna definicia zdvislosti udalosti:

Nahodné udalosti A4,...,A, sU zdruzene nezavislé, ak pre
akykolvek vyber z nich Aiy,...,Aim plati

P[Ai1 & ... & Aim] = P[A|1] P[A|m]

Intuitivne:

A4,...,A, sU zdruzene nezavislé, ak informacia, Ze nastala
udalost vytvorend z Ay,...,Axm, Nezmeni nase ocakavanie, Ze
nastala udalost vytvorena z inych udalosti Ajy,...,A; (,,z inych
udalosti” = {k1,...,km} a {j1,...,jl} su disjunktné).

Formalna definicia zavislosti nahodnych premennych:
Nahodné premenné Xj,..., X, sU zdruzene nezavislé, ak pre
akékolvek By,...,B, su [X; patri do B4], ..., [X, patri do B,]
zdruzene nezavislé udalosti.

Intuitivne:

X41,...,Xn SU zdruZene nezavislé, ak informacia o tom, aké
hodnoty nadobudli Xs,...,Xkm, N€eZMeni nase oCakavanie
ohladom hodnét, ktoré nadobudli iné premenné Xj,...,X;
(,iné premenné” ={k1,...,km}a {j1,...,jI} st disjunktné).



Nezavislost sa typicky vyskytuje v:

Merania (pozorovania/pokusy/vybery), o ktorych vysledku
nam neposkytuju ziadnu informaciu vysledky inych merani
(pozorovani/pokusov/vyberov).

Zavislost sa typicky vyskytuje v:

Merania (pozorovania/pokusy/vybery), o ktorych vysledku
nam poskytuju informaciu vysledky inych (napriklad ¢asovo
predchdadzajucich) merani (pozorovani/pokusov/vyberov)

Statistické testovanie nezdvislosti:

To, Ci su data realizaciou nezavislych premennych vieme
(nedokonale!) testovat Statistickymi testami, napriklad:

- Testy nulovosti r6znych mier , konkordancie” dvojice
nahodnych premennych (napr. Pearsonovho korelacného
koeficientu a inych),

- Testy rovnosti zdruzeného rozdelenia a sucinu marginalnych
rozdeleni (napr. chikvadrat test nezavislosti a mnohé iné).



Kovariancia nahodnych premennych

Formalna definicia kovariancie a vlastnosti:
Pre ndhodné premenné X,Y definujeme
cov(X,Y)=E[(X-EX)(Y-EY)].

cov(X,Y)=cov(Y,X), cov(X+a,Y+b)=cov(X,Y), cov(aX, bY)=
a.b.cov(X,Y) pre vSetky a,b. Ak su X,Y nezavislé, cov(X,Y)=0.

Intuitivne:

Kovariancia je symetricka miera ,linearnej“ zavislosti
premennych X a 'Y, na ktord nema vplyv posun hodnét
premennych X a 'Y, avSak ma vplyv zmena jednotiek X a Y.

Interpretdcia:

cov(X,Y)>0: s vyssSim X sa daju ¢akat vyssie Y,

cov(X,Y)<0: s vyssim X sa daju ¢akat nizsie Y,

cov(X,Y)=0: zvySovanie X nevplyva na stredny rast/pokles Y,
Zo samotnej hodnoty cov(X,Y) je tazké nieco vydcitat...

Vyberovy odhad kovariancie z n nezavislych dvojic realizacii:

1 n
cov(X,Y) = EZ(XL- - X)W —Y)
i=1

V tomto vztahu su realizacie (xq,y4), ..., (X, ) a X,y
znamenaju aritmeticky priemer.



(Pearsonova) korelacia nahodnych premennych

Formalna definicia:

Pre ndhodné premenné X,Y definujeme
cov(X,Y)
VDX DY

cor(X,Y)=cor(Y,X), cor(X+a,Y+b)=cor(X,Y) pre vSetky a,b,
cor(aX,bY)=cor(X,Y) pre vSetky a>0, b>0. Ak su X,Y nezavislé,
cor(X,Y)=0. Tiez

cor(X,Y) =

—1<cor(X,Y)<1

Intuitivne:

Korelacia je symetricka, normalizovana miera , linearnej“
zavislosti premennych X a Y, na ktord nema vplyv posun
hodn6t premennych X a Y, ani zmena jednotiek X a Y.

Interpretacia:

cor(X,Y)>0: s vyssim X sa daju ¢akat vyssie Y,
cor(X,Y)<0: s vysSim X sa daju ¢akat nizsie Y,
cor(X,Y)=0: zvySovanie X nevplyva na stredny rast/pokles Y,
Ak je cor(X,Y) blizke -1, mame skoro presnu klesajucu
linedrnu zavislost premennych X a 'y,

Ak je cor(X,Y) blizke 1, mame skoro presnu rastucu linedrnu
zavislost premennych X a .



"Nedokonalosti" cor(X,Y) z praktického hladiska:

- R6zne "formy" zavislosti mozu viest na ten isty korelacny
koeficient, vid napr. Anscombe’s quartet (obrazok je z wiki)
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- Pozri tiez Datasaurus dozen (napr. https://cran.r-
project.org/web/packages/datasauRus/vignettes/Datasaurus
.html )

- Zavislé nahodné premenné mozu mat nulovy korelacny
koeficient, ako je vidiet z Datasaurus dozen


https://cran.r-project.org/web/packages/datasauRus/vignettes/Datasaurus.html
https://cran.r-project.org/web/packages/datasauRus/vignettes/Datasaurus.html
https://cran.r-project.org/web/packages/datasauRus/vignettes/Datasaurus.html

Vyberovy odhad koreldcie z n nezavislych dvojic realizacii:

cov(X,)Y)
SxSy ’

cor(X,Y) =

kde Sy je odmocnina vyberového rozptylu realizacii x4, ..., x,
nahodnej premennej X a analogicky Sy pre nahodnu
premennu Y.

Suvis vyberovej korelacie s regresnou priamkou:

Ak dx + b je regresna priamka vypocitana z dvojic
(x1,V1), ) (X5, ) @ €O (X, Y) je vyberovy korelacny
koeficient vypocitany z tych istych dvojic, tak

a = cor(X,Y) i—y
X

Test nulovosti korelacného koeficientu:

n—2
1— cor(X,Y)?

t =cor(X,Y)

ma tazvané Studentovo rozdelenie s n-2 stupriami volnosti,
ak st (xq,y1), ..., (x,,, ¥,) realizacie dvojrozmerného
normalneho rozdelenia a X,Y maju nulovy korelacny
koeficient.

Iné typy mier zdvislosti:

Rozne druhy korela¢nych koeficientov (Spearmanovo rho,
Kendallovo tau), alebo Uplne odlisSné miery zavislosti



Kauzalita

Definicia (Collins dictionary): Causality is the relationship of
cause and effect. The cause of an event is the thing that
makes it happen. The effect of one thing on another is the
change that the first thing causes in the second thing. :)

Otadzky tykajuce sa kauzality, ktoré tu nemézeme riesit:
- Co presne je kauzalita?

Jedna zo zakladnych otazok filozofie spadajuca do oblasti
ontolégie a epistemoldgie. Tato otazka je zasadna (a
nevyjasnena) pre mnohé vedecké discipliny.

- Ako matematicky formalizovat uvazovanie o kauzalite?

Mnozstvo pristupov: pravdepodobnostné tedrie kauzality,
kauzalny kalkulus, tedria kontrafaktualov a iné. Ide o zlozité
tedrie, ktoré si vyZzaduju dlhodobé studium.

- Ako zistit, ¢i nejakd premennad kauzalne ovplyvinuje inu
premennu?
Viacero pristupov, jeden z nich sa opiera o kontrolované

experimenty, resp. o "intervenciu" (o "vynutenie" hodnot
alebo rozdelenia nejakej premennej).



Korelacia nie je kauzalita:

Spresnenie: Nenulova korelacia premennych Xa'Y
neimplikuje kauzalnu suvislost* medzi X a Y (CiZe ani to, Ze X
je pri¢inou Y, ani to, Zze Y je pricinou X).

*Nech by sme kauzalitu (pojmy priciny a nasledku)
formalizovali akymkolvek ,, rozumnym*“ sp6sobom.

To, ze premenné X a Y su korelované je ¢asto désledkom nie
kauzalnej zavislosti X od Y alebo Y od X, ale tym, Ze existuje
latentna premenna Z, ktora kauzalne ovplyviuje X aj Y.

Priklad: Nech X je hmotnost Ziaka zakladnej Skoly a Y je
velkost jeho slovnej zasoby. X a Y su korelované, avsak je
zjavné*, Ze nemozZeme tvrdit, Ze X je pri¢inou Y alebo
naopak. Existuje vSak ina premenna, V, napriklad vek (alebo
vyspelost) Ziaka, ktora je kladne korelovanas XajsY,ao
ktorej moéZeme tvrdit, Ze kauzalne ovplyviiuje aj X aj Y.

Uloha: Studia v ¢asopise Nature
(https://www.nature.com/articles/20094) zistila vyznamnui
kladnu korelaciu medzi kratkozrakostou deti a tym, kolko
boli vystavené nocnému svetlu ako novorodenci. Da sa

z toho usudit, Ze nocné svetlo sposobuje kratkozrakost?



https://www.nature.com/articles/20094

