Vlastné vektory a vlastné Cisla v datovej vede

Definicia vlastnych vektorov a cisel

Nech A je matica typu m X m. Nech x € R™ a 1 € R spinaju
Ax = Ax.

Potom hovorime, Ze x je vlastny vektor (eigenvector) matice
A a A je prisluchajuce vlastné Cislo / vlastna hodnota
(eigenvalue) matice A.

Zakladny pojem v matematike a fyzike, bohata tedria aj
aplikacie (napr. geometrické transformacie, numericka
matematika, diferencné a diferencialne rovnice, vo
vSeobecnejsej forme analyza vibracii, kvantovd mechanika)

Aplikacie vlastnych vektorov a cisel v ddtovej vede

- Numerické vypocty (¢asto zaloZzené na pribuznom pojme
,singuldarnych hodnot” (singular values)),

- Markovské retazce (napr. identifikacia ,,stacionarneho
rozdelenia® m a analyza rychlosti konvergencie k m),

- Spektralna analyza kovariancnej, korelacnej a informacnej
matice v Statistike a v navrhovani experimentoy, ...



Pozitivne semidefinitné matice

Nech A je matica typu m X m. Hovorime, Ze A je pozitivhe
semidefinitna (non-negative definite), ak je symetricka a pre
kazdé x € R™

x'Ax > 0.

Hovorime, Ze A je pozitivne definitna (positive definite), ak je
pozitivne semidefinitna a regularna.

Kazda kovariancnad, korelacna a takzvana informacna matica
je pozitivhe semidefinitna!

Specialne, pozitivne semidefinitna ,vyberova kovarianéna
matica“ (sample covariance matrix) pre realizaciu x4, ..., X, €
R™ nahodného vyberu je

S = ﬁ;(xi — %) (x; — %)’
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je po (pozlozkovy) , vyberovy priemer” (sample mean)
vektorov dat x4, ..., x,,.



Vlastné vektory a cisla pozitivne semidefinitnej matice

Da sa ukazat, Ze ak je S pozitivhe semidefinitnd matica typu
m X m, tak existuje ortonormalny systém u, ..., Uy,
vlastnych vektorov matice S a

m
— U
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kde A4, ..., A, sU nezaporné vlastné Cisla zodpovedajuce
vlastnym vektorom uy, ..., u,, (v uvedenom poradi). Iny zapis:

S =UAU’,

kde U = (uq, ..., uy,) @ A = diag(44, ..., 4,,). Rozklad matice
S na takyto sucin niekedy nazyvame spektralny rozklad
(spectral decomposition).

Ako suvisia vlastné cCisla a vektory matice S s ddtami?

Predpokladajme, Ze najmensia rovina, v ktorej lezia vSetky
datové body x4, ..., x,, € R™, je x; + L, kde L je k-rozmerny
linearny vektorovy priestor. Potom S ma k nenulovych
vlastnych Cisel a vlastné vektory prislichajice tymto
nenulovym vlastnym Cislam generuju L.



To znamena, Ze ,,v smeroch” ktoré su urcené vlastnymi
vektormi, ktorym zodpovedaju nulové vlastné Cisla, maju
data ,,nulovy rozptyl“.

Vseobecnejsie: Vlastné Cislo A prisldchajuce vlastnému
vektoru u matice S urcuje ,rozptyl“ dat x4, ..., x,, v smere
vektora u.

PresnejsSie: Ak u je vlastny vektor matice S, ktorému prislicha
vlastné Cislo A, tak ,,skére” u'xy, ..., u'x,, maju vyberovy
rozptyl SJ% = A.* Skdre je mozné chapat ako suradnice
projekcie na priamku generovanu vektorom u.

Analyza/metdda hlavnych komponentov (principal
component analysis, PCA)

Porozpravame si o "empirickej" PCA, Cize takej, ktora je
zalozena priamo na datach x4, ..., x,, (,teoreticka“ PCA je
zalozena na ,,populacnom rozdeleni pravdepodobnosti”
nahodného vektora, ktorého su xy, ..., x,, realizacie).



1) Najdeme ortonormalny systém vlastnych vektorov
Uy, ..., Uy, Matice S zoradeny tak, aby pre zodpovedajuce
vlastné Cisla platilo

A == Ay

2) Zvolime vhodné k. Ak chceme pomocou PCA vizualizovat
data, tak k je dimenzia vizualiza¢ného zariadenia (k = 2,
obcas k = 3). Ak chceme pomocou PCA realizovat , redukciu
dimenzie”, tak sa k voli tak, aby bol ,, dostato¢ne velky“
,podiel vysvetleného rozptylu”
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3) Centrované ,skdorové” vektory (ktoré su len k-rozmerné!)
y1 = (U, o, u) (X1 — %),

Y2 = (Ug, -, ug) (X2 — X),

— ! v
Yn = (ul» ---»uk) (xn - x)
pouzijeme na zobrazenie alebo na reprezentaciu dat
X1, ..., Xn Vmensom (k-rozmernom) priestore.

Ukazme si priklad v R-ku.



