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Kapitola 1

Uvod

1.1 Co je to Computer Science?

Namiesto uvodu par myslienok z ivodu knihy Juraja Hromkovic¢a: Theoretical Com-
puter Science — An Introduction to Automata, Computability, Complexity, Algo-
rithmics, Randomization, Communication, and Cryptography

Na oznacenie vedy, ktorej sa venuje tento material, sa najcastejsie pouziva ozna-
Cenie Informatika (z anglického computer science, resp. informatics). Kazdy, kto
Studuje alebo sa zaobera touto vednou disciplinou, by sa z ¢asu na ¢as mal zamysliet
nad tym, ako by zadefinoval informatiku, mal by premyslat o jej prinose pre vedu,
vzdelavanie, kazdodenny Zivot. Je dolezité, aby sme si uvedomili, Ze ziskavanie ¢o-
raz vac8ieho mnozstva poznatkov o vedeckej discipline, prehlbovanie pochopenia jej
podstaty vzdy vedie k vyvoju nasho nazoru na tlohu tejto vedy v kontexte vietkych
vedeckych disciplin. Je preto najmi pre Studentov nesmierne doélezité, aby si ne-
ustale premietali svoje vnimanie informatiky ako vedy. Trafneme si vyprovokovat
konflikt medzi vagim teraj$im vnimanim informatiky a stanoviskom, prezentovanym
v tomto tvode; podnietime diskusiu, ktord moze viest k vyvoju vagho chapania in-
formatiky.

Pokusme sa najskor zodpovedat otazku

"Co je to informatika?"

Je tazké poskytnut exaktnd a aplnu definiciu tejto vedeckej discipliny. Veobecne
akceptované definicia je nasledovna:

"Informatika je nduka o algoritmickom spracovdvani, reprezentdcii, ukla-
dani a prenose informdcii”

Podla tejto definicie sii hlavnymi objektami vyskumu informatiky ako vedeckej
discipliny informéacia a algoritmus. Této definicia vSak zanedbava uplné odhalenie
podstaty a metodolédgie informatiky. Dalsou otdzkou o podstate informatiky je

"Ku ktorej vedeckej discipline informatika patri? Je to metadisciplina
ako matematika a filozofia, prirodnd veda alebo inZinierska disciplina?”

Odpoved na tato otazku sluzi nielen na identifikiciu objektu vyskumu, musi tiez
ur¢it metodologiu a prispevok informatiky ako vedy. Odpovedou je, Ze informati-
ka nemoze byt jednoznacne priradené k Ziadnej z tychto disciplin. Informatika v
sebe zahfiia aspekty matematiky, prirodnych vied ale aj inzinierskych disciplin. V
kratkosti vysvetlime, preco.
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Podobne ako filozofia a matematika, informatika skiima v8eobecné kategorie, ako

determinizmus, nedeterminizmus, ndhodnost, informdcia, pravdae, nepravda, zloZi-
tost, jazyk, dékaz, znalost, komunikdcia, aproximdcia, algoritmus, simuldcia, atd.

a prispieva k ich pochopeniu. Informatika vrhla nové svetlo na tieto kategorie,
priniesla novy vyznam mnohym z nich.

Prirodna veda, na rozdiel od filozofie a matematiky, skima konkrétne prirodné ob-
jekty a procesy, ur¢uje hranicu medzi moznym a nemoznym, skiima kvantitativne
vztahy prirodnych procesov. Modeluje, analyzuje a dokazuje vierohodnost hypote-
tickych modelov experimentmi. Tieto aspekty st bezné aj v informatike. Objektami
st informacie a algoritmy (programy, pocitace) a skimanymi procesmi su (redlne
existujuce) vypocty. Presvedéime sa o tom sledovanim vyvoja informatiky. Histo-
ricky prvou délezitou vyskumnou otézkou bolo:

"Existuji dobre definované problémy, ktoré nemozu byt rieSené automa-
ticky (pocitacom, bez ohladu na silu sucasngch a budicich pocitacov )?"

Snaha o zodpovedanie tejto otazky viedla k zdkladom informatiky ako nezavislej
vedy. Odpoved na otazku je kladnd. V sucasnosti sme si 0 mnohych praktickych
problémov, ktoré by sme radi riegili algoritmicky, vedomi toho, Ze algoritmicky rie-
sitelné nie sti. Tento zaver je zalozeny na ¢isto matematickom dokaze algoritmicke;
neriesitelnosti (inymi slovami, na dokaze neexistencie algoritmu riesiaceho dany
problém) a nie na tom, Ze sa Ziadne algoritmické rieSenie doteraz nenaslo.

Po tom, ako bola vyvinuta metéda na klasifikiciu problémov podla ich riefitelnosti,
zatali si l'udia klast nasledujucu vedecki otazku:

"Ako tazké si konkrétne algoritmické problémy?"

Pritom obtiaZznost nemeriame obtiaZnostou najst algoritmické riefenie, & velkostou
vytvoreného programu. Obtiaznost meriame mnozstvom prace potrebnej a postacu-
jucej k tomu, aby sme pre dany vstup algoritmicky vypocitali rieSenie. Dozvedame
sa o existencii tazkych problémov, na rieSenie ktorych treba energiu presahujicu
energiu celého vesmiru. Existuju také algoritmicky riesitelné problémy, pre ktoré
by vypoéet Tubovolného programu na ich riegenie vyZzadoval viac ¢asu ako uplynul
od "Velkého tresku". Takze ¢ira existencia programu na rieSenie nejakého problému
eSte nezarucuje, ze je tento problém prakticky rieSitelny.

Pokusy o klasifikdciu problémov na prakticky riesitelné (tractable) a prakticky ne-
rieSitelné viedli k najfascinujucejsim vedeckym objavom teoretickej informatiky.
Ako priklad si vezmime pravdepodobnostné (randomized) algoritmy. Va&sina prog-
ramov (algoritmov) tak, ako ich pozname, je deterministickd. Determinizmom roz-
umieme to, Ze program a vstup uplne uréuju vetky kroky spracovavania problému.
V kazdom okamihu je nasledujica akcia programu jednoznacne urcend a zavisi iba
od momentalnych udajov. Pravdepodobnostné algoritmy moézu nasledujicu akciu
programu vyberat z viacerych moznosti. Pracu pravdepodobnostného algoritmu
si mozno predstavit tak, Ze algoritmus z ¢asu na ¢as hidze mincou, aby urcil na-
sledujuci krok, napr. vybral nasledujicu stratégiu pri hladani korektnej odpovede.
Pravdepodobnostny program tak moze mat pre jeden vstup niekolko roznych vypod-
tov. Na rozdiel od deterministickych programov, ktoré vierohodne vratia pre kazdy
vstup spravny vysledok, pravdepodobnostné programy mozu poskytnut aj nespréav-
ny vysledok. Cielom je zniZovat/potlacat pravdepodobnost takychto nespravnych
vysledkov, ¢o za ur¢itych podmienok znamenda znizovat pocet nespravnych vypoc-
tov.

Na prvy pohlad sa pravdepodobnostné programy mozu zdat, na rozdiel od de-
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terministickych programov, nespolahlivé. Preco ich teda potrebujeme? Existuje
vela redlnych problémov, ktorych rieSenie najlep§imi znamymi algoritmami vyZza-
duje viac pocitatovej prace ako je realisticky mozné. Takéto problémy sa prakticky
neriefitelné. Moze sa v8ak stat zazrak: tym zazrakom moze byt pravdepodobnostny
algoritmus, ktory riesi problém za niekolko minit s miniméalnou pravdepodobnos-
tou chyby jednej triliéntiny. Moézeme takyto program zavrhnat ako nespolahlivy?
Deterministicky program, ktorého vypocet trva niekolko dni, je menej spolahlivy
ako pravdepodobnostny program beZiaci niekolko minit, pretoze pravdepodobnost
vyskytu hardverovej chyby pocas 24 hodin je ovela vicsia ako pravdepodobnost
chyby rychleho pravdepodobnostného programu. Konkrétnym pripadom prakticky
nesmierne dolezitého problému je testovanie prvociselnosti. Vo viadepritomnych
kryptografickych systémoch zaloZenych na verejnych kla¢och je nevyhnutné, aby
sa generovali velké (500 ciferné) prvocisla. Prvé deterministické algoritmy na tes-
tovanie prvociselnosti boli zalozené na delitelnosti vstupu n. Uz samotny pocet
prvodisel, mensich ako v/n , je pre tak velké &sla vicsi, ako pocet proténov in the
universe. Takéto deterministické algoritmy st teda prakticky nepouzitelné. Nedav-
no sa objavil novy deterministicky algoritmus na testovanie prvoéiselnosti, ktorého
zlozitost je O(m'2), kde m je dlzka binarneho zépisu &sla n. Na testovanie 500ci-
ferného &isla vsak tento algoritmus vyzaduje vykonanie viac ako 1032 poéitadovych
inStrukcii; ani na najrychlejsich poc¢itacoch by ¢as od Velkého tresku nebol dosta-
to¢ny na realizaciu tohto vypocétu. Mame v8ak niekolko randomized algoritmov
pomocou ktorych mézeme otestovat prvoéiselnost tak velkych &isel na beznych PC
v priebehu niekol'kych mintut, dokonca sekund.

Inym exemplarnym prikladom je komunikacny protokol pre porovnanie obsahu
dvoch databaz, ktoré su ulozené na dvoch vzdialenych pocitatoch. Matematic-
ky sa da dokazat, Ze kazdy deterministicky protokol, ktory testuje ekvivalenciu
ich obsahov, vyzaduje, aby sa vymenilo tolko bitov, kolko ich je uloZenych v da-
tabazach. Pre databazu velkosti 10'® by to bolo tnavné. Pravdepodobnostnym
komunika¢nym protokolom mozeme testovat ekvivalenciu dvoch databaz vymenou
spravy dlzky priblizne 2000 bitov. Pravdepodobnost chyby je pritom mensia ako
jedna triliéntina.

Ako je to moZné? Bez vyuzitia zakladnych znalosti informatiky sa to vysvetlu-
je tazko. Hladanie vysvetlenia sily pravdepodobnostnych algoritmov je fascinujaci
vyskumny projekt, ktory zachadza do najhlbsich zakladov matematiky, filozofie a
prirodnych vied. Priroda je na$ najlepsi ucitel a nahoda hra v prirode ovela do-
lezitej8iu dlohu, ako si dokadZeme pripustit. Informatici méZu vymenovat mnoho
systémov, ktorych poZadované charakteristiky a spravanie sa daja dosiahnut iba
pomocou randomizicie. V takychto pripadoch st vietky dostupné deterministické
systémy zlozené z bilibnov podsystémov, ktoré musia interagovat korektne. Tak
komplexny systém, vysoko zavisly od velkého poétu komponent, je neprakticky. V
pripade vyskytu chyby by bolo takmer nemozné ju odhalit. Netreba ani hovorit, Ze
cena za vyvoj takéhoto systému by bola tiez astronomicka. Na druhej strane moze-
me skongtruovat maly randomized systém s pozadovanymi vlastnostami. Vzhladom
na mali velkost st takéto systémy lacné a funkénost ich komponent sa Tahko tes-
tuje. Kludovym pritom ostava, ze pravdepodobnost chyby takého systému je tak
minimalna, az je zanedbatelné.

Popri doteraz prezentovanych vedeckych aspektoch je pre mnohych vedcov informa-

tika typicky problémovo orientovana a prakticky inzinierska disciplina. Informatika
nielenze zahifia technické aspekty ako:

organizdcia procesov (fdzy, milestones, dokumentdcia), formuldcia stra-
tegickyjch cielov a obmedzent, modelovanie, popis, Specifikdcia, zabezpece-
nie kvality, testovanie, integrdcia do existufiicich systémouv, viacndsobné
pouzitie, podporné ndstroje,
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Zahtna tiez aspekty manaZzmentu ako:

organizdcia a vedenie timu, odhad cien, planovanie, produktivita, ma-
nazment kvality, odhad casovych planov a terminov, product release, pod-
mienky kontraktov a marketing.

Informatici by mali byt aj naozaj pragmatickymi praktikmi. Pri kongtrukcii kom-
plexného softverového alebo hardverového systému musi ¢lovek ¢asto robit rozhod-
nutia na zaklade vlastnej sktisenosti, pretoze nemé moznost modelovat a analyzovat
komplexni realitu.

Na zéklade nagej definicie informatiky moZno nadobudnit dojem, Ze §tudium in-
formatiky je prili§ obtiazne. Clovek potrebuje matematické vedomosti, chapanie
uvazovania v prirodnych vedach a navySe, schopnost pracovat ako inzinier. Toto
naozaj mozu byt vysoké poziadavky, je to v8ak tiez velkd vyhoda tohto typu vzde-
lania. Hlavnou nevyhodou sacasnej vedy je jej vysoka §pecializacia, ktord vedie k
vyvoju malych nezavislych disciplin. Kazda z nich si buduje svoj vlastny jazyk, kto-
ry je ¢asto nezrozumitelny dokonca aj pre vedcov z pribuznej oblasti. Zaglo to tak
daleko, ze sposob standartnej argumentacie jednej oblasti sa povazuje za povrchny
a nepripustny v inej oblasti. Spomaluje to vyvoj interdisciplindrneho vyskumu.
A informatika je v svojej podstate interdisciplindrna. Sustreduje sa na hladanie
riefenia problémov vSetkych oblasti vedy a kazdodenného Zivota; vSade tam, kde
je predstavitelné pouzitie pocitaca. Siuicasne s tym vyvija Siroké spektrum metod,
pocnuc preciznymi matematickymi metédami, konc¢iac inZinierskym "know-how",
zaloZenom na, skdsenosti. MoZnost stibeZzného ucenia sa roznych jazykov roéznych
oblasti a roznym sposobom uvazovania v jednej discipline, to je najcennejsi dar,
ktory Studenti informatiky dostavaju.

1.2 Fascinujtca teoéria

Kniha je uivodom do zakladov teoretickej informatiky. Teoretické informatika je fas-

cinujica vedecka disciplina. Svojimi velkolepymi vysledkami a vdaka svojej velkej

interdisciplinarite prispela velkym dielom k na§mu pohladu na svet. Ako by Statis-

tiky potvrdili, nie je teoretickd informatika najobltibenej$im predmetom Studentov.
Niekol'ko dovodov pre jej tadium:

Existuja problémy, ktoré st algoritmicky neriesitelné? Ak ano, kde lezi hranica
medzi rieSitelnymi a neriesitelnymi problémami?

St nedeterministické a ndhodou riadené procesy schopné riesit viac ako determinis-
tické?

Ako definujeme obtiaZnost(zloZitost) problému?

Kde st hranice praktickej riesitelnosti?

Co je to matematicky dokaz? Je tazsie algoritmicky najst dokaz alebo algoritmicky
overit jeho platnost?

Ako definujeme nahodné objekty /nahodnost?

Bez pojmov teoretickej informatiky by sme tie problémy nemohli ani poriadne sfor-
mulovat, ani na ne dat odpoved.

TT stavisi s praxou. Poskytuje metodologie, ktoré aplikujeme pri po¢iatoénom néa-
vrhu, ale aj tie, ktoré vyuZzijeme pocas celého procesu navrhu, dokazovania, imple-
mentécie. Existuje nemalo optimaliza¢nych tloh, kde relaxicia poziadaviek vedie
k efektivnejSiemu riefeniu. Verite, Ze mozno niekoho presvedcit o znalosti tajného
heslo bez toho, aby sme ho povedali? Verite, ze dve osoby mozu zistit, kto je starsi
bez toho, aby prezradili svoj vek? Verite, ze moZzeme overit platnost niekolko tisic
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strankového dokazu bez toho, aby sme ho cely ¢itali, ale videli iba niektoré jeho
nihodne zvolené tseky? Vsetko toto sa dé...

Zatial ¢o zhruba polovica vedomosti o software a hardware je po 5 rokoch neaktu-
alna, metodologické vysledky TT pretrvavaja niekolko desiatok rokov...

TT je vo svojej podstate interdisciplinidrna, nachadzame jej uplatnenie v mnohych
inych oblastiach - genetika, medicinska diagnostika, optimalizacia v ekonomickych
a technickych disciplinach, automatické rozpoznavanie redi, prehladavanie priesto-
ru,...

Nie je to jednostranna spolupraca. TI tiez profituje z tych inych disciplin: kvantova
fyzika a kvantove pocitace; DNA vypocty; kalenie a metoda simulovaného zihania;...

TT podporuje vytvaranie a analyzovanie matematickych modelov, vytvaranie poj-
mov a metodolégii na rieSenie problémov.

Zivostnost wvedo-
mosti

interdisciplinarita

sposob myslenia
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1.3 A teraz uz moj tvod

Pri pohTade dozadu si v suvislosti s efektivnou riegitelnostou problémov moédzme
v&imnit niekolko medznikov
e Vyznamnym krokom bolo formalizovanie pojmu algoritmuszhruba v 30-tych
rokoch minulého storo¢ia. Vdacime za to definovaniu abstrakiného vypoc-
tového modelu - Turingovho stroja (TS), ktory bol vSeobecne akceptovany
ako "definicia" pojmu algoritmus. Vdaka tomuto pojmu dochédza k deleniu
problémov na riesitelné a neriegitelné.

e Po vymedzeni triedy riefitelnych problémov sa pozornost presiva k vymedze-
niu triedy prakticky rieitelngch problémov. Praktické rieSitelnost sa (vacsi-
nou) vztahuje na ¢asové naroky potrebné na rieSenie toho-ktorého problému.

Za prakticky rieSitelny sa dlho povaZoval problém, ktory sa da riesit
sekvencéne v deterministickom polynomiélnom ¢ase. Na trovni abstraktného
modelu oznacujeme tato triedu P. Zatial ¢o pojem riefitelného problému
je zrejme nemenny, definicia praktickej rieSitelnosti sa posava. V dnegnych
dhoch st u? za prakticky riesitelné povazované aj problémy, ktoré su rieSitelné
v polynomialnom ¢ase pravdepodobnostnymi algoritmami, aproximacénymi al-
goritmami, rychlymi heuristickymi algoritmami, paralelnymi algoritmami, . ..

e Pozornost sa sustredila na porovnéavanie problémov z hladiska naroc¢nosti ich
realizacie, skimaju sa pritom rozne miery zloZitosti (popisnd, ¢as, pamét,
pocet porovnani,...)

Pozrime sa na problematiku z pohladu tedrie a praxe.

ZloZitost konkrétnych vypoctovijch iiloh sa zaobera rieSenim konkrétnych vy-
poctovych problémov. Vsimame si zloZitost rieSenia, ktoré je vyjadrené/vnimané
ako algoritmus v nejakom pseudo-programovacom jazyku. Popri hladani ¢o
najlepgich algoritmov na rieSenie problémov, ktoré nas zaujimaja, sa snazime
o ziskanie vSeobecnejgich poznatkov. Medzi takéto rozhodne patria

—metody tvorby efektivnych algoritmov; stretneme sa s metdédou rozdeluj
a panuj, dynamickym programovanim, pazravymi algoritmami, prehladéavaci-
mi algoritmami,. . .

— dokazovanie zlozitosti konkrétnych algoritmov.

Abstrakind teoria zloZitosti - sa zaobera rieSsenim problémov trochu inak. V
pozadi stoja abstraktné vypocétové modely. Snazime sa o ziskanie takych po-
znatkov o vypoctoch, ktoré st invariantné vzhladom na vyber pocitada (z
danej rozumnej triedy). Definovanie toho, ¢o je to "rozumny pocitac" je
samo o sebe nie celkom trividlny problém. Prvd pocitacovd trieda obsahuje
vietky vypod&tové modely, ktoré st polynomidlne ekvivalentné! deterministic-
kému TS. Uvedomme si, Ze v8etky pocitace z prvej pocitacovej triedy definuju
triedu prakticky riesitelnych problémov—teda problémov, riefitelnych v po-
lynomialnom ¢ase, rovnako. Problém je riesitelny v polynomialnom ¢ase bez
ohladu na vyber pocitaca z tejto triedy. Druhd pocitacovd trieda obsahuje
vSetky také modely, ktoré vedia efektivne vyuzivat priestor. To znamena, Ze
trieda problémov, ktoré sa daju riegit v priestore f(n) sa rovna triede problé-
mov, ktoré sa daju riesif v ¢ase exponencialnom od f(n).

Na problematiku sa mozme pozrief aj na zaklade spracovania informacie. To vedie
k vymedzeniu teérie sekvencnijch a paralelngjch vypoctov.

IModely st polynomidlne ekvivalentné, ak zlozitost riesenia kazdého problému je na oboch
rovnaka az na polynéom.
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1.4 Zakladné pojmy a definicie

Za¢nime opakovanim pojmov, s ktorymi ste sa uz iste stretli na predchadzajicich
prednaskach, napr. na prednaske "Datové Struktiry a algoritmy".

Problém

e zobrazenie z mnoziny vstupnych refazcov do mnoZiny vystupnych retaz-
cov

e konecné problémy (z konetnej mnoziny do kone¢nej mnoziny) - napr.
booleovské funkcie

e rozhodovacie problémy (odpoved je ano-nie - je dany retazec znakov syn-
takticky spravnym programom v danom programovacom jazyku, existuje
v danej mnoZine objekt s danou vlastnostou, si dve (potencialne neko-
nefné) mnoziny rovnaké,...)

o ...

Algoritmus

e povod slova algoritmus je "al-kawarizmi" v mene Perzského matemati-
ka(9. storocie)

e kone¢ny navod na rieSenie problému s pouzitim danych elementarnych
operacii. VyZzadujeme, aby kazda z elementirnych operacii mala presne
§pecifikovany vztah medzi vstupom a vystupom, aby bola vykonatelna v
kone¢nom Case a konecnej pamiiti (strojovo a jazykovo nezdvislé instruk-
cie)

Program

e implementécia algoritmu

e postupnost korektne zapisanych ingtrukcii, ktoré maju byt vykonané na
pocitaci

e tieto inStrukcie st zapisané v programovacom jazyku

1.4.1 Analyza zloZitosti

Vacginou je naSou snahou najst éo najlepsi algoritmus na rieSenie skamaného prob-
lému. Co to ale znamena najlepsi? Pozor, nejde o spravnost, kvalitu riegenia®. Kva-
litou algoritmu budeme rozumiet jeho zlozitost. LenZe na rieSenie jedného problému
existuje viacero pristupov, ktoré vedu k algoritmom roznej zlozitosti. Aka je teda
zlozitost nasho problému?

Analyza algoritmu: vyuzitie matematickych metéd k predikcii ¢asu a pamiite
potrebnej na realizaciu algoritmu (pri zbehnuti programu)

Uvazujme mieru zloZitosti X (va€Sinou Cas, resp. pamét, poCet aritmetickych ope-
racii,..) a model M (modelom rozumieme vyS$pecifikovanie mnoziny elementarnych
ingtrukcii, ktoré model poskytuje).

ZloZitost algoritmu A je funkcia velkosti vstupnych dat udavajica mnoZstvo
miery zlozitosti X spotrebovanej algoritmom A pri riegeni problémov daného rozsa-
hu.

X %(w) — mnozstvo miery zlozitosti X spotrebovanej algoritmom A
pri spracovani vstupu w

2In4 situacia je pri optimaliza&nych problémoch, ked tzv. aproximaé&né algoritmy nemusia
déavaf presné - optimélne - riefenie. Vtedy hovorime o kvalite riefenia a zloZzitosti algoritmu
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MATy, |w=n{ X} (W)}, zlozitost najhorsieho pripad
X} (n)
My, jwj=n{X 4 (w)}, zloZitost najlepsieho pripadu

KedZe najlepsi aj najhorsi pripad sa vlastne extremélnymi hodnotami, nedavaja
celkom presnu predstavu o zlozitosti pre konkrétny pripad. Preto je lepSou charak-
teristikou zloZitost priemerného pripadu

XM (n) = plw) X} (w;), kde

w;

sumu poéitame cez vietky slova w; dizky n a p(w;) je pravdepodobnost vyskytu
konkrétneho vstupu w;. Problémom v3ak je, ze

— Casto nepozname pravdepodobnostné rozdelenie vstupnych udajov

— samotna suma sa tazko pocita.
Preto niekedy predpokladdme rovnomerné rozdelenie a pocitame priemerna zlozi-
tost ako normalny aritmeticky priemer

I ) XA (wi
XM(n) = M, kde W,, je mnoZina vSetkych vstupov velkosti n.

(Wl

Uvedomme si vyznam parametra M! Predpokladajme, ze X oznacuje pocet arit-
metickych operacii. Ako sa zmeni zlozitost klasického algoritmu nésobenia, ak za
zakladnu aritmeticka operdciu budeme povazovat nasobenie jednocifernym ¢islom
v porovnani s pripadom, ked zakladnou aritmetickou operéciou je nasobenie I'ubo-
volne velkych ¢isel?

Casovu zlozitost budeme vacsinou oznacovat T.
Co je dobra miera zloZitosti?

- CPU c¢cas
strojovo zavisla (pre rozne architektiry moze byt rozna)

- poéet (vykonatelnych) prikazov
zavisi od programovacieho jazyka, od programatorovho §tylu,..

- podéet opakovani cyklu
zavisi od jazyka; dlzka realizacie jedného behu cyklu sa meni

t poéet zakladnych operacii
fixujeme mnozinu elementarnych ingtrukcii(model); toto je strojovo nezavislé

problém pocditané zakladné operacie
Vyhladavanie v zozname Porovnanie

Nasobenie matic Nasobenie (jednotlivych prvkov)
Triedenie Porovnanie

Prehladéavanie (BS) Prehladanie vrchola

Precéo potrebujeme analyzovat algoritmy?
analyza

e lepsie odraza skuto¢nost ako experimentovanie

e umoziiuje ndm porovnavat kvalitu algoritmov bez ich implementacie
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e umoznuje odhad ¢asu a pamitovych narokov implementacie

e umoziuje lepsie pochopenie algoritmu, identifikiciu rychlych a pomalych ¢asti

Algoritmus | T(n) || max. rozsah | problému
sek min
Al n 1000 60 000
A2 nlogn 141 4 893
A3 n? 31 244
A4 n? 10 39
A5 2n 9 15

Predstavme si, ze potita¢ 10-ndsobne urychlime (rychlost M je mensia ako rychlost
N). Ako sa zmeni maximélny rozsah problému, ktory mézme v danom case riegit?

Algoritmus | T(n) || max. na M | max. na N
Al n S1 10*S1
A2 nlogn S2 10*S2
A3 n? S3 3.16*S3
A4 n3 S4 2.15*54
A5 2" S5 S5-+3.3

Asymptoticka zloZitost

KedZe konstanty (rozumnej velkosti) nemaji podstatny vplyv na celkova efek-
tivnost algoritmu, uspokojime sa Casto len s asymptotickym odhadom zloZitosti
(zanedbame konstanty). Preto sa v suvislosti so zloZitostou algoritmu vaé§inou
stretneme s pojmom asymptotickej zlozitosti. Zopakujme si definicie asymptotik:

g(n) = O(f(n)) | 3e,n, € N V>0 g(n) < cf(n)
g(n) = Q(f(n)) | 3o € N ¥ >ny g(n) > cf(n)
g(n) = O(f(n)) | g(n) = O(f(n)) A g(n) = Af(n))
g(n) = o(f(n)) lim 40 = 0

A teraz sa mozme vratit k tomu, aby sme hovorili o zloZitosti problému. Ako
stvisi zlozitost XA (n) algoritmu A riegiaceho dany problém P so zlozitostou X 3 (n)
daného problému?

° XI],V[ (n) < X4 (n) - kazdy algoritmus rieSiaci dany problém poskytuje horny
odhad zloZitosti problému; pokial mame len tento odhad, nevieme posudit
kvalitu nami ziskaného algoritmu.

e XY (n) > f(n) < neexistuje algoritmus (z danej triedy M) riesiaci problém
P so zlozitostou mensou ako f(n). Ak sa ndm také niec¢o podari ukazat, potom
f(n) je dolny odhad zloZitosti problému.
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Ked v nerovnici f(n) < X (n) < Xﬁf(n)vsfl hranice f(n) a X4 (w) blizko pri sebe,
podarilo sa ndm néjst dobry algoritmus. Tazko mozno ocakavat, ze by sme dosiahli
uplna rovnost.

optimalny, ak f(n) = X4 (n);
algoritmus A je
asymptoticky optimalny, ak Xéw (n) = O(X4 (n))

1.4.2 Analyza problému triedenia

UvaZujme problém triedenia. Pytame sa, aka je zloZitost tohto problému v triede
tzv. porovnavacich algoritmov (algoritmov, ktoré nevedia "rozoberat" kluce, ale
jedina informéciu mozu ziskat pomocou porovnania dvoch kl'acov).

Vsimnime si najprv horny odhad - budeme uvazovat jeden z najznamejsich algorit-
mov za predpokladu, Ze vstupné hodnoty st rozne (ako sa algoritmus a nasledujica
analyza zmenia, ked tento predpoklad odstranime?)

Algorithm QSort(S)

vyber a € S}

Sl={beS;b<a};

S2={be S;b>a};

return( QSort(S1) . a . QSort(S2 ) )

Co vieme povedat o zlozitosti tohto algoritmu? Merant po¢tom porovnani ju vo
vSeobecnosti vyjadrime nasledovne:

T(IS]) = T(IS1]) + T(|S2]) +n

Cahko vidime, Ze zloZitost podstatne zavisi od konkrétnych velkosti mnozin S1, S2.
Takze zlozitost jednotlivych zaujimavych pripadov dostaneme jednoduchou analy-
zou vztahu velkosti mnozin S1, S2.

Najhorsi pripad nastéva, ak pri kazdom vybere prvku a zvolime prvok, ktory je naj-
mensi alebo najvacsi v mnoZine; mé to za nasledok, ze zlozitost najhorgieho pripadu
je O(n?).

Skiisme sa zamysliet nad priemerngm pripadom. Bez ohladu na to, aké st skutoc¢né
hodnoty triedenych prvkov, na zlozitost algoritmu mé najvacsi vplyv poradie (po

usporiadani mnoZiny) prvku a - tento méa totiz vplyv na mohutnosti mnoZzin S1 |
S2. Preto zlozitost priemerného pripadu vyjadrime nasledovne:

Ukazeme, Ze rieSenim je T'(n) ~ nlogn:
T(n) <

1
= cn+ E{T(O) +Tn—1)+T(1)+Tn—-2)+...T(n—1)+T(0))}

n—1
2
jr— » J— y
= e+ - ZE:O I'(3)
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Dokaz spravime matematickou indukciou.
IP: T'(n) < knlogn,k = 2¢+ 2b

T(2) <en+ 237 (T(i) = 2¢+ 2(T(0) + T(1)) = 2c + 2b
T(n) <cn+ 2{T(0)+T(1)} + %Z;Z; kilogi = cn + 22 4 2k S ilogi
T

n—1 n

n 1 2

Kedze tlogi < zlogrdey = |=2%logx — =—
o 3 itoni < [ aogate = [3tonn - ]

1 2 1 2
<2n2logn —-2- % + 1> < §n2logn — %

— _ 4b  k
tak T'(n) < %h + % 2?221 ilogi < cen+ — — 771 +knlogn < knlogn
n

Uvedomte si, ze pre n > 2,k = 2c+ 2b je cn + %’ — %" <0
Ostalo nam este ndjst dolny odhad na zloZitost problému triedenia. Musime vy-

argumentovat, kolko porovnani minimalne musi pouzit kazdy triediaci algoritmus®.
PomozZeme si abstraktnym modelom; vyuZzijeme rozhodovaci strom. Co to je?

Rozhodovaci strom je neuniformny vypocétovy model - pre kazdy rozsah vstupu
sa konStruuje iny rozhodovaci strom. Rozhodovaci strom pre triedenie n-prvkovej
munoZiny prvkov oznacime RS(n). Opét predpokladame, Ze vstupné hodnoty st
rozne. Ako sa RS(n) zmeni, ak tento predpoklad vynechame?

a<b
+
b<c
+ -
+ - + -
[ a<c<b } [ c<a<b } [ b<c<a ] [ b<a<c }

Obrazok 1.1: Rozhodovaci strom pre triedenie 3 prvkov. Zvyraznend cesta odpoveda
vstupnym hodnotdm a =7,b=2,c=3

e vnutorné vrcholy RS(n) obsahuju porovnanie ?a < b7

e listy RS(n) obsahuju permutéciu a(iy), ..., a(i,) vstupnych hodnot (resp. sprav-
ny vysledok pre dany vstup)

3z triedy porovnavacich algoritmov
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Ako prebieha vypocet? "Postavime sa" do korenia RS(n). V pripade kladnej odpo-
vede na porovnanie "postupujeme" dolava, v pripade zapornej odpovede doprava.
Vysledna permutécia (odpoved) je v liste, do ktorého sme sa dostali.

Zlozitost konkrétneho pripadu je rovna dizke realizovanej cesty v rozhodovacom
strome. Najlepsi pripad je najkratgia cesta od korena do listu, najhorsi pripad je
hlbka stromu. TakZe sa presunieme k analyze binarnych stromov.

Dolny odhad pre zlozitost problému triedenia:

e pocet listov kazdého rozhodovacieho stromu triediaceho n-prvkovii mnozinu
je aspoii n!

e pocet listov bindrneho stromu hibky A je nanajvys 2"
e pocet porovnani je pre konkrétny rozhodovaci strom rovny jeho hibke
e pre lubovolny algoritmus A moZno pre kazdé n zostrojit RSA(n)
n! < pocet listov RSA(n) < 2" , kde h je hibka RSA(n)
4

h > logn! =~ ¢ x nlogn

Ked7e tento vztah plati pre lubovolny algoritmus, je cnlogn dolnym odhadom pre
zloZitost problému triedenia merand po¢tom porovnani.
O

1.4.3 Dolny odhad pre problém minMax

vstup: n-prvkova mnozina S s definovanym usporiadanim
vystup: maximélny a minimélny prvok mnoziny S

Venujme sa dolnému odhadu (zamyslite sa nad efektivnymi algoritmami).

e V prvom rade si treba ujasnit, ¢o budeme povazovat za mieru zlozitosti. Bude
to opat pocet porovnani - takéto algoritmy st nezavislé od skuto¢nej mnoZiny
prvkov; treba len spravne realizovat porovnanie.

e Pri dolnom odhade si opdt pomoézeme abstrakciou; tentokrat to bude stavovy
priestor. V kazdom okamihu rieSenia priradime rozpracovanej tlohe nejaky
stav/charakterizaciu. Mnozina vSetkych potencidlnych stavov potom tvori
stavovy priestor.

e Pociato¢nu situdciu charakterizuje nejaky stav (resp. mnoZina stavov) a vy-
stupné situacia tiez zodpoveda nejakému stavu, resp. mnozine stavov.

e Stav ulohy sa meni len pri vykonédvani nejakych operécii - v naSom pripade sa
stav meni nasledkom porovnania. Takto konkrétnemu priebehu vykonédvania
algoritmu odpoveda cesta v stavovom priestore.

e Dolny odhad na pocet porovnani ziskame argumentaciou o dizke cesty z pocia-
tocného stavu do koncového stavu. Kazdé porovnanie moze zmenit rozloZenie
prvkov v mnozinach, a teda stav. KedZze dlzka cesty tvori dolny odhad na
pocet porovnani, budeme sa zaujimat o dlzku cesty z pociatoéného stavu do
koncového. Ide o "hru" medzi nami a algoritmom. My sa snazime cestu pre-
dlzovat a mame k tomu jediny prostriedok - volbu vstupu. Naproti tomu
algoritmus sa snaZi cestu skracovaf - robi to voIbou krokov (vyberom prvkov,
ktoré sa v tom ktorom okamihu porovnaji).
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Stav (pre problém minMax) je §tvorica (a,b,c,d), kde
a je pocet prvkov, ktoré sa eSte neporovnavali, A meno tejto mnoZiny

b je pocet prvkov, ktoré sa uz porovnavali a v kazdom porovnani boli vécsie, B
meno tejto mnoziny

¢ je pocet prvkov, ktoré sa uz porovnavali a v kazdom porovnani boli mensie, C
meno tejto mnoziny

d je pocet prvkov, ktoré sa uz porovnavali a boli aj mengie aj vicgie, D meno tejto
mnoziny

Stavovy priestor mnozina {(a,b,c,d);a,b,c,d € {0,1,...,n},a+b+c+d=n}
Pociatoény stav je charakterizovany Stvoricou (n, 0,0, 0)
Koncovy stav je charakterizovany §tvoricou (0,1,1,n — 2)
KedZe sa potrebujeme dostat z bodu (n,0,0,0) do bodu (0,1,1,n-2), musi
e prva zlozka (mohutnost mnoziny A) klesnat o n-2,
e tretia a §tvrt4 (mohutnost mnozin B, C) stupnut o 1,
e posledna zlozka (mohutnost mnoziny D) stupnut o n-2.

Vsimnime si, ako jedno porovnanie méze zmenit stav dlohy:

porovnévané prvky | vysledok porovnania | stary stav (novy stav
1 reEAyeA x <y (a,b,c,d) | (a-2, b+1, c+1, d)
x>y (a-2, b+1, c+1, d)
2 reAyeB <y (a,b,c,d) (a-1, b, c+1, d)
x>y a-1, b, c,d+1)
3 reAyeC <y (a,b,c,d) (a-1, b+1, ¢, d)
x>y a-1, b, c,d+1)
4 reAyeD <y (a,b,c,d) (a-1, b, c+1, d)
x>y (a-1, b, c,d+1)
5 r€B,yeB x <y (a,b,c,d) (a, b-1, ¢, d+1)
x>y (a, b-1, c,d+1)
6 xeCyel <y (a,b,c,d) (a, b, ¢-1, d+1)
x>y (a, b, c-1,d+1)
7 reB,yel r <y (a,b,c,d) (a, b-1, c-1, d+2)
>y (a, b, c,d)
8 reCyeD x <y (a,b,c,d) (a, b, ¢, d)
x>y (a, b, c-1,d+1)
9 reB,yeD <y (a,b,c,d) (a, b-1, ¢, d+1)
x>y (a, b, c,d)

Ak si predstavime, Ze porovnavané prvky sa po porovnani prestvaju do prislusnej
mnoziny, musi sa kazdy prvok, ktory skon¢i v mnozine D, najprv presunut do jednej
z mnozin B,C a aZ potom do mnoziny D. Prvky, ktoré skonéia v B, resp. C, sa
zucastnili aspon jedného porovnania. Dolny odhad teda ziskame ako sicet poctu
porovnani, ktorymi sa prvky presund z mnoZziny A plus pocet porovnani, ktorymi
sa prvky presunt z BUC do D.

Uvedomme si, ako savisi nasa "hra"s tabulkou, ktord zobrazuje mozné zmeny sta-
vi. Algoritmus "vybera"hruby riadok, my vhodnou volbou poé¢iatoénych hodnét
mozme ovplyvnit, ktord z moznosti v zvolenom riadku nastala.
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e Pretoze algoritmu nemdzme zabrénit, aby prvky z mnoziny A neprestaval pod-
Ta bodu 1, na presun prvkov z A do B alebo C mé7me poéitat iba n/2 porov-
nani - algoritmus vybral pre nis najhorgiu moznost.

e Kolko porovnani mozno ratat na presuny do mnoziny D? Vidime, Ze posled-
né zlozka sa v jedinom pripade moéze zvysit o 2 (pripad 7). Nie je tazké si
uvedomit, Ze vieme skongtruovat taky vstup, aby kaZdy prvok z mnoZiny B
bol vacsi ako kazdy prvok z mnoziny C (ako?). V takejto situacii pripad 7
nikdy nenastane , a preto na zmenu poslednej saradnice treba minimalne n-2
porovnani.

Dostavame teda

. . n 3n
pocet porovnani > ) +n—2= 5 = 2.

1.5 Amortizovana zlozitost

Vieme, Ze zlozitost je funkcia velkosti/rozsahu vstupu. Pri analyzovani zloZitosti
konkrétneho algoritmu vi¢sinou postupujeme tak, Ze najprv zanalyzujeme zloZi-
tost jednotlivych operécii (¢asto v najhor§om pripade) a potom s&itame cez vietky
realizované operacie. Ked teda mame cyklus, spocitame (vicsinou) zloZitost trva-
nia jednej iteracie a potom prenisobime pocétom opakovani. Inym pristupom je
tzv.amortizovand zloZitost, ked analyzujeme postupnost realizovanych operacii ako
celok.

1.5.1 Metdéda zoskupeni

Princip tejto metdédy spodiva v tom, Ze jednotlivé operacie rozdelime do skupin
a potom analyzujeme skupinu ako celok. Aplikujme na priklad manipulacie so
zésobnikom a s bindrnym pocitadlom.

Priklad 1.1 UvaezZujme ddajovi Struktiru zdsobnik s tromi operdciami

Push(S,x)
vloZi do zdsobnika S prvok x. Cena/zloZitost realizdcie tejto operdcie je 1
Pop(S)
(destruktivne) vrdti vrchng prvok zdsobnika S. Cena realizdcie tejto operdcie
je tieZ 1.
Multipop(S,k)
vyberie zo zdsobnika k prvkov, resp. zdsobnik vyprdzdni, ok v 1iom bolo menej

ako k prvkov. Cena realizdcie operdcie je prirodzene k (resp. pocet naozaj
odstrdnenijch prvkov)

Predpokladajme, Ze mdme postupnost n operdcii, ktoré manipulujid so zdsobnikom
S. Zaujima nds zloZitost realizdcie tejto postupnosti.

Zrejme najhorsia/najtazsia operacia je Multipop, ktorého cena je nanajvys n. Preto
klasicky pocitana zlozitost

pocet realizovanych operécii x zlozitost najtaziej = n-n = O(n?)

Pri pouziti metédy zoskupeni na problém manipulécie so zasobnikom rozdelime
jednotlivé operécie do dvoch skupin.
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I Push dé sa vidy realizovat, vidy stoji 1, preto je celkovy
prispevok skupiny n
I Pop, Multipop nemdzme vybrat viac prvkov ako sme vloZili, preto je

sumarny prispevok tejto skupiny tiez n
Ziskali sme presnejsi odhad zloZitosti — 2n

Priklad 1.2 UvaZujme k-bitové bindrne pocitadlo realizované ako pole A[0. .. k-1].
Hodnota pocitadla reprezentovaného polom Alag . .. ak—1] je

k—1
> AG) -2
1=0

Pripocitanie jednotky mozno vyjadrit takto

INC(A);

10
while (i <k—1 AND A(i)=1) do A(i) «— 0;i — i+ 1
if i <k—1 then A(i) — 1

Ak ako mieru zloZitosti uvazujeme pocet preklopenych bitov, stoji nas jedno prici-
tanie jednotky zrejme nanajvys k. Pri realizovani postupnosti n takychto ingtrukcii
sa tak klasicky dostaneme k celkovému poctu

n-k

Pouzime metodu zoskupeni. Vytvorime k skupin, pricom i-tu skupinu tvori preklo-
penie A(7). Uvedomme si, 7e A(i) sa preklopi v kazdom 2’-tom volani INC'. Preto
celkovi zlozitost vyjadrime

|log n ] n |log n ]
> zsn X g

1.5.2 Metoda suctov

Okrem prirodzenej ceny dostane kazda (sledovana)operacia kredit?. Pri realizécii
operacie platime jej kreditom. Ak je kredit vAcSi ako prirodzena cena operacie,
akoby sme si predplatili nejakd dalgiu manipuldciu s objektami.

cena < kredit zvysné kredity (rozdiel medzi kreditmi a cenou) si ulozime na ucet
k pouzitiu v budicnosti

kredit < cena rozdiel musi operacia doplatit z uétu

Kvoli bezproblémovému realizovaniu postupnosti operécii musime mat ucet v prie-
behu celého vypoctu nezdporny = nesmieme ist do debetu. Ak tomu tak je,
potom sucet kreditov dava horny odhad na zloZitost.

ZASOBNIK
cena, kredit
Push 1 2
Pop 1 0
Multipop | min{k,|S|} 0

4prepoéitaniu na kredity sa niekedy hovori amortizovana cena operacie
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Vsimnime si, Ze hoci je cena realizacie Pop jednotkova, priradili sme tejto operacii 2
kredity — akoby sme si predplatili aj odstrénenie prave vlozeného prvku. Je zrejmé,
7e zlozitost je nanjavys 2n.

PocitabprLo

cena | kredit
nastavenie bitu na 1 1 2
nastavenie bitu na 0 1 0

Hodnota kreditu 2 pri nastavovani prislusného bitu na 1 opéf pocita "s budicnos-
tou" — ked sa nabudice dostaneme na toto miesto, budeme ho musiet preklopit.
Opét Tahko vidno, Ze zloZitost realizovania n binarnych pripo¢itani je 2n. Stadi si
uvedomit, Ze kazdé pripodcitanie jednotky preklopi len jeden bit z 0 na 1 a na 0
preklapam len taky bit, ktory som predtym nastavila na 1 (a teda som si na tato
operaciu usetrila).
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1.6 Zakladné vypoc¢tové modely

Rozvoj pocitacov sposobil, Ze za formélny popis riefenia problémnu moézme pova-
Zovat riefenie napisané v programovacom jazyku. Poéita¢ potom realizuje program
na jednotlivych vstupoch. Hovorime teda o algoritmickom rieSeni problémov.

Ak chceme dokazat, Ze problém je algoritmicky riesitelny, napiSeme jeho riege-
nie v programovacom (algoritmickom) jazyku. Na tejto trovni nie je nutné jazyk
fixovat. Potreba formalej definicie pojmu algoritmus vyvstava, ked chceme hovorit
o riegitelnosti/neriesitelnosti problémov, resp. o takych aspektoch zlozitosti prob-
lémov, ktoré st nezavislé od vyberu konkrétneho z rozumnej triedy modelov.

Stretavame sa s viacerymi modelmi vypoctov. Potrebujeme, aby bol model
jednoduchy, s malym poc¢tom jednoduchych elementarnych instrukciii, ale pritom
aby odrazal naSe intuitivne vnimanie pojmu algoritmu/algoritmicke]j rieSitelnos-
ti/vypocitatelnosti. Za takyto model sa berie Turingov stroj (TS). V suvislosti so
skiamanim zlozitosti konkrétnych problémov sa tiez tuduje tzv. RAM.

1.6.1 (M)RAM

V tejto Casti sa budeme venovat abstraktnému vypocétovému modelu, ktory pripo-
mina asembler. (M)RAM je skratkou z anglického Random Access Machine, teda
pocdita¢ s priamym pristupom do paméti.

(M)RAM = Program + Datova Struktira (pamit)

(M)RAM je model potitaca von Neumanovského typu - pamit, program, ¢itac in-
strukcii. Pri jeho definovani teda musime popisat sposob komunikaciu s okolim —
vstupy/vystupy; organiziciu pamite a sposob jej adresécie; programovaci jazyk,
¢ize zakladné inStrukcie. Abstrakcia tohto modelu je najma v jeho potencidlne ne-
konec¢nej paméti.

Pamit je pole registrov, v ktorych sa nachadzaju ¢isla. Pritom predpokladame
— velkost registrov je neobmedzena/operacie nad nekonetne velkymi ¢islami
— pocet registrov je neobmedzeny
— priamy pristup do kazdého registra (indexovanie)

Vstup je koneéna postupnost celych &isel, ktoru ¢itame zlava doprava. Predpo-
kladdme jednosmerné ¢itanie, ¢o znamené, Ze po vykonani jednej operacie nacitania
sa "Citacia hlava"nastavi na dalsie ¢islo v poradi.

Program je kone¢nd postupnost instrukcii. Nech

i oznacuje ¢islo zo vstupu

c(j) oznacuje obsah registra R(j)

P je ¢itac instrukcii (¢islo prave vykondvaného riadku programu); kazda instrukcia zvysi
jeho hodnotu o jedna, ak to skokovou instrukciou nie je uréené inak

X je Tubovolny operand typu

=j (konstanta),
j (priama adresacia)
*j (nepriame adresovanie)

R(0) oznacuje akumulétor

x je Gislo j, obsah registra R(j)
adresné médy T je *j, obsah registra, ktorého ¢islo je ulozené v registri R(j)
T je =7, priamo &islo j
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instrukcia operand sémantika

READ i (i) « ¢islo zo vstupu
READ *1 ¢(c(i)) « ¢islo zo vstupu
STORE J c(j) < ¢(0)

STORE *j e(e(j)) < ¢(0)

LOAD x c(0) — z

ADD x c(0) —c(0) + =

SUB x c(0) «— ¢(0) — x
JUMP j P j

JPOS J if ¢(0) >0 then P+ j
JZERO J if ¢(0) =0 then P« j
HALT ukonéenie vypoctu
WRITE —j j

WRITE j c(5)

WRITE *7j c(e(4))

Na RAM sa mozeme pozerat dvomi spdsobmi

1. RAM podita funkciu f. Niekedy sa stretneme s tym, Ze v takomto pripade
sa nepouzivaju inStrukcie WRITE, ale za vystup po zastaveni vypocétu sa
povazuje obsah akumulatora.

2. RAM déva ako vysledok viacero ¢isel. Vtedy sa pouziva aj inStrukcia zapisu.
Vystup je postupnost celych ¢isel. Po zapisani ¢isla na vystupe sa hlava postiva
d'alej, ¢o znamend, ze vysledkom je postupnost isel zapisani na vystupnej
paske.

Ako je to s definovanim zlozitosti? Prirodzené by bolo definovat ¢asovi zlozitost ako
pocet vykonanych ingtrukcii. Vzhl'adom k tomu, Ze méme potencidlne nekonecny
register a teda potencidlne nekonecne vel'ké &isla, asi by to niekedy bolo zavadzajice.
Preto sa rozlisuji dva roézne pristupy

Pri jednotkovej cene je manipulacia s ¢islom /registrom jednotkovej zloZitosti

e ¢as je pocet vykonanych instrukcif
e priestor, resp. pamit je poet pouzitych registrov

Je zrejmé, ze jednotkové cena odraza zlozitost vtedy, ak velkost ¢isel (dlzku zépisu)
moézme ohrani¢it konstantou. Vtedy manipulaciu s ¢islom mézme povazovaft za kon-
Stantu; ked'ze vid§inou nas zaujima asymptotické spravanie zloZitosti, je vacSinou
jedno, & uvazujeme O(f(n)) alebo O(cf(n)), kde ¢ je konstanta.

Logaritmicka cena berie do uvahy velkost ¢isel, s ktorymi pracujeme. Cena in-
strukcie nie je 1, ale |logi|+1, kde 4 je najviicsia absolutna hodnota z ¢isel, s ktorymi
pri vykonédvani danej ingtrukcie manipulujeme (niekedy aj pocet bitov, ktoré sa pri
vykonani in§trukcie spracuji; rozdiel v tychto dvoch definiciach je v multiplikativne;j
kongtante). Analogicka dvaha je pre pamitova zloZitost, kde velkost (cena) pou-
7itého registra nie je jednotkova, ale je to maxiména dizka &sla, ulozeného pocas
vypoc¢tu v tom-ktorom registri.

e ¢as je sucet cien vykonanych instrukecii

e pamiit je sudet cien vSetkych registrov, pouzitych v priebehu vypoctu

Vidime, ze logaritmické cena odstranuje — z hTadiska zlozitosti — abstrakciu RAMu,
ktorou je dvojrozmerné nekoneénost paméte - pocet registrov aj ich velkost mozu
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byt nekone¢ne velké. Ak pracujeme s nekone¢ne velkymi ¢islami, st vietky povolené
operacie RAMu linedrnej zlozitosti vzhladom na dlzku binarneho zapisu. Teraz uz
asi vidno, preco sme pri definovani aritmetickych operécii nedefinovali nésobenie a
delenie. Suvisi to s tym, Ze algoritmy nasobenia a delenia nie si linearne. Je zrejmé,
ze pridanim néasobenia a delenia

e neovplyvnime vypoctova silu RAMu
e zlozitost nebude tuplne zodpovedat tomu, ¢o ofakavame

Model s nasobenim a delenim je v8ak uZito¢ny, preto ho budeme pouZivat a budeme
ho oznadovat MRAM.

MRAM je RAM, ktory ma navyge inStrukcie

DIV celoc¢iselné delenie
MULT nasobenie

Ked7e nie je jednoduché poéitat logaritmicki zlozitost presne, postupujeme vacsi-
nou tak, Ze vypocitame zlozitost pri jednotkovej cene a prenasobime ju maximalnou
dizkou ¢isla, ktoré sa v priebehu vypoétu pouzilo. Ziskame tak horny odhad na lo-
garitmicki zlozitost.

Uloha: Napiste RAM pre problém triedenia. Zacnite s jednoduchym (z hladis-
ka programovania, nie efektivnosti) algoritmom Bubblesort. Uréte zlozitost Vasho
programu pri jednotkovej aj logaritmickej cene.

Uloha: Napiste RAM pre problém Insertsort. Uréte zlozitost Vasho programu
pri jednotkovej aj logaritmickej cene.

Uloha:  Napiste RAM, ktory nacita "refazec"—postupnost ¢isel: n,ai,...,an,
kde a; € {1,2}*. Na vystup vypiSe:

>
1. as,a1,a3,04,...,a,,an—1 alebo ag,a1,as,aq,...,0,—2,0n-1,a, podla toho,
& je n parne alebo neparne

2. 1 ak tvori vstupna postupnost palindrém (a1 ...a, = ayn . ..a1)

3. 1 ak vstupna postupnost obsahuje ako suvisly podretazec palindrom dizky
aspoi n/2

4. 1 ak ¢&islo, ktorého desiatkovym zapisom je vstupna postupnost, je prvocislo

Uréte zlozitost Vasho programu pri jednotkovej aj logaritmickej cene.

1.6.2 Zakladny model Turingovho stroja

V tejto asti sa budeme venovaf z nejakého pohladu najjednoduchgej verzii Turin-
govho stroja (TS) - bude to model, ktorého vypoctova sila je ekvivalentna tomu, ¢o
povazujeme za algoritmicky riesitelné. Analogicky ako v pripade (M)RAMu ide o
abstaktny vypoctovy model, kde abstrakciou je jednak ztZzenie mnoZziny elementar-
nych in§trukcii a na strane druhej uvazovanie neobmedzene velkej paméte.

Pamét TS je (jednosmerne)potencidlne nekone¢nd péska, tvorend potencialne neko-
nec¢nou postupnostou poli¢ok. Kazdé policko moze obsahovat prave jeden z konecnej
mnoziny symbolov. Vstupné slovo je na zadiatku ulozené v stvislom bloku po sebe

MRAM
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idacich policok, éitacia hlava je nastavena na prvom symbole vstupného slova. Lavy
okraj pasky budeme oznacovat §pecidlnym symbolom §. Ostatné policka obsahuja
Specidlny znak, tzv. B (blank), ktory vyjadruje to, Ze policko je prazdne. Prechodo-
vé funkcia na zéklade symbolu pod hlavou ( v tomto pripade ¢itacou i zapisujtcou)
a stavu kone¢nostavovej riadiacej jednotky urcuje novy obsah polic¢ka pod hlavou,
novy stav a posun hlavy (nanajvys o jedno poli¢ko dolava, resp. doprava).

Turingov stroj ~ Definicia 1.1 Turingov stroj je Sestica T = (3,1, K, qo, 6, '), kde

3 B,$¢ X, je koneénd neprdzdna mnoZina symbolov, tzv. vstupné abeceda,

;¥Cr je konecénd neprdzdna mnoZina symbolov, tzv. pracovné abeceda

K je konecénd neprdzdna mnoZinag stavov

qo,q0 € K je pociato¢ny stav

F,F CK, jemnoZina koncovych/akceptujucich stavov

J: Kx{l-$}—- Kx{I'-B} x{0,1,-1} UK x$ — K x$x{0,1,}
je prechodova funkcia

konfigurdcia TS Konfigurdcia C Turingovho stroja T je refazec aqf, kde af je celd neprazdna cast
pasky , ¢ je stav, hlava T' je umiestnend na prvom policku-znaku z 3. Uvedomme
si, Ze konfiguracia je len dohodnutym popisom kompletnej informécie o stroji T'.

pociatoénd kon- Pociatoénd konfigurdcia je Co = qoaias...an, kde aias...a,, je vstupné slovo. Je
figurdcia zrejmé, ze Cy popisuje situdciu na zaciatku vypoctu.

krok vypoctu Elementarnymi inStrukciami stroja T' st zrejme prvky prechodovej funkcie §. Apli-
kovaniu prechodovej funkcie hovorime krok vijpoc¢tu. Hovorime, Ze konfiguraciu C;41
vieme dostaf z konfiguracie C; v jednom kroku, zna¢ime C; — C;y1, ak

Ci = Qa102...;9aj41Aj42...Am A&

a1Q2...6;pbajt2...am, pricom (p,b,0) € 6(g,a;+1); hlava stoji
Ciy1 = ¢ aias...a;bpajia...an, pritom (p,b,1) € §(q, aj+1); hlava sa hybe doprava

a1az...pa;baj z...am, pricom (p,b, —1) € §(q, a;j41); hlava sa hybe dolava

Symbolom —* oznacujeme reflexivny tranzitivny uzaver —.

vypocet Vijpocet Turingovho stroja T je postupnost konfiguracii Cy, C1, Co, ..., Cy,, pricom
Cy je pociato¢né konfiguracia a C; — Ciqq.

TS ako akceptor Ked TS pouZivame ako akceptor, inymi slovami, ak na TS riesime rozhodovacie
problémy, zaujima nés, ¢i vstupné slovo patri alebo nepatri do prislu§ného jazyka.
V takom pripade sa zvykne hovorit o akceptujiicom vijpocte. Akceptujici vypocet je
vypocet, ktory koné¢i konfiguraciou so stavom z mnoZziny koncovych stavov (ktorému
sa vtedy hovori aj akceptujuci stav). Potom jazyk L akceptovany TS T je mnoZina
slov
L(T) = {wlgow —* agB,q € F}®

TS ocitajuci
R p J 5Uvedomme si, Ze sme nedpecifikovali, ako sa m4 skonéit vypocet na takom vstupe, ktory nepatri
funkczu do daného jazyka. Ak k danému jazyku L vieme skongtruovat taky TS, ktorého vypoéet na kazdom

vstupe skonéi, vtedy je L rekurzivny jazyk; hovorime tiez, ze TS jazyk L rozhoduje/rozpoznava.



1.6. ZAKLADNE VYPOCTOVE MODELY 25

Ak povazujeme TS za model pocitaca, chceli by sme, aby na vstup reagoval vy-
stupom. KedZe méame (zatial) len jednu pasku, musime aj vystup napisat na hu.
V takomto pripade od koncovej konfiguricie C,, vyZadujeme, aby sme na paske
videli/nagli vystup. Nech teda Cy, C1, Cy, ..., Cp, je vypocet TS T
Konfiguricia C,,, = amqfBm je koncovd, ak
qgeF
Bm = Ym#y, pricom y je vijstup /vysledok.
Je zrejmé, Ze akceptor dostaneme aj tak, Ze y € {0, 1}.

Uloha: Napiste TS, ktory rozhoduje jazyk

o L ={wecw | w e {a,b}*}
o [ = {ww € {a,b}*}

Ak je prislusny TS taky, ze vieme zarudit koneény vypocet len na slovach z jazyka a pri vstupoch,
ktoré z jazyka nie st sa moze stat, ze vypocet je nekoneény, vtedy TS jazyk akceptuje a prislusny
jazyk je rekurzivne vy¢islitelny.
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Kapitola 2

Zakladné metody tvorby
efektivnych algoritmov

2.1 Rozdel'uj a panuj

Tato metodda je jednou z najcastejSie pouzivanych metod. Aplikujeme ju vtedy, ak
rieSenie tlohy vacsieho rozsahu vieme ziskat vhodnym zlozenim vysledkov podiiloh
mengieho rozsahu ale toho istého charakteru. Ulohu potom rie§ime rekurzivne.
Schématicky sa rieSenie problémov metdédou rozdeluj a panuj da popisat nasledovne

e Rozdel ulohu U(n) rozsahu n na niekolko poduloh U(ni),...,U(ng) toho
istého charakteru ale mensieho rozsahu

e Vyries jednotlivé alohy U(nq),...,U(ngk)

e Ak st rozsahy tloh U(nq),...,U(ny) prilis velké, pouZi opakovane princip
rozdel'uj a panuj

e Zlozriesenie R(n) tlohy U(n) z rieSeni R(nq), ..., R(ng) tloh U(ny),...,U(ng)

| Uloha Um)

R )"f .---'"'n_

T t S -

Uinl} U(n2) Uink)
l ¥ = S

Rinl) | R(n2) Rink)

-, [ P =

s H'ull e
L
Riedenie R{n)

Ak oznacime T'(n) zloZitost rieSenia nasho problému pre rozsah vstupu n, tak

T(n) = zlozitost rozkladu U(n) na U(nq),...,U(ng)+
+ T(n1) +T(n2) + T(ne)+
+ zlozitost zlozenia vysledku.

Skor, ako si povieme o rieSeni uvedenej rovnice, jeden priklad.

27
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Priklad 2.1 Majme probléem MinMax minMazx
vstup: S ={ay,as,...,an},a; € A, kde A je mnoZina s usporiadanim
vystup: Mazimdlny a minimdlny prvok mnoZiny S

miera zloZitosti: pocet porovnani

Algoritmus 1 Rozdeluj a panuj

if |S| = {a} then return (a,a)

if |S| = 2 then return (a,b), kde a,b € S, a < b

else rozdel S na dve rovnako velké disjunktné mnoziny Si, S2;
minl, maxrl — minMax(S1);
min2, max2 — minMax(Sz2);
return (min{minl, min2}, max{mazl, maz2});

Zlozitost algoritmu budeme kvoli jednoduchosti analyzovat pre pripad n = 2.

1, ak n=2
T(n) =
2T (n/2)+2 pren> 2

Riesenim tejto rekurentnej rovnice dostdvame

T(n) =2T(n/2) +2=202T(n/4) +2) +2=... =
=2 T+ L 2 =2 42 -1 1=

Odvodili sme zloZitost najlepsieho i najhorsieho pripadu pre pripad n = 2*. Dd sa
ukdzat, Ze zloZitost merand poctom porovnani sa vylepsit nedd, a tak v tomto pripade
pouZitie metddy rozdeluj a panuj viedlo dokonca k optimélnemu algoritmu.

Veta 2.1 (metoda rozdel'uj a panuj) Nech a,b, ¢ si nezdporné raciondlne &isla,
n = c*. Potom riefenim rekurentnej rovnice

b ak n=1

O(n) pre pripad a < ¢
T(n) = { aT(n/c)+bn pren >1

T(n) =< O(nlogn) pre pripad a =c
O(n'°%< %)  pre pripad a > c

Dékaz: Vsimnime si niekol'ko prvych ¢lenov sactu

T(n) =aT(n/c)+bn=a(aT(n/c®)+bn/c)=a*T(n/c?)+bnajc+bn =
= a*(aT(n/c®) +bn/c®) +abn/c+bn=... =
s 4 b 35 0 (o)
Rovnicu doriesime podla vztahu a, c.
a<c Y&t (%)z konverguje = O(n)

a=c (%) =1, preto Z,liozggnfl (%)z =logn = O(nlogn)

a>c ny’é o (%)Z je geometricky rad so stuctom O(n!oc )

Preco hovorime tejto vete, Ze je to veta o metdde rozdeluj a panuj?
ak

e delenim ziskame a podiloh rovnakej velkosti - rozsahu n/c
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e rozklad a zloZenie vysledku vieme spravit v linedrnom ¢ase

tak zlozitost ziskaného algoritmu je vyjadrend prave vzfahom z vety 2.1 a je preto
nanajvys polynomiélna.
Bez dokazu uvedieme vSeobecnejSie znenie vety 2.1.

Veta 2.2 (master theorem) Nech a > 1,b > 1 su konstanty, f(n) je funkcia a
nech T'(n) je funkcia na nezdpornijch celijch cislach definovand nasledujicou reku-
Tenciou:

c ak n—=1
T(n) = { aT(n/b)+ f(n) pren >1

Potom T(n) asymptoticky odhadneme nasledovne:
f(n) = O(n'°8 2=2) pre nejaki kondtantu ¢  potom T(n) = O(n'°% 2)

O(n'os» @) potom T(n) = O(n'°8 @ Inn)
O(n'ogvate) af(n/b) < df(n),c <1  potom T(n) = O(f(n))

=
2
I
=
2
I

=
S
[

2.1.1 Nasobenie velkych ¢isel

UvaZujme néasobenie n-bitovych &isel v situacii, ked v jednotkovom ¢ase vieme naso-
bit len jednociferné &isla (alebo ¢isla ohranicenej dlzky). Klasicky skolsky algoritmus
vedie k zlozitosti O(n?) aritmetickych operacii. Aplikujme met6édu rozdel'uj a panuj.

Pri priamociarom pouZiti metody rozdeluj a panuj vyjadrime kazdy z retazcov X,Y priamociare po-
dlzky n pomocou dvoch retazcov dlzky n/2. Ich vynasobenim dostavame algoritmus, uZitie
ktorého zlozitost ostala O(n?).

X=X1X2 X=Xi2"?+X, V=YY Y =Y224Y,

XY = (X12"2 + Xo) (Y122 4 Ya) = X1 V12" + (X1 Ya + XoY1)22 4+ X, Y,

\
T(n) = 4T (n/2) + bn = O(n?)
Zda sa, Ze nam tento pristup nepomohol. Aby metéda rozdeluj a panuj viedla k

efektivnejsiemu algoritmu, museli by sme pouzit menej ako 4 nasobenia.

Ked si vSimneme, Ze rozumnejsie po-
uZitie
(a+b)(c+d) =ac+ (be+ ad) + bd

mohli by sme postupovat nasledovne:

U<—X1Y1 V<—X2Y2 W<—(X1 +X2)(Y1 +v 2)
4
XY =U2"+(W-U-V)2"/? 4V

Pre zlozitost tohto pristupu plati T(n) = 2T(n/2) + T(n/2 + 1) + cn. Ostalo
nasobenie n/2 a n/2 4+ 1 bitovych &sel. Tu v8ak moézme postupovat podobne —
n/2 + 1 bitove ¢isla mézme "rozlozit" na 1 bit a n/2 bitov. To vedie k nahradeniu
nasobenia n/2 + 1 bitovych ¢isel jednym nasobenim n/2-bitovych &isel.
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(X1 + X3) = A1 Ay, pricom A; je jednobitové ¢islo
(Y1 4Y3) = B1Bs, pritom B je jednobitové &islo

Potom

(X1 4+ Xo) (Y1 +Y2) = (41272 4 A5)(B12"/2 + By)
= A1B12"—|—A2312"/2 +A1822n/2—|—A2B2

T(n) = 3T(n/2) + cn = O(n'°823)

2.1.2 Strassenov algoritmus niasobenia matic

UvaZujme problém nasobenia dvoch §tvorcovych matic stupha n x n. Ak postupu-
jeme podla definicie nasobenia matic, ziskany algoritmus je zlozitosti O(n?) arit-
metickych operacii. Ak uvazujeme, Ze prvky matic si z okruhu, mézme sa pokusit
pouzit metédu rozdeluj a panuj:

A A By Bz \ _ ([ Cin Cu
Azr Agp By By Co1 Ca
Cii = AuBu + ApBy Co1 = AnBii + AxBo
Cia = AubBi2 + Ai9B2 Cos = A21Bia + AxBa
Priamociare pouZitie metody rozdeluj a panuj opét vedie k zloZitosti, ktora nie je
vylep§enim.
T(n) = 8T (n/2) +cn? = ... = O(n®)

VylepSenie ziskame uSetrenim jedného nasobenie na tkor narastu poctu scitani a
od¢itani. Nasobenie dvoch matic rozmeru 2x2 méZme spravit nasledovne:

= (a1 + ag2)(b11 + b22) Ci1 = P+S-T+V
= (a1 + a22)bi; Cis = R+T
= ai1(biz — ba2) Cy = Q+S5

azz(bar — bi1) Cy = P+R—-Q+U

(@11 + a12)b2o
(a21 — a11)(bi1 + b12)
= (a12 — a22)(ba1 + b22)

<SSO
I

Aplikovanim uvedenych vztahov a metdédy rozdeluj a panuj dostavame rekurzivny
algoritmus, ktorého zlozitost vyjadrime rekurentnou rovnicou

TT(n/2) +an?, n>2

Riesenim tejto rovnice je O(n'°&27).

Pritom sme predpokladali, ze n = 2¥. Co v pripade, ak to nie je pravda
e doplnit nulovymi riadkami a stlpcami na najblizg§iu mocninu dvojky;
e pri parnom n priame pouitie, pri neparnom n doplnit jeden riadok a stipec
e doplnit na najbliZsie také &islo m, ze m = 2"p a potom po rozmer p X p aplikuj
rozdeluj a panuj, pri rozmere p X p priamo vynasob

2.1.3 Vyhladavanie k-teho najmensieho prvku

vstup: S ={a1,as,...,an},a; € A, kde A je mnozina s usporiadanim,
keN
vystup: k-ty najmensi prvok mnoziny S

miera zloZitosti: pocet porovnani
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Zaujima néas teda k—ty najmensi prvok, nevyzadujeme, aby mnoZina bola utriedena.
Na rieSenie by sme mohli pouZit jednoduché algoritmy.

1. utried a vyber k-ty najmensi prvok O(nlogn)
2. k-krat hladaj minimum O(kn)
3. resp. porovnanim vstupnych hodnot k,logn zistit, ktory z uvedenych algorit-

mov je pre dany vstup vyhodnejsi. O(min{k,logn} - n)

Vyuzitim metddy rozdeluj a panuj ziskame algoritmus Select(k, S).

Algoritmus 2 Select(k,S)

1: if S < 50 then utried a najdi k-ty najmensi
2: else

3: rozdel S do 5-tic a utried v ramci 5-tic

4 vytvor mnozinu M strednych prvkov

5 m:=SELECT(M/2, M)

6: vytvor mnoziny Si,S2

7 Si={a€esS; a<m}

8 S ={a€esS; a>m}

9: if |S1| > k then return SELECT (k, S1)
10: else

11: if |S1 + 1| = k then return m
12: else return SELECT(k,S2)

Korektnost algoritmu l'ahko ukiZeme indukciou vzhladomk velkosti mnoziny S.

Zlozitost algoritmu: ozna¢me T'(n) zlozitost pre |S| = n. Potom

Ry s -] o ]
A L
3,4 zlozitost O(n) S A "
5 T(n/5) SS 8 ¢ o
68  O(n) W
- o A ; . \ .
912 O(max{T(15:]), T(1S:1)}) e
I.lj\ .-'-": g
i o "
-~ Fary -
a o B A %
Kedze |S11,]S2| < 3|S|/4, dostavame 1A I o
0 o n -'-"n
=] [=] - P

T(n/5)+T(3n/4) +cn, 50<n
cn, n < 50
Matematickou indukciou sa da ukazat: T'(n) < 20cn.

T(n) <

2.1.4 Nasobenie Booleovskych matic

Majme problém nésobenia dvoch booleovskych matic. Nakolko booleovské matice
netvoria okruh, neméZme priamo pouZit Strassenov algoritmus nasobenia matic.
Mozme v8ak vnorit booleovské matice do okruhu, tam pouzit Strassenov algoritmus
a potom sa vratit naspét.

Majme booleovské matice A, B. Nech su¢inom A-B = C. Predstavme si, ze budeme
matice A a B nasobif v okruhu Z, 1, kde n je rozmer matic A, B. Vysledkom
tohto nasobenia nech je matica D. Aky je vzfah medzi maticami C' a D?

D(ij)=0 & C(ij)=0
D(i,j);éO & C(i,j) 1
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Takze z matice D vieme pozadovant maticu C ziskat v ¢ase timernom velkosti ma-
tice C, D.

Nasleduje algoritmus, ktory je lepsi ako klasicky 8kolsky algoritmus nésobenia,
hoci véicsej zlozitosti ako Strassenov algoritmus. Rozdelme maticu A na stlp-
ce Ay,..., A, hrabky logn a maticu B na riadky By,..., By, hrubky logn, kde

m = n/logn. Potom m m
A-B=Y A;-Bi=) C;
i=1 i=1

Pokial by sa nam podarilo ziskat suéin A; - B; v ¢ase O(n?), ziskame algoritmus
zlozitosti O(n3/logn). Uvedomme si, Ze j-ty riadok matice C; vznikol tak, ze sa
sCitali tie riadky matice B; , ktoré odpovedali jednotkdm v j-tom riadku matice A;.
Ked7e vEetkych moZnych riadkov matice A; je n, je aj pocet vSetkych moZnych
riadkov matice C; len n. Najprv vSetky tieto potenciilne riadky predvypocitame
do tabulky TAB, a potom pouZzijeme ten, ktory potrebujeme.

Pri fixovanom ¢ TAB pocitame nasledovne:

TAB(0) = 0000...0

TAB(j) = TAB(j — 2%) + B;(k + 1), kde 2F < j < 281 a B;(t) oznacuje
t-ty riadok odspodu matice B;(kazdé &islo povazujeme za
binarny retazec dizky logn. Potom odéitanie 2¢ odpoveda nahradeniu
vodiacej jednotky v bindrnom zapise ¢isla j nulou)

Ako pomocou TAB ziskame maticu C? Nech bin(v) oznacuje ¢islo, ktorého binarnym
zépisom je binarny retazec v. Potom

Ci(j) = TAB(bin(A;(3)))

Algoritmus 3 BoolNasobenie

1: rozdel maticu A na stipcové podmatice A1, As, ..., Am
2: rozdel maticu B na riadkové podmatice B1, Ba, ..., By,
3: vytvor nulovi maticu C

4: for i=1 to m do

5 vypocitaj TAB

6 for j =1 ton do

7 C(j) = CG) & TAB(bin(Ai(5)))

Aka je zlozitost tohto algoritmu?
— riadok 5 vieme realizovat so zlozitostou O(n?)
— cyklus na riadku 6 sa realizuje v ¢ase O(n?)

— cyklus na riadku 4 opakujeme m, ¢ize n/logn krat

Preto je vysledné zlozitost O(n3/logn).



2.2. DYNAMICKE PROGRAMOVANIE 33

2.2 Dynamické programovanie
Zagnime s prikladom.

Priklad 2.2 Uvazujme sitaZ dvoch rovnako silnyjch druZstiev A, B, ktoré hraji pro-
ti sebe zdpasy. Pre kaZdy zdpas je rovnako pravdepodobné vitazstvo druistva A i B.
Nech (i,j) je dvojica prirodzenijch cisel. Hovorime, Ze druzstvo A vyhralo sataZ s
parametrami (7,j), ak A dosiahne i vitazstiev skor, ako B dosiahne j vitazstiev.
Nasou ilohou je vypocitat pravdepodobnost P(i,j) toho, Ze A vyhrd sitaZ s para-
metrams (i,7).

Analyzou dostdvame
e P(0,j)=1,;7>0

e P(i,0)

0,3>0
o P(i,j) = 3(P(i,j — 1)+ P(i — 1,5)), i,j > 0!

Tento rekurentny vztah navddza na pouZitie metédy rozdeluj a panuj. Ak za wvel
kost vstupu berieme n = i + j a ako mieru zloZitosti uwvaZujeme pocet priradeni a
aritmetickyjch operdcii, potom metdéda rozdeluj a panuj vedie k zloZitosti

(1)
T(n)

1
2T(n—1)+3 = 2(2T(n—2)+3)+3=2T(n—2)+2-3+3
=243 2 2

Lahko vidime, %e hornij odhad je exponencidlny.
Cim je sposobend tato velka zlozitost?

e Vieme sice z riefenia mengich podproblémov poskladat rieSenie vacsieho pod-
problému, ale pri rieSeni sa vygeneruje exponencialne vel'a mengich podprob-
lémov mengieho rozsahu.

e Vieme, Ze je len polynomiélne vela problémov mengieho rozsahu. To ale zna-
mena, ze niektoré sme pocitali niekolkokrat.

Pri metode rozdel'uj a panuj sme velky problém rozdelili na mengie, ktoré mohli byt
rieSené nezavisle. V pripade met6dy dynamického programovania je tento princip
dotiahnuty do extrému:

e riefime postupne VSETKY problémy (toho istého charakteru) MENSIEHO
rozsahu; postupujeme systematicky od mensieho rozsahu k vi¢siemu

e rieSenia si ukladame k d'alSiemu pouZitiu
e pouzivame, ked je poet problémov mengieho rozsahu rozumny
Nevyhodou je, ze mozeme potrebovat velka pamét.

Casté pouzitie tejto metody je pre taky typ optimalizacnych tloh, kde si rieSenie
moZno predstavit ako postupnost nejakych rozhodnuti. V tejto situacii my hfadame
taki postupnost rozhodnuti, ktora niec¢o optimalizuje.

Abysme mohli pouzif dynamické programovanie, musi sa optimalita dedif. Zname-
na to, ze bez ohladu na to, aké bolo prvé rozhodnutie, zvysné rozhodnutia musia

sutaZ druZstiev
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tvorit optimalne rieSenie pre situaciu, ktorad nastala po prvom rozhodnuti. Inymi
slovami, ak sicastou optimalneho rieenia vii¢gieho problému je rieSenie mengieho dedenie optima-
problému, je toto rieSenie optimalnym pre dany podproblém. lity

Formalnejsie. Nech

e S) je situdcia na zaciatku.

e {ry,...,m,} je mnoZina rozhodnuti, ktoré moézme urobit v prvom kroku

e S; je situacia po aplikovani rozhodnutia r;

e I'; je optiméalna postupnost rozhodnuti pre situdciu S;
Hovorime, Ze tloha (problém) spliia princip dedenia optimality, ak o optimdlnom
rieSend situdcie Sy plati, Ze vznikne vijberom naglepSieho z rieseniri'y, rolo, ..., k.
2.2.1 Sataz dvoch druzstiev
Pouzime na vypocet hodnoty P(i,j) metoédu dynamického programovania.

e P(1,0)=P(2,0)=...=P(n,0)=0

e P(0,1)=P(0,2)=...=P(0,n) =1

. P(i,j) = P(ifl,j);P(i,jfl)

Hodnoty budeme pocitat postupne, zatneme s rozsahom problému 1, potom prej-
deme k rozsahu 2, ... Vypocéitané hodnoty ulozime do tabulky.

PO3)-1 P4 |
PO2)-1 [P12) |P@22) |
PO4)-1 [P [ESEXD |P3,1) |
P(1,0)=0 |[P(20)-0 [PB0O)-0 [PA0)-0 |

Obrazok 2.1: Vypocet P(i, j)

VzhlTadom k zavislosti vé¢Sieho podroblému na mengich je v tomto pripade zrej-
mé, ze pri vypliiani tabulky mo6zme postupovat po diagonalach, ktoré odpovedaji
jednotlivym rozsahom problému.

Algoritmus 4 DP-1

1: for s+ 1 ton do

2: P(0,s) « 1; P(s,0) < 0;

3: for r — 1tos — 1 do

4: P(r,s) <« (P(r—1,s) + P(r,s — 1))/2

ZloZitost Analyzujme teraz zlozitost algoritmu DP —1

éas Pocitame 2+3+...+(n+1) hodnot. Na vypocet kazdej z nich sta¢i konstantne
vela ¢asu. Celkovo teda mame O(n?).

1S pravdepodobnostou 1/2 vyhra prvii hru A. Potom mu ostava vyhraf i — 1 hier skor, ako B
vyhré j hier. Analogicky, s pravdepodobnostou 1/2 vyhra prva hru B. Potom A musi vyhraf ¢
hier skor, ako B vyhra j — 1 hier
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pamit vi&imnime si rozmer tabulky

— tabul'ka je velkosti O(n?)
— pri vypoc¢te sa hodnoty zapisuji po diagonalach, pricom nova vznika z
informacii v starej; lahko vidno, Ze sta¢i priestor dvoch diagonal

— pri lepgej manipulacii sta¢f len priestor jedinej diagonaly?

2.2.2 Nasobenie n matic

Vstup: matice My, ..., M,, priCom rozmer matice M; je r; X $;, ri41 = S;. problém
Vystup: matica M = M; x ... x M,

Zamyslime sa nad tym, ¢im mozme ovplyvit zlozitost vypocitania tohto sicinu. Su
to

e efektivnost algoritmu pouzitého na vynasobenie dvoch matic
e poradie, v ktorom matice budeme nasobit

Ml =10 x 20 Z\/fl X ((Afg X ]\/[3) X M4) = 12200
Z\/fg =20x5 (M1 X Mg) X (M3 X ]\14) = 1550
]\/[3 =5x100 M1 X (M2 X (M3 X M4)) =800
M4 =100 x 1 (Ml X (MQ X Mg)) X M4 = 31000

Ako vidime, rozne ozatvorkovanie/poradie nasobenia mé vplyv na vyslenu zloZitost.
M4 preto zmysel najprv predvypocitat vhodné uzitvorkovanie vstupnej postupnos-
ti matic tak, aby sme pri ich nasobeni pouZili (pri fixovanom algoritme nasobenia
dvoch matic) ¢o najmensi pocet aritmetickych operacii. Dostali sme sa takto k
optimalizacnej dlohe, ktora by sa mohla dat riesit metédou dynamického progra-
movania. Presved¢ime sa o tom :

e rieSenie hladame ako postupnost rozhodnuti — ktoré dve matice maja byt v
tom ktorom kroku nasobené?

e plati princip dedenia optimality
Nech M;; oznacuje maticu, ktord vznikla vynésobenim M; X M; 1 X ... x Mj.
Nech A je optimalne poradie nasobeni, ktoré je také, Ze poslednym nésobenim
je nasobenie My, X Mjy1 . Je zrejmé, ze v A museli matice My, aj Myy1p
vzniknit optimélnym nasobenim, lebo v opatnom pripade by sme ich vypocet
v A nahradili poradim, ktoré by zmensilo celkovi zloZitost.

Oznac¢me cena(i, j) — poet operacii na ziskanie su¢inu matic M; X M1 X ... x Mj.
Potom zrejme

cena(i, j) = cena(i, k) + cena(k + 1, 5) + zlozitost vynasobenia My, X Myt1 p-

(MiX]\/[7;+1X...X]\/[k)X(MkJrlX...XMj)

Mk Mi41,5

Ozna€me m; ; optimélny pocet sledovanych operacii postacujicich na ziskanie sa-
¢inu matic M; x M1 % ... x M; ked predpokladame, ze pri nasobeni dvoch matic
pouzivame klasicky skolsky algoritmus. Potom

minigkq{(mik —+ ME+1,5 +1r; X S X Sj)}, 1< J
mi; =
0 i

2premyslite a naprogramujte
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m(1,4) = 800

k=1

m(1,3) = 6000 m(2,4) = 600

k=2 k=2

m(1,2) = 1000 || m(2,3) = 10000 || m(3,4) = 500
k=1 k=2 k=3

Obrazok 2.2: Vypocet zatvorkovania

Uvedomme si, Ze m;; je len optimalnym poctom operécii, potrebnych na ziskanie
vysledku M;;. Néas ale zaujima to, ktoré je to spravne poradie ndsobenia matic,
pri ktorom dosiahneme optimélny pocet operécii; potrebujeme do vyrazu spravne
vlozit zatvorky. Preto si v tabulke budeme pamé&tat nielen hodnotu m;;, ale aj
hodnotu k(%, j), pri ktorej sa toto minimum m,; dosahovalo. Hodnota k(4, j) totiz
urcuje, za ktord z matic mame v danom néasobeni zloZit prvd pravi zatvorku.

(Ml X My x M3 X ]\44)7 ]{?(1,4) =1 = (Ml) X (MQ X M3 X M4)
k(274) =2 = (]\/[1) X ((Mg) X (M3 X M4))

Uloha:

e NapiSte program, ktory pre vstupnu postupnost rozmerov n matic vypocita, v
akom poradi treba matice nasobit, aby pre dany algoritmus nésobenia dvoch
matic bola vysledn4 zloZitost optimélna.

e AKki je Casova a pamitova zlozitost Vasho algoritmu?

2.2.3 Konstrukcia optimalneho binarneho vyhladavacieho
stromu

Ked pouZivame binarny vyhladavaci strom (BVS) na reprezentaciu mnoZiny, ktora
budeme ¢asto prezerat, ma zmysel optimalizovat nielen ¢as na realizéciu jedného pri-
stupu do BVS (teda zloZitost najhorsieho pripadu), ale v pripade, Ze pozname (resp.
odhadneme) poéetnost pristupov do jednotlivych prvkov reprezentovanej mnoZiny,
mozme skon§truovat BVS, ktory bude minimalizovat ¢as, straveny prehladévanim
BVS pocas celého vypoctu (¢o je vlastne optimalizovanie zloZitosti priemerného
pripadu). Predpokladajme, Ze BVS ma4 reprezentovat n-prvkovi mnoZinu, pri¢om
vieme, Ze pocetnost prvku a; je p;. Bez ujmy na v8eobecnosti budeme predpokladat,
ze prvky st utriedené, teda a1 < as < ... < a,. Kolko vrcholov BVS T prezrieme,
ak budeme p; razy hladat prvok ai, ps razy prvok as, ...7

o) =3 hip,
=1

kde h; je pocet vrcholov v BVS T na ceste z korenia do vrchola reprezentujuceho a;.
Je celkom prirodzené, ze sa budeme snazit kongtruovat OBVS T, ktory je optimalny
vzhladom na mieru ¢(7T).

Pri kongtrukcii OBVS? robime v kazdom kroku rozhodnutie, ktory z prvkov ma byt
v danom vrchole. Nech korefiom OBVS je prvok a;. Potom Tavy (77) aj pravy
(Tr) podstrom OBVS st optimalnymi BVS pre mnozinu prvkov, ktorta reprezentu-
ji. Preto je princip dedenia optimality splneny a my moézme pouZit na konStrukciu

30BVS konstruujeme postupne od korefia smerom k listom
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OBVS metodu dynamického programovania.

Co vieme povedat o cene stromu 77 Plati

c(T) = c(Ty) + c(Tr) + Zpi

nakol'ko kazda z ciest sa v porovnani so stromom T, resp. Tx predizila o 1.

nech cena(i,i —1) =0
e potom

J
cena(i,j) = 7:ISI}ﬁl)igj{cena(i, E—1)+cena(k+1,7)+ ;pk}

kvoli moznosti konstrukcie OBVS potrebujeme poznaft aj hodnotu k(4, j), pri
ktorej sa dosahuje cena(i, j).

Uloha:

e Naprogramujte popisany algoritmus a analyzujte jeho ¢asovii a priestorovi
zlozitost.

e Ako sa zmeni uvedeny algoritmus ak budeme predpokladat, Ze navySe pozné-
me aj pocetnost vyhladavania prvkov, ktoré sa v mnoZzine, reprezentovanej
BVS, nenachadzaju? Teda ked pozname ¢(i)— pocetnost vyhladavania prv-
ku, ktory je medzi a;—1 a a;. Pritom predpokladame, Ze ¢(1) je poetnost
vyhladavania prvkov mensich ako a1, ¢(n+1) je poetnost vyhladavania prv-
kov vég¢sich ako a,,.

2.2.4 0/1 Plnenie batoha (0/1 Knapsack problem)

Uvazujme nasledujdci problém. Danych je n objektov s vdhami w; a batoh kapacity
M. Ak umiestnime do batoha objekt w;, ziskame profit p;. NaSou tlohou je naplnit
batoh tak, aby sme ziskali ¢o mozno najvicsi zisk. Formalne:

Vstup: w;, pi, M, 1 <i<n
Vystup: max) ., z;p;, pricom > . z;w; < M az; € {0,1}

Aby sme mohli na riefenie pouZif metdodu dynamického programovania, musime
rieSenie vyjadrit ako postupnost rozhodnuti a overit platnost dedenia optimality.

Ozna¢me KNAP(a,b,Y) problém 0/1 plnenia batoha pri vstupoch w;, p;, a <i <
b, M =Y. Zrejme povodny problém 0/1 plnenia batoha je KNAP(1,n,M). Za
rozhodnutie mozno povazovat zaradenie, resp. nezaradenie objektu do batohu.

Nech y1,¥2,...,yn je optimalne priradenie hodnét premennym 1, xs, ..., T,.
Ak y; =0, tak yo, ..., y, musi byt optimélne riesenie KNAP(2,n, M).
Ak y; = 1, tak yo, ..., y, musi byt optimélne riesenie KNAP(2,n, M — wy).

Oznatme g;(y) hodnotu KNAP(j+1, n, y). Zrejme go(M) je hodnota optimalneho
riesenia KNAP(1,n, M) a
go(M) = max{g1(M), g1(M —w1) +p1} (%)

Nech y1,¥2, - - -, Yn je optimalne rieSenie pre KNAP(1,n, M). Potom Vj,1 < j <n,

nech cena(i, j) ozna¢uje cenu optimalneho BVS pre mnozinu prvkov a;, a;11, - - -

, Ay

problém
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® yi,...,Y; je optimélne rieSenie pre KNAP(1, 7, ,<; wiyi)
® Yj+1,---:Yn je optimalne riefenie pre KNAP(j +1,n,M — >, o, wiy;)
Preto mozme (*) zoveobecnit:

9i(y) = max{gi+1(y), giv1(y — wiy1) + pit1} ()

Ak si uvedomime, Ze g,(y) = 0 Vy, moZzme postupne pocitat g,—1(y),.... Tento
postup vlastne odpovedal postupnému prirad ovaniu hodnoét z,, x,_1,...

Nemusime postupovat odzadu, ale sa d& aj spredu. Ak ozna¢ime f;(X) hodnotu
optiméalneho rieSenia pre K NAP(1, j, X), tak

fn(]\/[ = Inax{fn—l(]\/[)a fn—l(M*wn) ern}, resp.
fi(X) = max{fi_1(X), fi—1(X —w;) + p;}, o sucasne s faktom fo(X)=0a
fi(X) = —00, X < 0 dava navod, ako postupne pocitat fi, fo,. ..

Uloha:
e Domyslite detaily a naprogramujte rieSenie problému 0/1 plnenia batoha.

e Nech C je matica cien ohodnoteného grafu s vrcholmi 1,2,...,n; C[i, j] udéa-
va kladna dizku hrany medzi vrcholmi 4 a j. Pouzite metédu dynamického
programovania na vypocet matice S dizok najkratsich ciest; S[i, j] bude cena
najkratsej cesty z vrchola i do vrchola j, pricom pod dizkou cesty rozumieme
stucet cien hran, ktoré cestu tvoria.

e Uvazujme problém hladania najdlhsej spoloénej podpostupnosti dvoch postup-
nosti X = X4,...,X,, Y =Y1,...,Y,,, ktord vznikne vynechanim niekto-
rych znakov z kazdej z nich. Ozna¢me LCS(i,j) dizku najdlh3ej spoloé-
nej podpostupnosti postupnosti Xy,...,X; a Y1,...,Y;; zujima nés zrejme
LCS(n,m). (LCS(ABAKUS, AUTOBUS)=4; najdlhsia spolo¢na podpostup-
nost je ABUS)Zakladom algoritmu pre vypocet LC'S(n, m) zalozenom na dy-
namickom programovani je nasledujici vztah:

1+ LCS(E—1,57—-1), ak X; =Y
LCS(i,j) =
min{LCS(i —1,7), LCS(i,j — 1)}, inak

Napiste program, ktory nielen vypo&ita LCS(n, m), ale aj prislusnd najdlhsiu
spolo¢ni podpostupnost. Aka je zlozitost Vasho programu?

e Majme ohodnoteny graf G = (V, E), zadany maticou cien: C[i, j] je cena hra-
ny z vrchola ¢ do vrchola j. NaSou ulohou je najst taka permutéciu 7 vrcholov
2,3,...,n — 1, ktord minimalizuje dizku kruznice 1,7,1; pod cenou kruzni-
ce rozumieme sicet cien jej hran. Problému sa hovori problém obchodného
cestujuceho (TSP)

Nech S = {1,2,...,n}, j € S. Oznaéme C(S, ) dizku najkrat3ej cesty 173,
kde 7 je permutécia mnoziny S — {1,5}.
Zakladom rieSenie problému TSP dynamickym proramovanim je nasledujdci

vztah
C(Saj) = miin{C(S - {j}’ Z) + C[%]]}

Napiste program, ktory rie3i TSP dynamickym programovanim. Aka je zlo-
zitost Vagho programu?
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2.3 Greedy algoritmy

Je to jedna z vel'mi rozsirenych metéd, ktora sa vicsinou pouziva pri rieSeni opti-
maliza¢nych tloh. Tieto ulohy ¢asto mozno charakterizovat nasledovne:

e Vstupom je n-prvkovd mnozina, resp. postupnost

e Cielom je vytvorif podmnozinu (podpostupnost), ktora splha nejaké pod-
mienky (odrazajtce charakter problému). Kazdé rieSenie, ktoré splia tieto
ohraniCenia, sa nazyva pripustné rieSenie.

e Navyse je dané je ucelova funkcia, definovana na mnoZzine pripustnych rieSeni.

Vijstupom je to pripustné rieSenie, ktoré optimalizuje ticelovi funkciu. Takéto rie-
Senie volame optimdlne riesenie.

Snazime sa néjst rychly algoritmus, ktory generuje priamo optimélne rieSenie. Gree-
dy metdda vedie k algoritmom, ktoré pracuju v taktoch. V kazdom takte sa vyberie
najvhodnej$i kandidat na zaradenie do optimalneho rieSenia. Ak vybraty kandidat
neméze byt do riesenia zaradeny (nespliia podmienky pripustného riesenia, dokaza-
telne nemoze byt sicastou optimalneho rieSenia, ... ), definitivne sa vyradi z mno-
ziny potencidlnych kandidatov. Pri vybere kandidatov zvac¢sa aplikujeme "pazravy"
pristup - snaZime sa zohladhovat optimalizaéné kritérium.

Algoritmus 5 Greedy(A,n)
1: rieSenie «— 0;
2: for i=1 to n do
3: X «— SELECT(A);
4
5

if PRIPUSTNE(rieSenie, X) then riefenie +— UNION (riegenie, X)

: return(rieSenie)

Uvedomme si, ¢o ovplyviuje uspesnost takejto metody

e SELECT — mé& vplyv nielen na zlozitost, ale i na to, ¢i ziskané riegenie bude
optimalne

e PRIPUSTNE - predpokladame, Ze vieme rozhodnut, ¢i dany prvok bude st-
¢astou (optimélneho) rieSenia. Zrejme ovplyviiuje nielen zloZitost, ale aj kva-
litu.

Priklad 2.3 Dand je mnoZina hodnét minci a suma, ktort treba zaplatit. Hodnotou mince
icelovej funkcie je pocet minci, ktory sa snaZime minimalizovat.

Greedy metdda vedie k nasledovnému postupu — za¢ni s bankovkami s maximalnou
moZnou hodnotou a plat, kym sa da. Potom vezmi bankovky s mengou hodnotou a
plat, kym sa da,...

Ak vezmeme ako zékladnti mnoZzinu minci 1,2,5,10,. . ., vedie greedy metoda k opti-
malnemu rieSeniu. Co v8ak, ak vezmeme ako mnoZzinu minci 1,9, 11, a suma, ktora
potrebujeme zaplatit, je 197

Greedy algoritmus vedie k pripustnému rieSeniu — 11,1,1,1,1,1,1,1,1. Optimé&lne rie-
Senie je vSak 9,9,1.

Uloha: Pre aké hodnoty minci vedie greedy metéda k optimalnemu rieseniu? DU
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2.3.1 Plnenie batoha (s racionalnymi koeficientami)
UvaZzujme nasledovny problém problém

Vstup: n objektov uréenych vahou a ziskom a kapacita batoha
M kapacita batoha
w; vaha i-teho objektu
p;  profit; ak prenesieme Cast x; objektu i, 0 < z; < 1, tak ziskame cenu
(profit) p;z;

Uloha  Naplnif batoh tak, aby sme maximalizovali zisk Z = > oi | pi%i, prifom
2. 0<z; <1, pj,w; >0,1 <1< n

Pripustnym je kazdé takeé rieSenie (1, s, ...,7,), ktoré splia (1.) a stacasne (2.)
Optimalnym rieSenim je to pripustné rieSenie, ktoré maximalizuje zisk Z.

Priklad 2.4 Majme vstup
n=3, M =20, (p1,p2,p3) = (25,24,15), (w1, w2, ws3) = (18,15,10)

Pripustné riefenia: >, wiz; o P
1. (1/2,1/3,1/4) 165 21.25

2. (1,2/15,0) 20 28.2

3. (0,2/3,1) 20 31

4 (0,1,1/2) 20 31.5

Zrejme ak > w; < M, tak polozime x; = 1 a méme optimalne riefenie. Preto
predpokladajme, ze > ., w; > M.

Existuje viacero greedy stratégii, ktoré mozme skusit pouzit:

1. plnime podla maximalneho zisku, ktory by priniesol cely objekt — nie vzdy
dava optiméalne rieSenie

2. podla najmengej vahy

3. podla maximélneho relativneho profitu p;/w; — toto vedie k optimalnemu
rieSeniu
Vsimli sme si, Ze sme mohli brat do uvahy tri miery — vdhu, profit, relativny zisk —
podla toho sa menilo poradie, v ktorom sme objekty skimali. Pritom len jeden z
pristupov vedie k optimalnemu rieSeniu.

korektnost greey Fakt 2.3 Greedy algoritmus zaloZeny na mazimdlnom relativnom zisku ddva opti-
pre batoh mdlne riesenie.

Dokaz: Pre jednoduchost predpokladajme, ze 2t > L2 > 18 > > e Majme

— w2 — W3
X = (x1,29,...,2,) rieSenie algoritmu greedy
Y =(v1,92,-- -, Yn) optimalne rieSenie

pri¢om predpokladame, Ze s rozne.

Ukazeme, ako modifikiciami optiméalneho rieSenia, ktoré nezhorsuju jeho kvalitu,
transformujeme toto optimélne rieSenie na greedy rieSenie. Z toho bude vyplyvat,
7e greedy rieSenie je optimélne.

Nech j je minimélny index taky, ze x; # 1. Ak X nie je optimalne rieSenie, tak
pre optimalne riefenie Y plati Y p;x; < Y. piy; a navySe mozme predpokladat, ze
> w;z; = M. Nech k je minimalny index taky, ze xp # k.
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k<j zr=1, yp <1 =z > yi

k=3j = Tk > Yk

j<k nie je moZné, lebo by sme dostali > w;y; > M
Preto xx > yk. Nech Z = (z1,29,...,2,) je rieSenie, ktoré ziskame nasledovnou

tipravou optimalneho rieSenia:
Zi, Dk<icn Wil — 2i) = wi(ze — Yg)-

Dostavame

T s (Zh—yr)wkpe _ S L \WiPi  Pi & Pk
szzz - szyz + W Zk<i§n(yz Z’) w; ? w < W =

> Spiyi + [z —ye)wk = Y (yi — zo)w] 2
k<i<n

>0

= > DiVi

— Ak X = Z, vtedy je X optimélne
— Ak Z # X, vtedy X <« Z a aplikuj uvedeny postup. Po konetnom pocte
krokov musi nastat situacia, ze X = Z.

2.3.2 Ulohy s terminovanim

Majme n tloh a jeden procesor. O kazdej ulohe u; vieme, dokedy musi byt spo-
¢itana (deadline d(i)) a aky zisk (profit p(i)) budeme mat, ak ju nalas zratame.
Predpokladame, ze kazda tloha sa pocita jednotku ¢asu.

Uloha: Vybrat podmnozinu iloh, ktoré vietky mozu byt spocitané nacas tak,
aby sme maximalizovali zisk.

Pripustné rieSenie: Podmnozina J tloh (resp. ich indexov), ktoré sa daju spracovat
pred deadlinom (vratane)

Hodnota sacet ziskanych profitov

Optimum: maximélna hodnota

Priklad 2.5 Majme

7 1]90i0 dgz pripustné rieSenie | postup | zisk
o 10 | 1 1,2 2,1 110
51 15 1 3 1,3,2 2,1,3 | 125
T 27 [ 1 1,4,3 4,1,8 | 142

Ako méame hladat optimalne rieenie? Jednou moznostou je pre vietky podmnoziny
uloh overit, & sa daju usporiadat tak, aby bola kazda vypocitana nacas a ak ano,
spocitat ziskany zisk. Potom sta¢i vybrat ti podmnoZzinu, ktord prina8a najvacsi
zisk. Takéto rieSenie ale vedie k exponenciélnej zlozitosti.

Pouzijeme preto greedy metdédu a dokdzeme, ze dava optimalne rieSenie. K popisu
staci urcit, aka statégiu na vyber kandidata volime a ako rozhodujeme o tom, & je
dany kandidat vhodny:

SELECT

e Vyberame prvok, ktory mi maximalny profit. Pri rovnosti profitov zachové-
vame relativne poradie zo vstupu.
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PRIPUSTNE

Ako overit, & skimané podmnoZina indexov odpovedé takej mnoZine tloh, ktoré sa
daju zratatf nadas? Prezeranie vetkych usporiadani je neefektivne. Lahko vidno,
7e ak mé byt uloha dopocitana v ¢ase t, musi byt nanajvys ¢t — 1 tloh pocitanych
pred fiou.

e Majme nejaké poradie aloh w. Ak pre kazda tlohu je poradové ¢islo tlohy
v 7 nanajvys rovné jej deadlinu, daja sa ulohy spoéitat v poradi 7 a vetky
budt natas. Preto usporiadame tlohy podla deadlinov neklesajico, pricom
pri rovnosti deadlinov zachovavame relativne poradie zo vstupu.

e Potom v fase O(n) vieme overit, & Pripustné(RieSenie, X) dava hodnotu
TRUE.

V nasSom pripade:

RieSenie = {1}

Riegenie = {1}, X =4, Pripustné(1,4) = True = Riegenie = {1,4}
Riegenie = {1,4}, X = 3, Pripustné(1,4,3) = True = RieSenie = {1,4, 3}
Riegenie = {1,4,3}X = 2, Pripustné(1,4,3,2) = False = RieSenie = {1,4, 3}

Odpovedajuci postup: 4,1,3

korektnost gree- Dékaz: Musime vyargumentovaf optimalitu rieSenia, ziskaného greedy metédou.
dy rieSenia pre Nech

ilohy s termino- G = {g1,...,gr} je ricsenie ziskané greedy metodou
vanim O ={o1,...,00} je optimalne rieSenie.
Predpokladame

e (7,0 s usporiadané nerastico podla profitov
p(g1) = p(g2) = ... = p(gr) a plo1) = p(o2) = ... = p(o)

e ak dve ulohy maju rovnaky profit, tak je zachované relativne poradie zo vstupu
pliq) = pligt1) = ig <ig+1

Majme G # O

G C O V tomto pripade optimalne rieSenie O obsahuje tlohu u, ktord neobsahuje
greedy riefenie G. KedZze greedy metodou bola kazda tloha uvaZzovana ako
potencidlny kandidat na zaradenie do G, bola zvazovana aj dloha u. Jej
nezaradenie do G znamen$, Ze jej pridanie k G znemoznilo zratania tloh
nacas. To znamend, Ze by tomu muselo byt tak aj v pripade riesenia O. Preto
nemoéZe nastat

O C G Tento fakt by implikoval, Ze O nie je optimélne riefenie. Preto nemdze
nastat

Z uvedeného vyplyva, Ze existuje a (minimalne také), Ze g, # 0,. UkéZeme,
7e ak zaradime g, do O, budeme vediet vyludit z O také o, 7e takouto zdmenou
nezhorsime kvalitu rieSenia O a zachovame jeho rieSitelnost. Po konetnom pocte
takychto krokov skonéime v situécii, ked O = G, ¢o bude dokazovat optimalitu
rieSenia G.

e moze patrit g, do O? Nie, pretoze:
ak p(ga) > p(04), tak dalej st uz len tlohy s mensim profitom
ak p(ga) = p(04), tak go < 04
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e ako hladat 0,7
05 odpoveda prvej tlohe spomedzi tloh s indexom o4, > a, ktord ma najmensi
deadline

KedZe p(gs) > p(oa) > p(os), kvalitu sme nepokazili. Ostava ukazat, Ze sme za-
chovali riegitelnost. Inymi slovami, ze O’ = O \ {o0,} U {05} je mnozina indexov
odpovedajuca uloham, ktoré sa daju spocitat tak, ze kazdé z nich je spoéitana na-
cas.

Preusporiadajme ulohy O podla deadlinov nerasttico. Ziskame postupnost «;, o, 3.
VzhTadom k volbe indexu s je zrejmé, Ze vietky tlohy s indexom z « sa nachidzaja
aj v rieSni G ziskanom greedy metodou. Existuje preto usporiadanie o’ postupnosti
indexov a,o0s, ktoré odpoveda nerastiicim deadlinom. Navy3e, ak by sme tlohy
riesili v tomto poradi, bude kazd4a z nich vyrieSena nacas. Preto

o, ga, 3

je poradie, v ktorom je kazda z tiloh s indexom z O spoditana nacas.

Uloha: Zamyslite sa nad implementéciou a zlozitostou.

2.3.3 Optimalne zluc¢ovanie siiborov

Majme n utriedenych stborov F(1), F(2),...,F(n). Ulohou je napisat zlu¢ovaci
algoritmus na vytvorenie jediného utriedeného siboru F. Pritom vieme, 7e pre
zlutovanie dvoch utriedenych stiborov pozname efektivny algoritmus (linearnej zlo-
Zitosti). Vzhl'adom k tomu, Ze porovnanie dvoch prvkov je zanedbatelné vzhladom
k pristupu do stiboru, je prirodzenou mierou zlozitosti celkovy pocet pristupov k
prvkom. Presnejsie: Y p(i)|F(7)|, kde |F'(i)| je polet prvkov v stibore F(i) a p(i)
je poCet zlutovani, v ktorych sa zucasthuja prvky povodne ulozené v stubore F(i).

Majme nejaky zlu¢ovaci algoritmus. K nemu mozno priradit binarny zlucovaci strom
nasledovnym sp6sobom:

e listy stromu reprezentuju sabory, ktoré mame zlucovat

e vnutorné vrcholy reprezentuju sibory, ktoré vznikaju v priebehu zlu¢ovania;
F (i) je stbor, ktory vznikol v (i — n)-tom zlu¢ovani, i > n.

Lahko vidno, Ze k jednému algoritmu je zluc¢ovaci strom priradeny jednozna¢ne aZ
na izomorfizmus. Na druhej strane jeden zlu¢ovaci strom reprezentuje viacero algo-
ritmov.

Zrejme zlozitost algoritmu mozno vyjadrit ako > h(i)-|F(i)|, kde h(i) je hibka listu
reprezentujtceho subor F(i); > h(i) - |F(i)| sa vola vaZzena dlzka ciest. Optimalny
zlucovaci algoritmus je taky, pre zlu¢ovaci strom ktorého je > h(i)-|F(¢)| minimalne.

Riesme greedy metodou.

SELECT
V kazdom kroku zlu¢uj dva stibory s najmenSou velkostou.

Kvoli korekinosti predpokladajme, 7e mame dva stromy - T'0O(optimalny zlucovaci
algoritmus) a TG(greedy). Indukciou ukiZzeme, Ze z hladiska vazenej dizky ciest
zlucovacieho stromu je T'G rovnako dobry ako TO.

Pre trividlne pripady n = 1,2 tvrdenie zrejme plati

korektnost

Bdza indukcie
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Nech tvrdenie plati pre zlu¢ovanie m suborov, m < n. IP

F(1) I:(2)‘ f(1) )
{f(1), f(2) }={ F(L).F(R) }

F(1) F(L) F(R)F@2) F(L) FA)F2) F(R)

e Nech |F(1)] < |F(2)| < ... < |F(n)|. Po prvom kroku greedy algoritmu sa
vytvori novy vrchol v so synmi F(1), F(2).

e Nech v zlu€ovacom strome T'O je P vnutorny vrchol najdalej od korenia. Nech
F(L),F(R) su subory reprezentované lavym, resp. pravym synom vrchola
P. Nech f(1), f(2) st vrcholy stromu T'O reprezentujtce subory F(1), F(2).
Spravme v strome T'O zamenu tak, aby sa f(1) stalo lavym synom vrchola P,
f(2) pravym synom vrchola P. Tym sme dostali novy zlu¢ovaci strom NTO.

Vsimnime si , ako sa zmenila cena ¢(NTO) vazenych ciest stromu NT'O oproti
cene ¢(TO) stromu TO.

¢(NTO) — ¢(TO) = h(L)F(L) + h(R)F(R) + h(1)F(1) + h(2)F(2)
- {W(L)F(1) + h(R)F(2) + h(1)F(L) + h(2)F(R)}

[\

Kedze

R(L) < h(1), A(R) < h(2), F(1) < F(L), F(2) < F(r)
je ¢(NTO) — ¢(TO) < 0. Oba stromy TG aj na NTO st zlucovacie stromy
pre zlu¢ovanie n-1 stborov F(1)+ F(2), F(3), ..., F(n). Preto je podla IP cena
TG rovnaké ako cena NTO a teda greedy algoritmus déva optimadlne riesenie.

a

2.3.4 Minimalna kostra.

Poslednym prikladom pouzitia greedy met6dy bude algoritmus konstrukcie mini-
malnej kostry v grafe.

Dany je suvisly neorientovany ohodnoteny graf. Kostra je podgraf tohto grafu, kto-
ry obsahuje vSetky vrcholy a tvori strom. Cena kostry je stcet cien priradenych
hranam, ktoré tvoria kostru. Chceme skonstruovat kostru s minimélnou cenou.
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SELECT: st dva zakladné principy
PRIM: vyber hranu s minimélnou cenou tak, aby ¢iasto¢né rieSenie tvorilo
strom
KRUSKAL: vyber hranu s miniméalnou cenou tak, aby ¢iasto¢né riesenie tvo-
rilo les

Ukazeme korektnost Kruskalovho algoritmu:
Nech K je kostra vytvorena Kruskalovym algoritmom, O optimélna kostra. Oznad-
me

E(K) mnozinu hran kostry K

E(O) mnozinu hran kostry O.

Ak E(O) = E(K), potom maju obe kostry rovnaki cenu. Predpokladajme teda, 7e
E(O) # E(K) a uvazujme hranu e € E(K) \ E(O) s minimdlnou cenou. Pridanie
hrany e k E(O) sposobi vznik jediného cyklu e, e(1),e(2),...,e(k) v O. Zrejme
aspoil jedna z hran e(1),e(2),...,e(k) nepatri do E(K)*. Nech je to hrana e(j).
Potom cena(e(j)) > cena(e)(ak by to neplatilo, bol by Kruskalov algoritmus uva-
7oval hranu e(j) skor ako hranu e.)

Zmena E(O) «— E(O) \ {e} U {e(j)} nezvicsi cenu takto vzniknutej kostry NO.
Pritom
[E(K)\ E(NO)| < |[E(K)\ E(O)]

Takto postupnymi modifikdciami, ktoré nezhorSuji cenu, dostaneme z kostry O
kostru K.
O

dpreco?

korektnost
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Kapitola 3

Metody zaloZzené na
prehl'adiavani stavového
priestoru

UvaZujme taky typ tloh, ktoré mozno charakterizovat nasledovnym sposobom. Vy-
stupom tlohy je n-tica (mnoZina n-tic, pripadne postupnost), ktora splia nejaké
ohraniCenia. Pritom poZadované rieSenie moZno napisat v tvare (z1,za2,...,Tn),
kde z; € S;, kde S; je kone€éna mnozina.

Priklad 3.1 Problém n-ddam. Na Sachovnicu n X n chceme umiestnit n ddm tak,
aby v kazdom riadku a v kazdom stlpci stila déma a aby sa navzdjom neohrozovali.
Riesenie hladdme vo forme vektora dizky n, kde na s-tej pozicii je cislo riadku, v
ktorom je v s-tom stlpci umiestnend ddma.

Inym, nevhodnym problémom, je aj problém triedenia, ktory mozno naformulovat
aj takto: ked triedime n-prvkova mnozinu, vysledkom méze byt n-tica indexov
11,12, ...,1n, kde 7; je index j-teho najmenSicho prvku zo vstupu.

Vsetky potencidlne n-tice tvoria potencialny stavovy priestor tlohy/priestor rie-
Seni. Vdaka konecnosti jednotlivych mnozin S; je tento priestor kone¢ny. KedZze
v8ak stavovy priestor tlohy obsahuje minimalne vietky potenciélne rieSenia, je jeho
velkost aspont [S1] - [S2| ... |Sml|.

Kone¢nost priestoru rieSeni umoziuje hfadat pozadované rieSenie napriklad

metodou hrubej sily — vygenerujeme vSetky pripustné rieSenia a z nich vyberie-
me tie, ktoré spliiaja nami pozadované poziadavky. Zlozitost je uréite aspon
vel'kost stavového priestoru, ¢o je vela.

Budeme sa snaZit vektor budovat postupne, pricom pre kazdy vygenerovany zacia-
tok vektora zistime, ¢ sa d4 predlZit na riesenie. M4 to ti vyhodu, Ze ak pre nejaky
zaciatok x1, s, ..., Ty zistime, Ze sa neda predlZit, potom minimalne

[Skal - [Snl
pripadov nemusime generovat.
Podmienky, ktoré ma rieenie splhaf, st vii¢sinou dvojakého charakteru

— explicitné, ktoré hovoria o x; ako takom. Speciﬁkujfl hodnoty, ktoré moze x; nado-
budat (z; € S;,xz; <20,...). Tieto podmienky definuju stavovy priestor problému

47

n ddm na Sa-
chovnici
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— implicitné, ktoré hovoria o vztahu jednotlivych z; medzi sebou (ddmy sa nemaju
ohrozovat, ...), resp. ktoré spliiaji nejaka ohrani¢ujicu funkciu

ciastocné sicty  Priklad 3.2 Problém d&iastoénijch sicétov

Vstup: wi,wa,...,w,, M;w;, M >0
Vystup: mnozina indexov I = {iy,ia,... i} takych, Ze ), wy = M.

Co st explicitné podmienky? 1 <i; <n

Implicitné podmienky sa viazu na medzisacty: Z?:“ wy < M

Kvoli efektivnosti algoritmov pri prehl'adavani stavového priestoru vyzadujeme
systematickost -+ efektivnost, ¢o vedie k pouzitiu stromov.

Zamyslime sa nad tym, ako mame organizovat strom stavového priestorut.

staticky : konstrukcia stromu nezévisi od od konkrétneho vstupu; vrchol vyzera
typ stromu na kazdej tirovni rovnako — na i-tej Grovni rozhodujeme o zaradeni alebo
nezaradeni w; do prislusnej sumy. Kazdy vnutorny vrchol ma teda prave

dvoch synov. RieSeniu odpoveda cesta z korena do prislusného listu

dynamicky : konstrukcia stromu je zavisla na vstupe; "vzhlad" vrcholov sa lisi s
arovilou v strome. Napr: ak budeme (bez ujmy na vSeobecnosti) predpokla-
dat, ze i1 < iy < ... < iy, tak vrchol, do ktorého sme prisli po hrane oznacenej
h, ma n — h synov, do ktorych ideme po hranach h+1,h+2,...,n. V tomto
pripade potencidlnemu riegeniu odpoveda kazdy vrchol vytvoreného stromu.

-~ 77

Na obrazku vidime dynamicky (vlavo) a staticky (vpravo) strom pre problém Cias-
toénych stétov pri vstupe wy = 2, wy = 5, w3 = 7. V pripade dynamického stromu
tvoria potencialne rieSenia vrcholy, ktoré su pospajané do stromu. Staticky strom
je vybudovany nad listami, v ktorych st ulozené rieSenia.

Ked mame predstavu o tom, ako by vyzeral strom stavového priestoru problému,
musime systematicky "generovat" vrcholy tohto stromu. K lep§iemu popisu budeme
uvazovat 3 kategorie vrcholov:

1Strom stavového priestoru nevytvorime na zaiatku; jeho ¢asti budeme v priebehu prehlada-
vania generovat, resp. navstevovat.



3.1. BACKTRACKING-PREHLADAVANIE S NAVRATOM 49

kategorie wvrcho-
E(expand) — vrchol, ktory sa prave vybral na spracovanie Tov

L(live) — Zzivy vrchol, teda taky, ktory sme uz vygenerovali, ale eSte sa doii budeme
vracat

D(dead) — mrtvy vrchol, ktory uz ma spracované vietky deti, resp. sme zistili, 7e
sa z neho nevieme dostat do pripustného riefenia.

"Notoricky zname" st dva systematické postupy prehladavania stromov a grafov.
Z nich vychadzaja aj dve zakladné metody:

Branch & Bound Backtracking
J oy
do 8irky + orezanie do hlbky + orezanie

Dobre si vSimnime slovicko orezenie; bez neho by tieto metddy boli metddou hrubej
sily...

3.1 Backtracking-prehl'adavanie s navratom

Spomedzi "priestor prehladévajicich metod" zadneme metédou prehladédvania s
navratom — tzv. backtrackingom.

tod
Nech T(X(1),...,X(k — 1)) je mnoZina potencialnych hodnot pre X (k) reroda
Br(X(1),...,X(k)) je booleovska funkcia, ktora dava hodnotu true prave vtedy
ked X(1),..., X(k) je alebo méze byt predlzené na rieenie.

Potom backtracking mozno schématicky znazornit algoritmom 6, pri¢om efektivnost
tejto metddy zrejme zalezi od

— vypo¢tu T'(-), mohutnosti T'(+)

— v¥poétu By(-), poétu prvkov, splitajicich By(-).

Zamyslime sa nad tym, ¢ a ako mozme ovplyvnit pocet vrcholov stromu, ktoré pri
prehladavani stavového priestoru vygenerujeme.
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Algoritmus 6 BACKTRACK
1: k1
2: while k£ > 0 do
3: if 3 X(k); X(k

€ T(X(1), ..., X(k — 1)) a B(X(1), ..., X(k)) then
J

~

4: if X(1),...,.X(k) je cesta do odpovedového vrchola then
5: return X(1),...,X(k)

6: k—k+1

7

else k — k-1

skisame zmensit
velkost prezreté-
ho priestoru

e ak nezalezi na poradi doplhanych poloziek vysledného vektora, zda sa rozum-
né generovat polozky v poradi, ktoré zodpoveda neklesajicemu usporiadaniu
mohutnosti prislusnych S;. Intuicia za tym — ak zistime, Ze sa prvych k po-

loziek nedd doplnitf na riesenie, potom S(k,m) = |Sg+1| - ... |Sm| pripadov
nemusime generovaf. Chceli by sme, aby S(k,m) bolo ¢o moZno najviacsie
¢islo.

e pre zvolent postupnost i1, 4o, ..., i, skisime odhadnit, kolko vrcholov bude

treba vygenerovat. Ako? Nech pre vrchol v hibke 1 vygenerujeme m; synov
splhajucich B;. Nahodne sa presuiime do jedného z nich a zistime, kol'ko ma
synov, spliiajucich By. Nech je to mo... Nech m; je po¢et synov vrchola v
hibke i, ktori splhaji B;. Potom pocet vygenerovanych vrcholov odhadneme
ako

mi +mimeo +mimeoms + ... +MmiMmag ... My_1

Zopakovanim pre niekol'ko zvolenych permutacii mézme vybrat ti permutaciu,
pre ktord ndm odhad vychadza najlepsie.

opat problém Vratfme sa k problému Gasto¢nych suctov. Predpokladame, Ze
suctov
w <ws <...<w,, MeN

Budeme aplikovat staticky pristup. Hladame teda vektor dizky n, ktorého i-ta
polozka hovori o pritomnosti, resp. nepritomnosti w; v su¢te. Ako bude vyzeraf
ohranicujica funkcia?

E
Predpokladajme, ze

—1
=1

Tiw; < M
e Kedy mozme uvazovat, ze x, = 17
— Ak Zle w;zi < M a Zle WiT; + Z?':,H_l w; > M, tak ano

- Ak Zle wir; < M a Zle wix; + wigr1 > M, vtedy moznost zp = 1
nemoze viest k rieSeniu a preto ju neaplikujeme.

e Kedy mozme uvazovat, 7e x, = 07
k—1
Vtedy, ak >, 7wz + >0, wg > M

Ozna¢me

k—1
i=1

i=k+1
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Algoritmus 7 SumSub(s,k,r)

x(k) « 1;

if s+w(k) = M then return (z(1),...,2(k))

else if s + w(k) + w(k+1) < M then
SumSub(s+w(k), k+1, r-w(k))

if s+r-w(k)> M a s+w(k+1) <M then
X(k) — 0
Sum-of-sub(s,k+1,r-w(k))

3.2 LC Branch and Bound

Prehl'adavanie do hibky i do sirky su vlastne "slepé" met6dy — postup prehladévania

je dany dopredu a prili§ nezohladiuje kvalitu ziskavaného rieSenia. Metdda LC

Branch and Bound (LC-B&B) sa snazi tuto "slepost™ odstranit. Riesi sa to urcenim

inteligentnej funkcie c(x), ktorou ohodnotime Zivé vrcholy. Hodnotu tejto funkcie ohodnocujeme
potom vyuZijeme pri vol'be nového E-vrchola. vrcholy

Co by tato funkcia mala odrazat? Idedlne by bolo, keby hovorila o usili, ktoré edte
treba vynaloZif na to, aby sme sa z daného vrchola dostali k odpovedi (resp. o
hodnote ulelovej funkcie, ktort z daného vrchola mézme dosiahnut).

e podet vrcholov, ktoré ete treba vygenerovat
e pocet trovni, ktoré néas delia od odpovede

Ked chceme presnti hodnotu, znamenalo by to prezretie celého stavového priestoru,
preto budeme pouzivat radgej len odhad.

c(z) = f(h(z)) +g(x) , kde
h(z) je cena dosiahnutia z z koreha
£ je nejaka neklesajica funkcia
g(x) je odhad usilia do najblizs§ieho odpovedového listu

Ak zvolime f(x) = 0, tak vlastne vobec neuvazujeme tusilie vynaloZené na prichod do
vrchola. Zodpoveda to tomu, Ze celkom prirodzene predpokladame, ze g(z) < g(y)
ak = je synom y. Pritom sa snazime ist stale hlbgie a hlbgie a do vedlajsieho pod-
stromu sa uZ nikdy nedostaneme. Keby g(z) bola redlna hodnota a nie len odhad,
bol by to dobry pristup. Preto f(z) # 0 dava moznost prechodu do vedlajsicho
podstromu.

Vyhladavanie, ktoré zo zivych vrcholov vybera podla minimélnej hodnoty ¢(x) sa
vola LC-SEARCH.

BFS g(x) =0, f(h(x)) = troveir =
DFS f(h(x)) =0, g(z) < g(y) pre x dieta y

Casto riesime optimalizatné tlohy. Vieme zarudif, ze pomocou metédy LC-B&B  wlastnosti metd-
dosiahneme minimum (optimum)? dy LC-B &B

UvaZzujme nasledovni funkciu
cena cesty z koreha do x, ak x je list s odpovedou
c(x)=¢ oo, ak x je list bez odpovede
min{c(y) | y je list stromu s korehom x}, ak x je vnutorny vrchol
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LCahko vidno, Ze ak by LC-B&B pouZivalo pri rozhodovani funkciu c(x), dosiahli
by sme optimalne riesenie. KedZe (z hladiska zloZitosti) efektivny vypodet ¢() pri
rieSeni tazkych problémov nemame, pouzivame odhad ¢(x). PouZitie ¢(x) namiesto
c(x) vo vBeobecnosti optimélne riesnie nedava. Plati ale nasledujuca veta.

Veta 3.1 ¢(z) nech je odhad c(z) taky, Ze
c(z) <e(z) & c(x) < c(z)

Potom algoritmus LC pouZivajici ¢(x) namiesto c(x) ndjde rieSenie minimdlnej
ceny a skonci.

ohranicovanie Ak pouzivame odhad ¢(z) taky, ze ¢(x) < ¢(x), tak ¢(x) vlastne déva dolny odhad.
Ak by sme mali aj horny odhad U, tak vSetky zivé vrcholy s ¢(x) > U mozno
vylacit. Ako ziskame U?
— heuristika
— zafinajuc s oo vylepSujeme podla toho, ¢o dosahujeme

Ukazeme pouzitie pre optimaliza¢ni ilohu. Ako ¢ budeme pouzivat tcelova funkciu,
resp. ako ¢(z) jej odhad.

3.3 Problém obchodného cestujticeho.

Pouzitie metédy LC-B &B ilustrujeme na probléme obchodného cestujaceho. O
tomto probléme je zname, Ze je fazky? Dany je ohodnoteny orientovany graf re-
prezentujici mestd so vzdialenostami. Treba prejst cez vietky mesta, v kazdom, s
vynimkou §tartovacieho, treba byt prave raz. Zo Startovacieho mesta vyjdeme a po-
tom sa doi vratime. Treba minimalizovat dizku prejdenej cesty, pri¢om pod dizkou
cesty myslime stacet ohodnoteni hran, ktoré tvoria cestu. Bez ujmy na v8eobecnosti
mozme predpokladat, Ze cesta zacina a kon¢i v meste ¢.1.

Aké hodnoty pre ¢, ¢, U?

c(A)
presnd cena vr- — ak A je list, potom c(A) je dizka cesty definovanej cestou z koreiia do listu A
chola — ak A nie je list, tak ¢(A) je cena minimélnej ceny listu v podstrome s korefiom A

Jednoduchy odhad ¢(z) je zaloZeny na tzv. redukovanej matici. Hovorime, ze

definovanie od- . . . ) . o .
hadu — riadok(stlpec) matice je redukovany, ak obsahuje aspon jednu 0 a ostatné

prvky sd nezaporné;
— matica je redukovana, ak kazdy riadok a stIpec, ktory obsahuje aspoi jeden
prvok rozny od oo, je redukovany.

Preco nés zaujima redukovani matica? Nech A je matica cien grafu. Uvedomme
si, Ze kazda cesta obchodného cestujiceho (OC) obsahuje prave jednu hranu A(%, j)
pre i = k a prave jednu hranu A(i,j) pre j = k. Preto ked odpocitame konstantu
t od kazdého prvku v jednom riadku (resp. stipci) matice cien A, kazda cesta OC
sa skrati prave o t. Nemeni sa ale relativny vztfah ciest. Minimélna cesta ostava
miniméalnou.

Kazdému bodu stavového priestoru priradime redukovant maticu a cenu nasledov-
nym sposobom:

2Tento prblém je NP-tiplny, &o znamené, e mame dost dovodov sa domnievat, 7e prefi neexis-
tuje polynomidlny algoritmus.
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Algoritmus 8 LC-B&B - Redukcia
Nech A je (aktuélna )matica cien grafu, r oznauje cenu redukcie

1: najdi minimum r; v riadku ¢ = 1,...,n. Nech je to prvok A(i, j) na pozicii (i, j)

2: =T+

3: odpoditaj r; od kazdého prvku v riadku ¢. Tym na mieste A(Z,j) vznikne
hodnota 0

4: ak nevznikla redukovana matica, postupuj analogicky dalej po tych stipcoch,
ktoré nie st redukované, az kym neziskas redukovant maticu

e Korehu priradime maticu red(A), ktora vznikla z matice cien vySSie popisa-
nym Algoritmom 8. Cena tohto vrchola je cena redukcie, ktorou sme vyrobili
redukovanti maticu v koreni. Uvedomme si, Ze uvedend hodnota odpoveda
tomu, Ze sa snazime z kazdého vrchola odist po najkratsej hrane.

e Nech O je otec a S jeho syn taky, Ze odpovedé zaradeniu hrany (i, 7) do cesty
OC. Zaradenie hrany (¢, 7) do cesty OC znamena, Ze

nesmieme viac pouZit hranu odchadzajicu z i. Preto kazdy prvok v i-tom
riadku nastavime na oo

nesmieme viac pouzit hranu prichadzajicu do j. Preto kazdy prvok v
stlpci 7 nastavime na oo

ak este nechceme ist do 1, nastavime A(j,1) = oo

Takto vznikla nova matica cien A; ;, ktord nemusi byt redukovana. Zredukuj-
me ju, ¢im ziskame maticu red(A;;), ktora priradime vrcholu S. Nech r(3, j)
je cena redukcie matice A;; na red(A;;) (redukujeme riadky a stipce okrem
tych, ktoré obsahuju samé o).

Potom ¢(S) =¢(0) + A(4,5) + (¢, )

Postupujeme teda tak, Ze vypocitame redukovani maticu a cenu pre kazdého syna
(branch) a pohneme sa do toho syna, ktory méa miniméalnu cenu (LC).

Poznamka: Namiesto pisania hodnot co mézme odpovedajuci riadok a stipec z
matice odstranit. V tomto pripade bude matica odpovedat uz len podgrafu indu-
kovanému doteraz nezaradenych vrcholov.

Analogicky mozme zvazit rozhodnutie o nezaradeni hrany (4, j) do cesty OC.

e ak X je otec a P jeho syn taky, Ze odpoved4 nezaradeniu hrany (¢, j) do cesty
OC, tak maticu A musime modifikovat nasledovne

— ked'Ze hranu (4, j) viac nemame pouzit, nastavime A(, j) = oo redukcia.

Takto vznikla nova matica B, ktortt musime zredukovat. Uvedomme si, Ze budeme
redukovat len v tom pripade, ak povodna hodnota A(i, j) = 0. Redukovani maticu
B’ priradime vrcholu P a cenou bude ¢(P) = ¢(X) + r(4,5), kde r(i,5) je cena
redukcie potrebné na ziskanie redukovanej matice B’.

Teraz uz mozme uvazovat aj iné stratégie
e vyber hranu, ktorej nezaradenie vedie k maximalnej cene

e vyber hranu, pri ktorej je maximalny rozdiel medzi cenou zaradenia ¢(L) a
cenou ¢(P) nezaradenia danej hrany do cesty OC
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3.4 0/1 Plnenie batoha

Vysvetlili sme, ako metdédu LC-B&B pouZivame na rieSenie minimaliza¢nych prob-
lémov. Je moZné ju pouzit aj na rieSenie problém 0/1 plnenia batoha, ktory je
maximalizatny? Lahko vidno, Ze 4no. Maximalizovat Y ., p;x; je ekvivalentné
minimalizovaniu — > ; p;z;. Budeme vysvetloval maximalizéciu, transforméciu
na minimalizaciu zvladne kazdy sam.

Pouzime statickt reprezentaciu stavového priestoru (zaradenie x; odpoveda 1-hrane,
nezaradenie z; 0-hrane). Zrejme

Z;;l T;iPi, ak list x reprezentuje pripustné rieSenie
c(x)=¢ oo, ak list x neodpoved4 pripustnému rieSeniu
max{c(0syn(z)), c(1lsyn(x))}, ak x je vnutorny vrchol

Prirodzene sa nikajiu dva odhady - ¢(z) a u(x):

u(z) < c(z) < e(x)

Ako tieto odhady ziskame? Ak z je vrchol na trovni j, tak cesta z korena doi urcuje
nastavenie pre z;,1 < i < j. Zrejme

j—1
o(z) = Z Zipi
i=1

a preto ako dolny odhad urcite mozme pouzit u(x) = i;ll z;p;. VylepSeny dolny
odhad ziskame, ak uvazujeme greedy doplnenie s koeficientami 0,1 ( algoritmus 9);
pre ¢ = Zl§i<j pix; pouZijeme

u(z) =UBOUND(q, Y wiz;,j—1,M)

1<i<j

Algoritmus 9 UBOUND (p,w,k,M)
P—pW —w
fori —k+1tondo
if WH+w;, <M then W «— W +w;; P+— P —p;
return(P)

Horny odhad ¢(x) v prislugnej vetve je zas dany greedy doplnenim s racionalnymi

koeficientami za predpokladu, ze £- > 5}—?1 (Algoritmus 10). TLahko vidno, Ze

BOUND(q, Z wixi, j — 1, M) < c(z)

1<i<j

preto ako horny odhad pouzijeme

¢(x) = BOUND(q, Y wizi,j—1,M)

1<i<y

Ak sme uz ziskali nejaké rieSenie ceny ¢*, mozme orezat kazdu vetvu, v ktorej ¢ < ¢*



3.4. 0/1 PLNENIE BATOHA

55

Algoritmus 10 BOUND(p,w,k,M)

p aktualny profit

w aktudlny sucet vah

k index posledne odstraneného prvku
M velkost batoha

vysledkom je novy profit
P—pW—w
for 1 — k ton do
if W < M then P — P+ p;
else return (P + (1 — W) X pi>
return(P)
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Kapitola 4

Rozhodnutel'nost

4.1 Univerzalny TS

Zamyslime sa nad existenciou Turingovho stroja, ktory by bol schopny simulovat
vypocet Tubovolného iného Turingovho stroja. Nazvime ho univerzdlny Turingov
stroj a oznacme UTS. Co rozumieme simuldciou I'ubovolného Turingovho stroja? Je
to schopnost UTS simulovat vypocet Turingovho stroja T na vstupe w ak poznd kod
T aw. Inymi slovami — UTS dostane na vstupe kod nejakého TS T' a vstupné slovo w
a vystupom UTS bude presne vystup T na vstupe w. Konstrukciou UTS ukiZeme,
7e takyto stroj existuje. Je zrejmé, ze jeho existencia tuzko savisi s moznostou
zakodovat program /prechodovt relaciu Turingovho stroja takym spésobom, aby
mu vypoctovy model Turingov stroj rozumel.

Dokaz existencie UTS je konstruktivny - pozostédva z kongtrukcie pozadovaného
UTS. Skor, ako napiSeme samotny popis UTS, treba sa rozhodnut pre rozumné
kodovanie Turingovych strojov!.

Kedze

e paskova abeceda UTS je fixovand a paskova abeceda TS T je konefnd, ale
Tubovolne vel'ka - jej velkost pri konstrukcii UTS nepozname

e podet stavov UTS je fixovany, ale pocet stavov TS T je sice kone¢ny, ale
dopredu neznédmej l'ubovolnej velkosti

musime na kédovanie pouZivat rozumnu fixovana abecedu, ktorou mozeme kédovat
aktkol'vek kone¢nt T'ubovolne velkd abecedu. Pritom treba dat pozor, aby zvolené
kédovanie bolo jednozna¢né, pretoze dekdédovanie potrebujeme jednoznacéné.

Zvolme

e {0,1, B} na kédovanie paskovych symbolov Bez ujmy na vSeobecnosti
moézeme predpokladat, Ze abeceda péskovych symbolov kazdého TS pozos-
tava, okrem Specidlneho symbolu B, ktory oznacuje tzv. "blank" =prazdny
symbol, len zo symbolov 0,1. Nech by nejaki kone¢na abeceda ¥ obsaho-
vala k roznych symbolov: ¥ = {ai,...,ar}. Potom kazdy zo symbolov a;
mozme zakodovat /identifikovat indexom, teda refazcom nil a jednotiek diz-
ky m = logk + 1. Prvky $tvorprvkovej mnoziny a1, as,as, aq, resp. a,b,c,d
mozme kodovat refazcami dizky 2:

ar=a~00 a=b~01 a3=c~10 ag=d~11

LUTS ma dostat ako vstup kéd TS, treba ho rozumnym spésobom zapisat

57

kédovanie TS
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e 1° na kédovanie stavov Nech mnozina stavov mé k stavov, bez ujmy na vse-
obecnosti nech K = {¢,...,qx}. Potom refazcom 1° kodujeme/oznacujeme
stav gs.

Kazdy TS T moZno jednozna¢ne urcit/definovat tabulkou rozmeru pocet stavov
X pocet pdskovijch symbolov, kde obsah prislusného policka (stav, symbol) urcuje
hodnotu d(stav, symbol). Aby sme tabulku (ako vstup) ulozili do jednorozmerne;
pasky, budeme ju zapisovat na péasku po riadkoch - blokoch. Pritom jeden riadok
popisuje ¢innost TS, ktory v odpovedajicom stave Cita prislugny symbol z pasky.
Predpokladame, ze poradie symbolov paskovej abecedy je fixované - napr. 0,1,B.

kodTS T #88 tabulka £
celd tabulka #if riadok it . . . #f riadok ffiff

riadok tabulky  #£17¢150) Py Z,#15(MW P, Z,415(B) Pg Zp#, pricom
17 znézoriiuje, ze nasleduje riadok pre spracovanie j-teho stavu,
nasleduju podbloky pre spracovanie symbola 0,1, B (v poradi)

jedno policko j-teho riadku tabulky (uloZené vo viacerych politkach vstupnej péasky)
150 P, Z.t, kde
6(]) Cl) = (S(a)? P, Za)v
a € {0,1, B} je symbol &tany pod hlavou
S(a) je stav, do ktorého ma TS T po spracovani (j, a) prejst
P, € {1,0,—1} je posun hlavy pri spracovani (5, a)
Zq € {0,1} je symbol, ktory TS T zapiSe po spracovani (j, a) na snimané policko

ak prechod na dany znak nie je definovany, bude prislugné polic¢ko tabulky 0.

simuldcia  zaké- UTS dostane na vstupe kéd Turingovho stroja T' a vstupné slowo w v tvare

dovaného TS ,
it tabulka #if w
kod TS T vstup do T

Obsah pasky tak pozostava z dvoch €asti - ast kodu a c¢ast stroja T. Na zaciatku
pasky je kod, ktory si potrebujeme pocas celého vypoc¢tu uchovat, druhu ¢ast tvori
obsah pasky zakdédovaného stroja T' v priebehu vypoétu na vstupnom slove w. V
oboch &astiach si znackami budeme uchovéivat informéciu, ktord nam simulaciu
ulahéi; predpokladame preto, Ze paska je v priebehu vypoctu dvojstopa.

Stav stroja T si pamétame tak, 7e mame v Casti kodu znacku stavu S umiestnend v
riadku, ktory popisuje prislusny stav. Polohu hlavy na paske stroja 7" si pamatame
umiestnenim znacky hlavy H v spodnej stope strojom 7' snimaného policka.

## 11 # #|# # 1.0 1B B
S H

simulovany TS je v stave g2 a snima symbol 0

pripravnd fdza e vytvor na vstupnej paske druhd stopu, pricom prepi§ vstup do hornej stopy

e daj znacku stavu pod # nasledujtci za 1!
( T zafina svoj vypocet v pociatotnom stave 1)

e daj znacku hlavy pod prvy symbol vstupného slova w. Zapamaitaj si v riadia-
cej jednotke symbol a, ktory sa nachadza pod hlavou
(vypocet stroja T za¢ina s hlavou umiestnenou na prvom policku)
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e nastav hlavu UTS na najlavejsi symbol £ a hodnotu pokracéuj na true

Kedze stroj UTS si v stave paméta strojom 7" snimany symbol a ma oznaceny stav, simulaénd fiza
v ktorom sa stroj T "momentalne" nachadza, moze z kédu T vycitat a nasledne
aplikovat prislugny krok 7.
while pokracuj do
najdi v tabulke znacku stavu
najdi podblok #1°(®) P, Z,# odpovedajuci spracovaniu symbola a pod hlavou 2
if nie je definovany(rovna sa {0f) then
pokracuj < false
else
zapamitaj si v riadiacej jednotke S(a), P,, Z,
prepi§ symbol pod znackou hlavy na Z,, zapamétaj si Z, v riadiacej
jednotke ako novy symbol pod hlavou
posuin znacku hlavy o P,
presuil hlavu stavu pod # nasledujuci za 15(®)

a

Poznamka: Skongtruovany univerzalny TS m4 fixovany pocet stavov a abecedu,
ktora je 4 (pocet symbolov na hornej stope) x 3 (pocet symbolov na spodnej stope)
prvkovi. Opét nie je problém prerobif tento stroj tak, aby jeho abeceda bola len
trojprvkova ¥ = {0,1, B}. Uvedomme si, Ze samotny kod pouziva len symboly 0,1
- je nad dvojprvkovou abecedou 3, = {0,1}. Preto aj UTS maé svoj kod, ktory
moze byt vstupom do UTS . NavySe, existuje usporiadanie na Xj,, a ma zmysel
hovorit o i-tom refazci z;, a teda aj i-tom TS, resp. i-tom kode TS, ¢ kode i-teho
TS.
Siim = 0,1,00,01,10,11,000, . . .

7 =7 000101011 = z+

Zrejme nie kazdy refazec zo 3* je zmysluplnym kédom TS tak, ako sme ho popisali.
Zistit to v8ak nie je problém. Pripadne sa mozme dohodnit, 7e refazec, ktory nie
je spravnym koédom TS, budeme povazovat za koéd takého TS, ktory rozpoznava
prazdny jazyk; potom je i-ty refazec kddom i-teho TS.

Uloha: Napiste program v Tubovolnom programovacom jazyku, ktory overt,
¢ vstupny retazec je syntakticky korektnym koédom nejakého TS. Skiste ten isty
problém riegit na TS.

Uloha:  Napiste program (v Tubovolnom programovacom jazyku), ktory bude
simulovat UTS. Zo vstupu nacita refazec ###kod###w a na vystup vypise vystup
zakoédovaného TS.

Uloha: Zamyslite sa nad usporiadanim PASCALovskych programov.

4.2 Rozhodnutelné a nerozhodnutelné problémy

Doteraz ste sa zrejme venovali takym problémom, ktoré sa dali riesit. D4 sa ukazat,
ze existuju problémy, ktoré si neriesitelné. Dokaz je jednoduchy:

= Ak existuje rieSenie, je napisané v nejakom jazyku; nezalezi na tom, ¢i je to
program, matematicka formula alebo text. Vo vSetkych pripadoch sa jedna o retazec

2pamitame si ho v riadiacej jednotke



rozhodovac?
problém

rozhodnutelny
problém

60 KAPITOLA 4. ROZHODNUTELNOST

nad konecnou abecedou. Kedze konetnu abecedu moézme kodovat binarnymi refaz-
cami fixnej dlzky, mézme kazdému refazcu text nad koneénou abecedou priradit
binarny retfazec 7. No a teraz uz nie je problém vnimat 7 ako bindrny zépis ¢isla t.

text ~> 1~ 1
Z toho dostavame, ze algoritmov/riesni/dékazov/.. je tolko, ako prirodzengch éisel.

= Na druhej strane problémov je aspoii tolko, ako redlnych &isel. Vsimnime si
len jednu konkrétnu mnoZinu problémov, a to rozpoznavanie forméalnych jazykov.
Forméalnym jazykom mozme rozumiet lubovolna mnoZzinu retazcov L nad koneénou
abecedou X; L C ¥*. Nech a” oznacuje retazec pozostavajici z n symbolov a.
Potom

L = {aab, aaabb, . ..a"b" " | n € N}

je jazykom nad abecedou ¥ = {a,b}. My sa obmedzime na jazyky nad abecedou
{0,1}. Ukézeme, ze jazykov je tolko, ako redlnych ¢isel v intervale < 0,1 >.
Kazdému binarnemu refazcu 7 vieme priradit jeho poradové &islo i v postupnosti
Ypin. Potom redlnemu Cislu a« = 0.jas..., 0 < a < 1 priradime najprv &islo
3,0 < 8 < 1 tak, ze a; nahradime bindrnym zapisom bin(a;) ¢isla a;.

0.23 ~ 0.00100011 0.451 ~~ 0.01000101 0001

N~ N N
2 3 4 5 1
(B =0.815>... Potom
Jé] ~ Lg= {7‘ S {0, 1}*,ﬁi7 = 1}
Lg{O,l}* ~y 5206162, 61‘:1@7'1‘614

= KedZe prirodzenych ¢isel je menej ako redlnych, existuju problémy, pre ktoré
neexistuje rieSenie.

Na programovani ste pisali programy na rieSenie réoznorodych problémov, na M ste
sktimali uzavretost, resp. neuzavretost triedy objektov na niektoré operéicie,... Je
tu v8ak mnozstvo inych otazok, napr:

e je napisany program korektny?
e je vypocet daného programu na konkrétnom vstupe koneény?
° ...

Toto st otazky, na ktoré sa tazko odpoveda. Chceli by sme najst algoritmy, ktoré
nam odpoved vypocitaju. Pre niektoré z uvedenych problémov sa vSak hladany
algoritmus nedari najst. Existuje vobec? Dostavame sa k problémom rozhodnutel-
nosti.

Definicia 4.1 Problém, ktory zahriiuje nekonecényj pocet pripadov a v kaZdom pri-
pade je odpoved bud dno alebo nie, je rozhodovaci problém.

Definicia 4.2 Rozhodovaci problém je rozhodnutelny, ok existuje algoritmus, ktory
pre dany vhodny kdd lubovolného pripadu dd sprivnu odpoved pre tento pripad. Ak
algoritmus neexistuje, je problém nerozhodnutelns.

Pri kédovani treba dévat pozor, aby nami predpokladané kddovanie existovalo; aby
sme ho efektivne vedeli vyrabat a pouzivat.
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Ak chceme dokézat, Ze problém je rozhodnutelny, napiSeme algoritmus, ktory ho
rie§i. Ako ale dokazat, Zze problém nie je rozhodnutelny, ale je nerozhodnutelny?
Musime vyargumentovat, Ze neexistuje TS na jeho riegenie. Inymi slovami, neexis-
tuje TS, ktory na kazdom vstupe zastane a spravne odpovie; kazdy potencialny
kandidat sa na nejakom vstupe musi "pomylit".

Ako prvy nerozhodnutelny problém uvazujme jazyk Lprac € X5,
Lprac = {z; | T; neakceptuje z; }

Pripomefime si, Ze kazdy refazec nil a jednotiek moZno chapat ako vstupné slovo,
ale tiez ako kod TS. A tiez to, ze ked zafixujeme postupnost refazcov nad abecedou
{0, 1}, tak mé zmysel hovorit o i-tom vstupe z;, resp. i-tom TS T;, ktory zodpoveda
i-temu slovu v tejto postupnosti (chdpanom ako jeho kod).

Veta 4.1 Jazyk Lprac je nerozhodnutelny.

Dokaz: Nerozhodnutelnost jazyka Lprac ukdZeme sporom. Predpokladajme, Ze
existuje TS T, ktory jazyk Lprac rozpozniva. Nech tento TS je i-ty v kddovani
TS, teda vlastne T;. Zoberme slovo x; a dajme ho na vstup TS T = T;. Aka je
situécia?

T; € L(Tl) = I ¢ Lprag = L(Tz)
v & L(T;) = x; € Lprac = L(T;)

V oboch pripadoch mame spor, preto bol predpoklad o existencii TS, ktory rozpoz-

nava Lprac nespravny.
O

Pouzitému jazyku sa niekedy hovori diagonaliza¢ny a metdde dokazu diagonalizdcia.
Je tomu tak (aj) preto, Ze ked spravime tabulku, ktorej jednym indexom je slovo,
druhym indexom stroj a hodnota

tab(Index-slova, Index-stroja) = 1 < stroj akceptuje slovo

tak (diagonaliza¢ny) jazyk Lprac je vznikne tak, ze hodnoty na diagondle zmenime.
x; € L(T;) < tab(i,i) =0

Uloha: Metodu diagonalizacie mozme pouzit napriklad aj pri argumentacii o
existencii funkcie, ktora sa neda vypocitat Ziadnym PSCALovskym programom.
Skuste.

V okamihu, ked uz mame nejaky nerozhodnutelny problém, mozeme ho vyuzit pri
dokaze nerozhodnutelnosti iného problému. Ide vlastne o dokaz sporom, ktory je
zachyteny v nasledujtucej schéme.

Nech
N je znamy nerozhodnutelny problém
K problém - kandidét na to, aby bol nerozhodnutelny

Postupujeme sporom:

1. Predpokladajme, Ze problém K je rozhodnutelny a A je algoritmus, ktory ho
rozhoduje.
2. Skonstuujeme algoritmus B, ktory za predpokladu existencie A riesi N.

nerozhodnutelnost
Lprac

metoda redukcie



rekurzivna redu-
kovatelnost

many-one redu-
kovatelnost

problém zastave-
nia

62 KAPITOLA 4. ROZHODNUTELNOST

3. Kedze N je nerozhodnutelny, dostaneme spor s predpokladom existencie .A.
Preto je K nerozhodnutelny.

Uvedena schéma, je vlastne metédou redukcie, ked sa neriesitelnost jedného prob-
lému ziska redukciou na iny problém. Formélne:

Definicia 4.3 Nech Ly C X7, Ly C X5 s jazyky. Hovorime, Ze jazyk L1 je rekur-
zivne redukovatelny na jazyk Lo, Ly <gr Ls, ak

LQEER:>L1€£R

Neformélne Ly <g Lo vyjadruje fakt, 7e jazyk Lo je z hladiska algoritmickej riesi-
telnosti aspon tak tazky, ako jazyk L.

Pre aplikovanie spominanej schémy potrebujeme najst vhodny nerozhodnutelny
problém N, ktorého rieSenie by nam pomohlo vyriesit nag problém K. Ako vsak
vyuZit algoritmus jedného problému pre rieSenie iného problému? Jednym zo spo-
sobov je redukcia/transformacia jedného problému na druhy. Formalnejsie:

Definicia 4.4 Nech Ly C X7, Lo C X5 si jazyky. Hovorime, Ze jazyk L1 je (many-
one) redukovatelny na jazyk Lo, Ly <p L2, ak existuje TS M, kiory pocita zobra-
zenie
f]w . ET — E;
také, Ze
VxEE“{ x€L1<:>fM($)€L2

Funkcii f., zvykneme hovorit redukcia L1 na L.

O vztahu spomenutych redukcii hovori nasledujtca lema, dokaz ktorej nechame ako
cvicCenie.

Lema 4.2 Nech L1 C X7, Ly C X5 st jazyky.
ak Ly <p Ly tak L1 <, Lo

A teraz sa vratme k dékazom nerozhodnutelnosti.

4.2.1 Zastavenie TS

Definicia 4.5 Problém zastavenia: pre danyj kéd TS T a konfigurdciv C' urcit, ¢i
T zastane pri vipocte Startujiicom z konfigurdcie C.

UkaZeme, Ze tento problém je nerozhodnutelny. Napriek tomu, Ze je tento problém
formulovany ako problém zastavenia TS, zrejme nie je tazké si predstavit, Ze k
danému programu v nejakom programovacom jazyku by sme napisali TS, ktory by
simuloval jeho ¢innost. Potom sa problém zastavenia TS stava problémom toho, ¢i
dany program vobec niekedy skonéi. Neznamené to nutne, Ze z toho priamo vyplyva
nerozhodnutelnost problému zastavenia programu, ale urcite si uvedomime, Ze je
to fazky problém. A to je problém zastavenia zrejme Tahgi, ako pozadovat odpoved
na otazku, ¢i je dany program korektny...

nerozhodnutelnost Veta 4.3 Problém zastavenia TS je nerozhodnutelns.

zastavenia

Dokaz: Pri dokaze vyuZijeme nerozhodnutelnost jazyka Lprag,
Lprac = {z; | T; neakceptuje z;}

ktory pouzijeme podla vysvetlenej schémy:
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vstup x

!
/ (a0 \\
{

Algoritmus A, ktory riesi problém
zastavenia zodpovie otazku

,Zastavi TS x na vstupe x?*

U
IR

nie (x#q,X)

UTS simuluje
vypocet TS x so
vstupom x

~

M akceptuje —~UTS zamieta

N\

M akceptuje

Obréazok 4.1: Rozpoznavanie Lprac pomocou algoritmu, ktory riesi problém zasta-
venia

1. Predpokladajme, Ze je problém zastavenia TS rozhodnutelny, A je TS, ktory
ho rozhoduje.

2. UvaZzujme nasledovny algoritmus/TS M na rozpoznavanie Lprag:

e M vytvori pociatoéni konfigurdciu C = goxr a chépe x ako koéd TS.
Vytvori vstup pre problém zastavenia

X oL
(2, q )
kod TS podiato¢na konfiguracia

e M odovzda riadenie TS A, ktory rozhodne, ¢i TS x so vstupom x zastane
alebo nie

e ak TS x zastane, tak M odovzda riadenie UTS, ktory odsimuluje vypocet
TS x na vstupe x a odpovie naopak

e ak TS x na vstupe x nezastane, tak M akceptuje.

Ak vieme, Ze jazyk Lprac sa neda rozpoznéavat, bol predpoklad o existencii TS A
rozhodujiceho problém zastavenia nespravny. O

4.2.2 Postov koresponden¢ény problém

Definicia 4.6 Nech Y. je konednd abeceda, A a B si dva zoznamy slov zo X*, PKP
pridom oba maju rovnaky pocet slov.

A = W1,W2,...,Wn

B = T1,L2y...,Tp
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Hovorime, Ze Postov korespoden¢ny problém (PKP, presnejsie instancia/pripad
PKP) ma rieSenie, ak existuje postupnost indexov iy, ..., i, takd, Ze

Wiy Wiy « o« Wi, = Tjy Ty -« - T,
V takom pripade je postupnost iy, ..., i, rieSenim tohto pripadu PKP.

Ak vyZadujeme, aby i1 = 1, ide o modifikovany Postov koreSponden¢ny problém.

Nech (A,B) je vstup do PKP. Fakt, Ze tento pripad md rieSenie zvykneme oznacovat
(A,B) € PKP. Analogicky pre MPKP.

Nasleduju dva priklady konkrétnych vstupov do PKP. Prvy je prikladom PKP,
ktory rieSenie ma.

Priklad 4.1

_ Riedenie

7 ws Z;

1 1 |11t 2, 5, 1, 3

i 1011011 100 10111 1 1 10
10 111 111 0

A teraz priklad pripadu PKP, ktory rieSenie nema.

Priklad 4.2

i w; €T
1 10 | 101
21011 | 11
31 101 | 011
Riesenie

Aby xi,, ws, mohli byt zaciatkom rieSenia, musi byt jeden druhému preficom. Preto
do dvahy pripadd len i1 = 1. Takto dostaneme

A: 10

B: 101

Ak chceme sprdavne pokracovat, musi byt io = 3. AwvSak potom
A: 10101
B: 101011

Opdl je zoznam A kratsi a jediné mozné pokracovanie tito situdciu zachovdva. Preto
tento pripad PKP rieSenie nemd.

Uvedené dve verzie Postovho koresponden¢ného problému sa z hladiska definicie
lisia len minimalne. Co vieme povedat o rieSeni tychto problémov? Lisia sa z
hladiska zlozitosti? Uvidime, Ze nie. Najprv ukadzeme, ze PKP je rozhodnutelny
prave vtedy ak je rozhodnutelny MPKP. Nasledne potom redukciou na problém
zastavenia ukazeme, Ze MPKP(a teda aj PKP!) je nerozhodnutelny.

MPKP — PKP Fakt 4.4 Ak by bol rozhodnutelnyg MPKP, tak by bol rozhodnutelng aj PKP.
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Dékaz: Majme inStanciu PKP dani zoznamami A, B
A=w,ws,...,wy,
B=x1,29,...,2,

Predpokladajme, Ze existuje algoritmus A na riesenie MPKP. Lahko vidno, ze PKP
mé rieSenie prave vtedy, ak ho ma niektoré z n pripadov modifikovaného MPKP,
ktoré vznikni shiftami zoznamov A,B. Nech st to PKP;, PKP,,... PKP,, kde
PKP, = (4;, B;),

Ai = Wiyeo  Wp,y,W1y... ,Wj_1

Bi = Tiyee Ty L1 ...,L5-1
Rozhodnutelnost PKP sme takto zredukovali na nanajvys n volani algoritmu A.
O

Veta 4.5 Ak by bol rozhodnutelngj PKP, tak by bol rozhodnutelny aj MPKP. PKP — MPKP

Dokaz: Aby sme pri rieSeni MPKP mohli vyuzit algoritmus, ktory riesi PKP, bu-
deme postupovat takto:
Nech (A,B) je pripad MPKP
A=wi,wa, ..., wy
B =21,22y...,Tp.
Zostrojime (k nemu) taky pripad (A’, B') PKP, pre ktory bude platit

(A,B) € MPKP < (A',B') € PKP

Konstrukcia PKP (A’, B)

Nech ¥ je najmengia abeceda obsahujtca vSetky symboly zo zoznamov A,B a nech
$,# ¢ . Uvazujme nasledujice homomorfizmy:

hi(a) = $a

hR(a) = a$

Potom hladané zoznamy si:

w; i
1 $hR(’LU1) hL(xl)
i+1 hR(’LUZ) hL(CL'Z)
n+2 g $8

PKP maé rieSenie & MPKP mé rieSenie

Nech 1,41,142, ... ,im je rieSsenie MPKP (A B). Potom 1,41 +1,i2+1,...,ip+1,n+2 MPKP — PKP
je rieSenie PKP (4', B').

Nech 41,1i9,...,1, je riesenie PKP (A, B’). Potom i; = 1 a 4, = n+ 2. Nech j PKP — MPKP

je najmensi taky index, Ze i; = n + 2. Potom zrejme 41,1z,...,¢; je tieZ rieSenie
PKP(A’, B'). Riesenie MPKP(A B) potom je 1,43 — 1,43 — 1,...,4;_1 — 1. O
Veta 4.6 Modifikovany Postov koreSpondencny problém je nerozhodnutelns. nerozhodnutelnost

MPKP
Dokaz: Pri dokaze vyuzijeme nerozhodnutelnost problému zastavenia — ak by bol

rozhodnutelny MPKP, tak by bol rozhodnutelny aj problém zastavenia TS.
K danému TS T a vstupnému slovu w — teda vstupu do problému zastavenia —
skonstruujeme pripad MPKP. Pritom skon$truovany pripad MPKP bude mat tu
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vlastnost, Zze mé rieSenie prave vtedy, ak sa TS T vo vypocte z podiatocnej konfi-

gurécie so vstupom w zastavi.
Zoznamy MPKP preto budeme konstruovat tak, aby sme mali moznost "simulovat"

vypocet TS T na slove w.

e Nech TS T = (K, %,T, 6, qo, F). Predpokladame, Zze Vg € F Va € X je d(q,a)
nedefinované; po dosiahnuti akceptujiceho stavu sa TS zastavi.

e Konfiguriciu (g, «,4) budeme reprezentovat retazcom «;qas, kde |aq| =i—16
stav vkladame pred symbol snimany hlavou TS.

e Ak gow, 19101, a2q202, . .., apqrfBr bude moinym vypoltom, ¢ € F, tak
zaCiatok kazdého rieSenia pripadu MPKP bude

fgowhan g BifiangaBat . . ke Buti f & K UT

Na zozname B simulujeme vypocet TS T, zoznamom A sme o jeden krok pozadu.
Takto na zaklade konfiguracie C; v zozname A mame moznost budovat konfiguriciu
Ci4+1 v zozname B.

Oznaédenie: Hovorime, Ze (z,y) je ¢iastocné riesenie MPKP, ak z je prefixom y a
x,y s potencidlnym zaciatkom rieSenia pripadu MPKP.

Ak zz = y, potom hovorime, Ze z je zvySok Ciasto¢ného rieSenia z,y.

Zoznam A Zoznam B

ﬁ ﬁ(Jowﬁ

X X Xel'-B

# i

X Yp §(q,X)=(p,Y,R)
ZgX pZY §(q,X)=(p,Y,L)
af Ypf 4(q,B)=(p,B,R)
Zqf pZY4 4(q,B)=(p,Y,L)
XqY q qeF, XYeTl —{B}
Xaqff af

flay fq

qfit # q€eF

Matematicou indukciou sa ukaze:

Nech qow, a1q1 01, a2qafa, . . ., arqr Pk je platné postupnost konfiguracii taka, Ze ne-

obsahuje koncovy stav. Potom existuje ¢iastoCné rieSenie
(x,y)= (HowioiqififiaxqeBot - . - fok—1qr—10k—1,
fgowiarqiBificga ol - . . farqrfill)

Od okamihu, ked sa v zozname B objavi koncovy stav, vhodnym vyberom indexov
skupiny 1 a 3 a na zaver skupiny 4 dotiahneme rieSenie do konca. O



Kapitola 5

Vypoctové modely a vztahy
medzi nimi

Dovodom pre definovanie abstraktného vypocétového modelu je snaha o dokazovanie
vlastnosti, ktoré hovoria o problémoch ako takych. Chceme hovorit o zlozitosti
problémopv a ta4 nemé byt zavisla na vybere konkrétneho pocitaca. Model vgak
musi byt dostato¢ne silny, aby odpovedal ndmu intuitivnemu vnimaniu toho, o je
a o nie je vypocitatelné. Zatial sme mali dva modely - TS a (M)RAM.

Pre dokazovanie toho, ¢o sa na TS nedd, je jeho definicia vyhovujuca, pretoze je
dostato¢ne jednoduché, stroj sa da jednoducho popisat a mé malta mnozinu ele-
mentarnych instrukeii, ktoré moze pouzivat. Ak chceme TS ako vypoctovy model
"programovat", je to nepohodlné. Zadefinujeme preto viacero jeho modifikacii, kto-
ré nam programovanie ulah¢ia. UkaZeme, Ze naSe modifikdcie nemaju vplyv na
samotni vypoctova silu TS; len na zloZitost. Tiez si budeme viimat vzfah TS a
(M)RAMu, ktory je predsalen blizsi pocitacu...

Ako prvi modifikiciu dovolime TS pouzivat viac pasok.

5.1 k-paskovy Turingov stroj

Existuje viacero moznosti, ako definovat k-paskovy TS. V podstate nam ide o to,
7e namiesto jednej pasky, na ktorej mohol &tatf i zapisovat, uvaZzujeme k pésok a
kazda ma "svoju" hlavu. V jednom kroku sa TS "pozrie" na obsah poli¢ok pod
hlavami, na aktualny stav a na zaklade toho zmeni stav, obsah poli¢ok pod hlavami
a patri¢ne pohne jednotlivymi hlavami.

Otézkou je, kde sa nachidza vstup. Presnejsie, ¢i ho moZzno prepisovat. Mame dva
zékladné pristupy:

(i) vstupna paska sa moZe prepisovat a je teda pracovna

(ii) jedna z pasok je len vstupom; vstup sa z nej iba €ita, nesmie sa prepisovat. V
tomto pripade rozpoznivame 2 modely ONLINE (jednosmerny pohyb ¢itacej
hlavy) a OFFLINE (obojsmerny pohyb ¢itacej hlavy)

Vo vsetkych pripadoch budeme predpokladat, Ze vSetky pasky si jednosmerne ne-
konetné smerom doprava, s Tavym okrajom oznafenym $pecidlnym znakom ¢ (v
pripade ONLINE/OFFLINE modelu je vstup oznafeny aj z prava znackou § ).

Nasleduje definicia deterministického k-paskového TS, prva paska obsahuje na za-
Giatku vypoctu vstup.

67



68 KAPITOLA 5. VYPOCTOVE MODELY A VZTAHY MEDZI NIMI

KSR o —p
OFF 4—»
KSR
[ [ --- [[[5 -«
. ¢ [1] [ [ % oo
[ [[ - [[]% -~ B [[ --- [[[5 +--
k-paskovy TS ONLINE/ OFFLINE
bez oddeleného vstupu k-paskovy TS

Definicia 5.1 Deterministicky k-pdskovyj TS je sedmica (3,1, K, 6, B, qo, F), kde
S, I(2CT),K,B,qy a F maji vjznam ako pri definicii TS,

§:(T* x K) — (T* x K x {0,1,-1}*)

je prechodovd funkcia.

Pojem konfiguracie, kroku odvodenia, vypoé¢tu,.. sa definuje analogicky ako v pri-
pade TS. Pritom plati:

Ak 5(61, €2, .+, Ck, k) = (6/17 8/2’ =y C;cap7p081a "7p051€)
tak V i také, Ze ¢; =¢ je pos; € {0,1} Ac; = ¢; . (Pripustame prepisovanie vstupu.)

Formalnu definiciu ONLINE,OFFLINE k-paskového TS prenechavam ¢itatelovi (vstup-
na paska sa nesmie prepisovat, pozor na pohyb hlavy na vstupe).

Zéakladné miery zloZzitosti definované pre TS su ¢asova a pamiétova zlozitost. Defi-
nuju sa analogicky ako v pripade zlozitosti konkrétnych algoritmov.

Uvedomme si, Ze ak uvazujeme do pamétovej zloZitosti aj priestor vstupu, je najme-
Sia moZna pamétova zloZitost linedrna. Pritom vieme, Ze v pripade rozpoznévania
regularnych jazykov je vlastne paméit konstantna. Zda sa preto rozumné rozliovat
medzi vstupom a tym, ¢o naozaj musi byt v paméti. Na trovni abstraktného mo-
delu to riesime takym modelom TS, ktory mé jedinG vstupnii pasku a niekolkych
paméatovych pasok, ktoré mozno prepisovat. Do priestorovej—pamétovej zlozitosti
poditame len pamétové pasky. Pri definovani zloZitosti uvazujeme zakladny model
TS - deterministicky viacpaskovy TS s k jednosmerne nekoneénymi paskami.

&as — pocet krokov, resp. dlzka vypoétu; oznacujeme T(n)

pamit — maximaéle ¢islo policka navitivené po¢as vypoétu na niektorej z paméto-
vych pasok; oznac¢ujeme S(n), resp. niekedy L(n)

Definicia 5.2 Hovorime, Ze

cas TS je T(n) - asovo ohraniceny, ak pre Ziadne vstupné slovo dizky n nespravi viac
ako T(n) krokov; jazyk/problém je Casovej zlozitosti T(n), ak existuje T(n)-casovo
ohraniceny TS, ktory ho rozpozndva,/riesi

priestor TS je S(n) -priestorovo (péskovo) ohranieny, ak pri vipocte na Ziadnom vstupnom
slove dlzky n nepouzije viac ako S(n) policok pdsky; jazyk je priestorovej zloZzitosti
S(n), ak existuje S(n) priestorovo ohraniceny TS, ktory ho rozpozndva
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Priklad 5.1 Napiste TS, ktory rozpozndva nasledujice jazyky
1. L ={zly| z,y € {a,b}", [z] = |y[}
2. L ={wcw| w € {a,b}*}
3. L={a"b"| n>0}
Akd je zloZitost vami navrhnutych TS?
Veta 5.1 Ku kazdému k-pdskovému S(n)-pdskovo ohranicenému TS existuje ek- k—1
vivalentny jednopdskovy S(n)-pdskovo ohraniceny TS . Ku kaZdému k-pdskovému

T (n)-casovo ohranicenému TS ezistuje ekvivalentny jednopdskovyj O(T?(n))-céasovo
ohraniceny TS.

Dokaz: : Obsahy k-pasok Ty si jednopaskovy 17 ulozi do stop. Budeme mat 2k
stop. V kazdej dvojici stop jedna stopa uchovava obsah simulovanej péasky, druha simuldcia
slizi na uchovanie informacie o polohe hlavy na tejto paske.

Takze: v stope 2¢ bude uloZeny obsah i-tej pasky. Stopa 2i —1 sltzi na zapamétanie
pozicie hlavy na i-tej paske; j-te policko 2i — 1 -ej stopy obsahuje §pecidlny znak f
préave vtedy ak i-ta hlava simulovaného T} je na j-tom poli¢ku.

Simulécia prebieha v taktoch. V jednom takte odsimuluje 77 jeden krok Tj:

e T prejde hlavou zl'ava doprava, pricom si do stavu zapaméta symboly ay, . .., ag
pod hlavami stroja Ty. V priebehu tohto posunu je 71 v stave, ktory vyzera
nasledovne:

[qv L1y ey ka]’ priéom

q je stav simulovaného T}

x; = a; ak v priebehu tohto posunu bola hlava T} na poli¢ku, ktoré v stope
24 obsahovalo symbol a; a v stope 2¢ — 1 bol symbol pre polohu hlavy

x; = — ak sme v priebehu tohto posunu este neboli na policku, ktoré v stope
2¢ — 1 obsahovalo symbol pre polohu hlavy

Je zrejmé, ze v okamihu, ked dosiahne stav [g, a1, ..,a;], ma T} informaciu
potrebnu pre "aplikovanie" prechodovej funkcie T.

e V stave aplikuje prechodovt funkciu. Nech 6x(q, a1, ..., ar) = (p,b1, ..., bk, poS1, ..., pOSk);
T si v stave uchova (p, b1, ..., bk, posi,...,posk)

e Prechodom sprava dol'ava upravi pasku tak, aby odpovedala kroku T}, - prepise
a; symbolom b; a posunie "hlavou" j-tej pasky podla pos;, nastavi aktualny
stav Ty na p.

Uvedomme si, Zze "posun hlavy" znamené posun znacky oznacujicej polohu hlavy
a moze znamenat, Ze sa 17 posunulo vzdy o jedno policko doprava (ak sa hlava ma
posuntt doprava).

Teraz sa pozrime na zlozitost tejto simulacie. Nech Ty (n), Ti(n), Sk(n), S1(n) ozna- zloZitost simuld-
¢uju Casovi, resp. priestorovu zlozitost i-paskového TS T;,i = 1,k. cie

Reprezentécia viacerych pasok v stopach jedinej pasky sposobi, Ze priestorova zlo- pamdt
zitost stroja je dana stopou, ktora simuluje pévodne najdlhsiu pasku.

Simulacia jedného taktu stroja 77 je (linedrne)imernd velkosti pasky stroja Tk. cas
Kedze paskova zlozitost je vzdy zhora ohranic¢end ¢asovou zlozitostou, dostavame:

Ti(n) = O(Tk(n) x S(n)) = O(T¢(n))
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d

Situécia je trochu ind, ak uvazujeme simul4ciu k-paskového TS na dvojpéskovom
TS. Moznost pouZivania pomocnej pasky sa odrazi na zlozitosti tejto simulacie.

Veta 5.2 Ku kazdému k-pdskovému T (n)-casovo ohranicenému TS Ty, existuje ek-
vivalentny dvojpdskovy O(Tx(n)log Tk (n)) casovo ohraniceny TS Ts.

Dokaz: (Nacrt) Jednu z pasok T budeme pouZivat ako paméitovi, druhd bude
pomocna. KedZe néarast ¢asu pri simulacii bol sposobeny tym, Ze sme v zloZitosti
O(Ty(n)) zistovali obsah poli¢ok pod hlavami simulovaného T}, budeme "getrit"
tym, Ze po skonéeni kazdého taktu bude obsah pasky upraveny tak, aby sa vSetky
simulované hlavy nachéadzali na jednom policku pamétovej pasky (kazda v inej sto-
pe). Popiseme, akym spdsobom sa pomocou pomocnej pasky realizuje prepisanie
¢itaného symbola a posun na jednej simulovanej péaske. Celkovy krok T} potom
pozostava z k po sebe nasledujtcich prepisov a posunov; zmenu na kazdej z k pasok
realizujeme zvla3t, jednu po druhe;j.
Pri simulacii
— predpokladame, Ze paska je obojstranne nekoneéné
— kazda z k pasok T je na pamétovej paske T, reprezentovana dvomi sto-
pami. Stopy st rozdelené (aZ v okamihu, ked sa na prislugné politko
dostaneme) do blokov ...,B_;,...,B_1, By, B1,...,B;,..., pricom |B;| =
|B_i| =271, |Bo| = 1
— predpokladame, Ze na zaiatku vypoc¢tu st symboly uloZené v spodnej stope

j-ta paska simulovaného T} je v dvoch stopach T, ulozena nasledovne:

Pre bloky B; a B_;,i > 0, plati
ak je jeden plny (pouZiva obe stopy), je druhy prazdny

oba pouzivaju len spodni stopu

Obsahy blokov st po sebe idace policka reprezentovanej péasky, pric¢om
v B; st policka na hornej stope pred polickami na spodnej stope

v B_; st policka na hornej stope pred polickami na spodnej stope
B reprezentuje policka nalavo od B;,0 < i < j
By reprezentuje policko pod hlavou T}

Ak simulovany T} chce posunit hlavou dolava, my musime "potiahnut" pasku do-
prava. potrebujeme do bloku By "dostat" prvy symbol, ktory sa nachddza nalavo
od neho. To sifasne znamend, %e blok By musime uvolnit. Budeme ho prestvat do
¢asti napravo.

Algoritmus 11 popisuje simulaciu jedného kroku 7%. Podla hodnoty ¢ budeme
jednému vykonaniu tohto algoritmu hovorit B; —operéacia.

Vsimnime si, Ze

— realizacia B; operacie je umerna velkosti | B;|

— po realizacii B;—operacie pouzivaja bloky Bi,...,B;—1 len spodni stopu.
Preto kazdu B; operaciu mozme vykonat nanajvys raz za 27! krokov
stroja T}, (musime najprv zaplnit hornd stopu, ktort sme pri poslednej B;
operacii vyprazdnili.)

— maximalny index ¢ bloku, do ktorého sa pocas simul4cie dostane hlava 75 je
zhora ohraniceny i < log Tx(n) + 1
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Algoritmus 11 posun hlavy dolava

1: nech ¢ > 0 je najmensie také, ze blok B; nie je plny;

2: if B; nie je tplne prazdny (pouZziva spodnii stopu) then prekopiruj Bo, Bi, ..., B; na
pomocni pasku

3: uloZz obsah pomocnej pasky do spodnej stopy blokov Bi,...,B;—1 a oboch stop
bloku BZ

4: pomocou pomocnej pasky uloz obsah bloku B_; do spodnej stopy blokov
B*(ifl% ey B[)

5: else (B; je tplne prazdny) prekopiruj Bo, Bi, ..., B;i—1 na pomocnii pasku

: uloz obsah pomocnej pasky do spodnej stopy blokov By, ..., B;

7 pomocou pomocnej pasky prekopiruj obsah bloku B_; do spodnej stopy blokov

B_i,...,Bo

Casovii zlozitost stroja T teda mozme odhadnut nasledovne

log T (n)+1 _
)< Y, me2 ook <1 Ti(n)log Ti(n) = O(Ti(n) log Ti(n)

i=1

5.1.1 Redukcia ¢asu a redukcia pasky

V pripade zlozitosti konkrétnych algoritmov sme sa uspokojili s "radovou" zloZitos-
tou; pouZivali sme asymptotiku "O", multipkikativnu kon$tantu sme zanedbéavali.
Ako je to pri zlozitosti definovanej na TS? UkdZeme, Ze aj v pripade TS mozme
multiplikativne konstanty zanedbat.

Veta 5.3 Ku kazdému f(n)-priestorovo ohranicenému TS M a konstante 0 < ¢ < 1
existuje ekvivalentni cf(n)-ohraniceny TS N.

Dokaz: Zakladom dokazu je zvicSenie abecedy péaskovych symbolov. Nech M je
jednopaskovy TS bez oddeleného vstupu, ktorého paskova zlozitost je f(n); v tomto
pripade zrejme f(n) > n.

M=(XT1,K,6,q,F)

Skongtruujeme novy TS N, ktorého paskova zlozitost bude nanajvys c¢- f(n). Kon-
strukcia TS N je zaloZena na tom, Ze jedno policko stroja N bude simulovat m
poli¢ok stroja M. Polohu hlavy vramci simulovanej m-tice si stroj N bude pamétat
v stave ako index ¢,1 < ¢ < m. To umozni, aby N simuloval M krok za krokom.
Presnejsie:

N={B}ul'", KUK x{1,....m}UK',0n,q0, F x {1,...,m})
kde prechodovéa funkcia dn je uréend nie celkom formalnym popisom ¢innosti V.

1 TS N najprv "skomprimuje" vstup; vyuZitim stavov z mnoziny K’ zakoduje
vstup w = wy ... w, do prvych r,r = [n/m], politok pasky. Nech b; je obsah
i—teho policka pasky, b; = [W(;—1)m41W(—1)m+2 - - - Gim], @5 = B pre j > n .

2  Podiatoéna konfiguraciu stroja M vytvori N tak, Ze nastavi hlavu na prvé
policko a stav KSRJ na [qo, 1].

3 A teraz uz N simuluje krok za krokom vypocéet TS M. PoloZzka i stavu urcuje,
kedy sa hlava simulovaného stroja hybe v rdmci snimaného policka a nesposobuje
pohyb hlavy stroja N a kedy hlavou pohne aj N.

redukcia pdsky

c¢innost N



r=x;,l<i<m

r=z; t=1

rT=x; 1=m

redukcia casu

priprave simuld-
cie

1 takt simuldcie

72 KAPITOLA 5. VYPOCTOVE MODELY A VZTAHY MEDZI NIMI

5N(B’[Q7i]):([Bv"WB]v[QaZ‘LO) ge K

Ku kazdému prvku d(=x, q) = (y, p, pos) prechodovej funkcie stroja M vytvori-
me niekol’ko prvkov prechodovej funkcie stroja N. Jednotlivé pripady odpovedaji
roznym hodnotdm parametra .

On([z1 - i o), [0,4]) = (21 ..y - .. 2], [P, @ + pos], 0)

([y...xml, [Py 1+ pos],0), pos# —1;
on([z1.. 2ml, g, 1]) =
(ly...zm], [p,m], —1), pos = —1.

([x1...y], [p,m + pos],0), pos # 1;
5N([$1~~~$m]a[Qa"L]) =
([z1...9],[p, 1], 1), pos = 1.

Aka je pamétova zlozitost TS N? Sy(n) = max{n,[S(n)/m]}. Je zrejmé, ze
kongtantu m vieme nastavit podla konStanty ¢ tak, aby Sy(n) <c-S(n). Aky ma
byt vztah ¢ a m?

Ak M je TS s oddelenym vstupom a jednou pamétovou paskou, kumulovanie m
symbolov do jediného budeme aplikovat len na pamétovej paske. Formalny zapis
nechévame ako cvienie.

d

Veta 5.4 Nech M je f(n)-casovo ohraniceny TS, ¢ konstanta, 0 < c <1, f(n)/n —
0. Potom existuje ekvivalentny TS N, ktorij je cf(n)-éasovo ohraniceny.

Dékaz: Ak povodny TS M je k—péaskovy, tak ekvivalentny TS N bude (k + 1)-
paskovy. Pre jednoduchost budeme predpokladat, Ze M bol jednopaskovy. Dokaz
pre k > 1 je analogicky.

Z predchadzajiceho dokazu sa nechame ingpirovat kompresiou péasky. Kompresiu
vyuZijeme k tomu, aby sme mali moZnost v jednom kroku odsimulovat m krokov
vypo&tu povodného stroja M. Uvedomme si, Ze k tomu, aby sme mohli odsimulovat
m krokov stroja M, potrebujeme poznaft nielen stav, ale aj pasku velkosti 2m — 1,
m — 1 policok nalavo od terajSej polohy a m — 1 poli¢ok napravo.

1 TS N skomprimuje vstup a;...a, do prvych [n/m] policok druhej pasky.
Nech b; oznatuje obsah i—teho policka pasky, b; = [a(i—1)m+10G—1)m+2 - - Gim]s
pricom a; = B pre j > n. Od tohto okamihu pésku, na ktorej bol pévodne vstup,
nepouZiva a preto ju nebudeme uvaZzovat.

2 TS N nastavi hlavu na prvé policko pasky a stav KSRJ na [qo, 1]; rovnako ako
v predchadzajacom dokaze hodnota 1 indikuje, Ze hlava simulovaného stroja snima
prvy z m symbolov, ktoré sa nachadzaju na policku pod hlavou.

3 TS N pracuje v taktoch: nech stav N na zaciatku taktu je [¢,7],1 < i < m,
obsah snimaného policka a1, ..., am

— TS N v 3 krokoch precita obsah doméaceho aj susednych poli¢ok; v stave si teda
pamata
By lm, @1y ey Qs Ty e oy Ty @M+ 1)
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— aplikovanim svojej prechodovej funkcie (v jednom kroku) v stave odsimuluje m
krokov TS M - tieto sa realizuju na tseku vymedzenom doméacim a susednymi
polickami, preto sa to da. Zmeneny stav bude

[Ll,...,Lm,Al,...,Am,Rl,...,Rm,p,j,k]

— nanajvys v 6 krokoch (podla info v stave) prepise N hodnoty domaécich a sused-
nych polic¢ok a pohne spravne hlavou

Casova zlozitost stroja N je dand ¢asom potrebnym na komprimovanie vstupu a
zloZzitostou samotnej simulacie.

Tn(n) <2n+10- [Ta(n)/m]
Pri vhodnej volbe m (akej?) moézme tvrdit

2n + 10 - [T[\{(TL)/ﬂﬂ <c- T]y](n)

5.2 Vztah DTS a MRAM

Ukazeme, ze vypoctové modely (M)RAM a TS su z hladiska vypoctovej sily ek-
vivalentné. Stustredime sa na zmenu zlozitosti pri prechode od jedného modelu k
druhému. Pri oznaovani ¢asovej zlozitosti TS, resp. (M)RAMu budeme dodrziavat
nasledujtice znacenie

T(n) casova zlozitost TS

Ty(n)  Casova zlozitost (M)RAMu pri jednotkovej cene

Tiog(n)  Casova zlozitost (M)RAMu pri logaritmoickej cene

Veta 5.5 Nech M = (£,1',K,qo,9,F) je jednopdskovy TS rozhodujici jazyk L
v case T(n). Potom existuje ekvivalentyy RAM, pre casovi zloZitost ktorého plati
Ty(n) = O(T(n)), resp. Tiog(n) = O(T'(n)logT(n))

Dékaz: Konfiguraciu TS v RAMe! reprezentujeme tak, Ze obsah pasky ulozime do
pamite RAMu a stav si budeme pamiitat navestim programu. Nezabidajme, Ze pri
simulovani kroku TS potrebuje poznat nielen stav, ale aj symbol pod hlavou. Tento
zistime pomocou zapaméataného indexu registra, v ktorom sa nachadza.

Pri simulacii TS postupuje RAM nasledovne:
1 prekopiruje vstup do registrov R(2),..., R(n+ 1)

2 do R(1) ulozi polohu hlavy na paske (¢islo registra, v ktorom je ulozeny symbol
z toho policka pasky, na ktorom je nastavené hlava)

3 krok za krokom nasleduje simulacia TS. Pre kazdy stav ¢ € K mame sadu
instrukcii, ktord pozostdava z |I'| podpostupnosti. Nech j-ta podpostupnost g-tej
sady za¢ina in§trukciou N(q,j). Nech é(q,s;) = (p,sj, D). Potom instrukcie j-tej
podpostupnosti sd nasledujuce:

IRAM poéita funkciu ®;. Ak L je jazyk, tak ®; oznaluje charakteristickt funkciu tohto
jazyka. Na slovach z jazyka dava hodnotu 1, na slovach, ktoré nie st z jazyka, dava hodnotu 0.

cas

TS — RAM



Casovd a pamd-
tovd zloZitost.

(M)RAM — TS
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N(q,7) LOAD 1
N(g,j)+1 SUB =j
N(q,7) +2 JZERO N(q,j) +4
N(q,j)+3 JUMP N(q,j+1)
N(q,j)+4 LOAD =j’
N(g,j) +5 STORE x 1
N(q,7)+6 LOAD 1
N(q,7)+7 ADD =D
N(q,j)+8 STORE 1
N(g,7)+9 JUMP N(p,1)

— simulécia zacina v podiato¢nom stave

4  koncovym stavom dno, nie odpovedaji jednoduché postupnosti instrukcii, kto-
ré ulozia do akumulatora 1, resp. 0 a ukon¢ia vypocet RAMu.

Uvedomme si, ze uvedena simuldcia plati aj pre (M)RAM. Ked7ze je jeden krok
vypo¢tu TS simulovany po¢tom krokov, ktoré sa daji ohranicit konStantou, a ke-
dze jediny register R(1) sa konStantou ohranicit neda ale zavisi od polohy hlavy,
dostavame:

TS | (M)RAM-jednotkova | (M)RAM-logaritmické

T(n) O(T(n)) O(T(n)logn)

S(n) | O(S(n))— O(T(n)) O(S(n)lig(s(n)))
O(T(n)log(T(n)))

d

Cvicenie 5.1 Modifikujte simuldciu RAMu v pripade, Ze TS bol k—pdskovyj. Za-
chovagte zloZitost stmuldcie.

Veta 5.6 Ku kaZdému (M)RAMu existuje ekvivalentny TS.

Dékaz: Vychadzame z (M)RAMu, ktory pocita funkciu f(n). Konstruovany TS
bude 5-paskovy. Paméit-registre (M)RAMu budi uloZzené na paméitovej paske, prog-
ram spolu s ¢ita¢om inStrukcii si pamitame v stave. Simulacia prebieha ingtrukciu
za, indtrukciou.

1 Prva paska obsahuje vstup
2 Druhé paska slazi na simulaciu akumulatora
3 Tretia (paméitova) paska slazi na simulaciu paméte (M)RAMu. Jej obsahom je
postupnost retazcov #8b(¢)8b(R(7)), kde
b(i) je binarne zapisana adresa
b(R(%)) je binarne zapisany obsah registra R(7)

4 'V stave TS si pamétame program (M)RAMu a hodnotu &taca instrukeii

5 Simulacia (M)RAMu prebieha v taktoch; jeden takt simuluje vykonanie jednej
instrukcie (M)RAMu. Na uskutoCnenie l'ubovolnej instrukeie stacia dva operandy;
tieto si mozeme uloZit na $tvrtd a piatu pasku. Potom uZ odsimulovanie jednotli-
vych instrukcii nie je problém.
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Priklad simulacie STORE * 4

— na pamiétovej paske najdi #b(4)b(R(4))

— prepis b(R(4)) na pomocni pasku a najdi na paméatovej paske fb(R(4))b(b(R(4)));
pamétova paska je teda v tvare afiftb(R(4)b(b(R(4)))tt4

— presuii obsah pamétovej pasky #40 na pomocnu pasku

— prekopiruj obsah akumulatora za affb(R(4)f a na zaver opif presunn 0 z

pomocnej pasky

Casovi zlozitost TS ziskame, ak pocet simulovanych instrukeii (M)RAMu prenéso-
bime ¢asom, potrebnym na odsimulovanie jednej instrukcie. Pritom

— &as potrebny na simuléaciu jednej RAMovskej instrukcie je timerny velkosti

paméatovej pasky

— ked'ze nasobenie a delenie st na TS kvadratickej zloZitosti, v pripade MRAMu
musime na simuldciu jednej ingtrukcie uvazovat s ¢asom kvadratickym od

velkosti paméatovej pasky

75

Casovd zloZitost.

— pocet simulovanych instrukcii je zhora ohranic¢eny ¢asovou zlozitostou (M)RAMu

Ostéava sa zamysliet nad tym, akd je velkost pamdtovej pdsky?

- pri logaritmickej cene O(T'(n)) - stadi si uvedomit, ze logaritmickd cena in-
§trukcie, ktorou (na péaske vznika, resp.) sa modifikuje ten-ktory register, je
umernd poétu poli¢ok, ktoré na paméitfovej paske zapis bloku zabera

- pri jednotkovej cene - O(pocet blokov x velkost bloku)
pocet blokov je nanajvys T'(n)
vel'kost bloku ohrani¢ime na zaklade nasledujuceho faktu:

Fakt 5.7 Nech I je vstup (M)RAMu dizky n, I(B) mazimdlna dizka cisla pouZité-
ho v programe. Po t krokoch vypoctu (M)RAMu md obsah kaZdého registra dizku

nanajuys

-n+1(B)+t v pripade RAMu;
—ct v pripade MRAMu, pricom ¢ = max{n,l(B)}

K dokazu si sta¢i uvedomit, ze ked mame dve binarne ¢isla s dlzkami binarneho

zapisu a, resp. b, tak

— pre dlzku ¢ sactu tychto Gisel plati: ¢ < max{a,b} + 1
— pre dizku ¢ sa¢inu tychto ¢isel plati: ¢ < a +b

Casova zlozitost TS
RAM | jednotkova Tu(n) | O(TE(n))
logaritmické Tiog(n) O(Tﬁ)g(n))
MRAM | jednotkova Ty(n) | O(d™e™)
logaritmické Tiog(n) O(Tl?c’,g(n))
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5.2.1 Prva pocitacova trieda

Definicia 5.3 Nech M, N si dva rozne modely. Hovorime, Ze M je polynomiélne
redukovatelny na N, ak existuje polyném p(n) taky, Ze ku kazdému vgpoctu Cpr na
M casovej zloZitosti Thy(n) existuje ekvivalentng vipocet Cn na N dasovej zloZitosti
O(p(Ta(n)))

Definicia 5.4 Modely M, N si polynomialne ekvivalentné, ak M je polynomidlne
redukovatelng na N a naopak.

Definicia 5.5 Prva pocitacova triedu tvoria tie vgpoctové modely, ktoré si poly-
nomidlne ekvivaleniné viacpaskovému DTS.

Zhrnutim predchadzajicich vysledkov dostavame.

Veta 5.8 RAM, MRAM s logaritmickou cenou, jednopiskovy a viacpdskovy DTS
st polynomidlne ekvivalentné modely, ktoré patria do prvej pocitacovej triedy.
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Zlozitostné triedy

V tejto Casti sa budeme zaoberaf zloZitosfou na TS. Bude nas zaujimat, aky vplyv
méa mnozstvo prisluinej miery zloZitosti na triedu problémov, ktoré sa s danou
zloZzitostou daju rieit. Pritom sa stustredime nielen na vysledky, ale aj na metody,
ktoré sa na ich rieSenie pouzivaju.

V ¢asti 6.1 sa budeme venovat dolnym odhadom; vysvetlime pouzitie prechodovej
postupnosti pri ziskani dolného odhadu na €¢as a prechodovej matice pri dolnom
odhade na priestor. Potom vysvetlime dévody pre zavedenie pojmu kon§truovatel-
nej/pocitatelnej funkcie a ukazeme, 7e existuje nekonetné hierarchia ¢asu(6.2.2) a
priesotru(6.2.1). V Casti 6.3 zavedieme nedeterministicky TS a napokon v ¢asti 6.4
sa budeme venovat vztahu determinizmu a nedeterminizmu a hierarchii zlozitost-
nych tried.

6.1 Niektoré metoédy dolnych odhadov

Najprv uvedieme pouzitie prechodovej postupnosti pre ziskanie dolného odhadu na
¢as pri rozpoznévani jazyka na jednopéaskovom TS. Pri dolnych odhadoch na priestor
sa zas vyuZziva pojem prechodovej matice.

Zopakujme si:

sup f(n) je limita najnizSej hornej hranice postupnosti f(n), f(n+1),...

n—oo
inf f(n) je limita najvyssej dolnej hranice postupnosti f(n), f(n+1),...
n—oo

Tieto pojmy sa pouZivaju v pripade, ked funkcia limitu nemé4, napriek tomu sup,
resp. inf existuje. Napr.

% pre n parne;
f(n) =
N pre n neparne.

inf f(n) =0, sup f(n)= oo ale limita funkcie neexistuje.

n—00 n—00

6.1.1 Prechodova postupnost a dolny odhad na ¢as

Majme jednopéskovy TS, ktorého jedina jednosmerne nekone¢né paska je ¢itacia aj
prepisovacia zaroven. Predpokladajme, Ze stroj najprv zmeni stav a aZz potom pohne
hlavou. Potom pre fixovany vypocet a kazdé prirodzené i m4 zmysel uvazovat o
postupnosti stavov, v ktorych stroj prechadza hranicu medzi polickom ¢ a i+1. Tuto
postupnost stavov (pre fixovany vypocet) nazveme prechodova postupnost medzi i-
tym a (i + 1)-ym polickom.

77
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Obrézok 6.1: Prechodova postupnost

Lema 6.1 Nech w = ajas...a, je akceptované jednopdskovym TS T a nech pre-
chodovd postupnost medzi i,i + 1 je rovnakd ako medzi j,5 +1 (i < j). Potom T
akceptuje aj slovo w = aras . ..a;0541 ... 0y.

Dékaz: Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladame, Ze stroj koné¢i v konfiguracii s
hlavou umiestnenou na poslednom symbole vstupu.

Majme uvazovany akceptujici vypocet A(w) na slove w = ajas . .. a,. Nech uvazo-
vand, prechodova postupnost medzi i, + 1 (resp. 7,7 + 1) je 1,92, ..., ¢s-
Oznac¢me L(i,t) ta ¢ast vypottu A(w), ktora lezi medzi prichodom sprava na policko
a; v stave ¢; a odchodom doprava z policka a; v stave g.y1, t parne

(L(i,0) je zatiatok vypoctu A(w) do okamihu, ked stroj prvykrat prekro¢i hranicu
medzi 4,7+ 1).

Nech R(i,t) ozna¢uje ti ¢ast vypoctu, ktora zacina prichodom zl'ava na policko a;1
v stave ¢; a odchodom z tohto policka dolava v stave git1,t neparne.

Potom akceptujuci vypocet na slove aias ...a;aj+1 . .. an moze prebiehat nasledov-
ne:

L(3,0), R(j, 1), L(i,2), R(5,3), . .

Analogicky sa d& dokazaf nasledovné tvrdenie.

Lema 6.2 Nech v =aias...an, u=>b1by...b,, su akceptované jednopdskovim TS
T a nech prechodovd postupnost medzi a;, a;+1 je rovnakd ako medzi b;,b; 1. Potom
T akceptuje aj slovo aras . ..a;bji1...by, resp. biba...bjaii1...an.

Prechodova postupnost akymsi sposobom zachytava "komunikaciu" medzi dvomi
¢astami vstupného slova, resp. vstupnych slov.

Cviéenie 6.1 Ukdzte, Ze Ziadny jednopdskovy TS rozhodugici jazyk {a™b" | n > 0}
nemd dlZku prechodovijch postupnosti ohranicend konstantou.

Ako ale suvisia prechodové postupnosti s odhadom na ¢as?
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Fakt 6.3 Ak T je T(n) casovo ohraniceny TS, potom sicet diZok prechodovych
postupnosti je najviac T(n).

Je zrejmé, 7e ak chceme zdola odhadnutf ¢as, stali zdola odhadnuf sucet dizok
prechodovych postupnosti.

Veta 6.4 Ak je jazyk L = {wcwf|w € {0,1}*} rozpozndvany jednopdskovyim TS T,
tak pre jeho casovi zloZitost T (n) plati

T(n)

>0
n2

sup

n—o0

Dékaz: Na zaklade predchadzajicich liem je zrejmé, Ze nemodzu existovat také slova
wiwacwiw wawscwlwk, pre ktoré plati (*):

o |wi| = |ws]

° wy # ws

e v akeceptujicich vypoétoch na slovach wiwscwfwf, wswscwfwi je precho-

dova postupnost medzi wy, ws rovnaka ako medzi ws, wy.

dolny odhad na
cas

V opacénom pripade by totiz stroj akceptoval® aj slova wqwscwFwE, resp. wswycwliw
4 %3 2 1>

ktoré nie st z jazyka.

Zafixujme dlzku slova n a oznaéme p(i) priemernt dizku prechodovej postupnosti
medzi i-tym a (i + 1)-ym poli¢kom — pritom priemer uvazujeme cez vietky slova
dlzky n z jazyka. Potom plati, Ze aspoit polovica slov (dlzky n) z jazyka ma dizku
prechodovej postupnosti medzi i,¢ + 1 nanajvys 2p(i). Tychto slov (ozna¢me ich
W,) je aspon

1 n— n—
52%: 97—l (6.1)

Kol'ko je vietkych moznych prechodovych postupnosti dizky nanajvys 2p(i)?

2p(3)
si < g2 (6.2)
j=1

Ak teda spravime rozklad mnoziny slov W,, podla relacie - mat rovnaki prechodovi
postupnost medzi 7,7 + 1 - vieme odhadnat priemerny pocet prvkov v jednej triede
tohto rozkladu. Tento pocet dostaneme ako pocet slov z W,, (6.1) lomeno podcet
prechodovych postupnosti dlzky nanajvys 2p(i) (6.2). Pritom tento pocet nesmie
byt vi¢si ako pocet vietkych moznych dokondeni medzi i+1a (n—1)/2. V opatnom
pripade by sme totiz v jednej triede mali dve slové, ktoré spliiaji (*).

Teda

(n—1)

7 L (n—1)

b
i =2

9i=1 < 2p(i)+1

(1—1)log2 < (2p(i) + 1) log s < 3p(i) log s

lyyplyva z Lemy
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Pre priemernt dizku prechodovej postupnosti teda dostavame:

i—1
3log s

< p(i)

Ak s¢itame priemerné dizky, dostaneme odhad na priemerny ¢as. Kedze aspoi jeden
vypocet musi mat zloZitost aspon priemernd, poskytuje dolny odhad na priemerny
¢as aj dolny odhad na ¢as ako taky.

n—1)/2 44— n—1)/2 . n—1)/2
Zz(:l / @: @ (Zgzl i - Ez('zl / 1)
L (2808 — L 1)) = sk (02 — 40+ 3)

- 3logs 8 241log s
T(n) S 1
su
IV log s

6.1.2 Prechodova matica a dolny odhad na pamit

Na riefenie niektorych problémov pamét, presnejSie paméatovia péasku, nepotrebuje-
me; vystacime si s kongtantnou paméitfou, ktorta nam poskytuje stav. Ako je to v8ak
s pamétovou zlozitostou v pripade, ked nam kon§tantna pamét nestaci?

Pre TS s jednou vstupnou a jednou pamitovou paskou je stav pamdte dany

e obsahom pamétovej pasky
e polohou hlavy na paméitovej paske
e stavom konecnostavovej riadiacej jednotky

Uvedomme si, ze ak L(n) je paskova zlozitost TS, tak pocet roznych stavov pamite
je zhora ohrani¢eny hodnotou

tL(")L(n)s, kde t oznacuje mohutnost paskovej abecedy
s je pocet stavov

Majme vstupné slovo dlzky n. Nech 7 je pocet stavov pamite, ktoré stroj pri
spracovani slova dlzky n moze dosiahnut. MdéZeme predpokladat, Ze jednotlivé stavy
paméite st oislované 1,2,...,7r.

Prechodovd matica pre L(n) paskovo ohranieny TS je matica T% ., ktorej prvky
st z mnoziny {00, 01,10, 11}.
Nech w je vstupné slovo dlzky n, u jeho koncové podslovo (sufix), 7 = t“(") L(n)s.

Hovorime Ze prechodovd matica T} . popisuje koncové podslovo u ak plati

e ak TS za¢ne ¢itat u v stave paméti ¢ a dosiahne stav paméte j bez toho, aby
opustil koncové podslovo u, tak T"(i,j) = 1% (inak T"(i,j) = 0%)?

e ak TS zalne &itat u v stave paméti ¢ a prvykrat opusti u dolava v stave paméti
j, tak T™(i,7) = =1 (inak T™ (i, j) = x0)

Veta 6.5 Nech TS je L(n) pdskovo ohraniceny TS s jednou vstupnou a jednou
pamétovou pdskou. Nech wi,wy si vstupné slovd dlzky n, ktoré TS akceptuje. Nech
w; = viuy, © = 1,2 a nech nejakd prechodovd matica T popisuje aj uy aj ue. Potom
TS akceptuje aj slovo vouy, resp. vius.

2%*gznacuje Tubovolny zo symbolov {0, 1}
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Dokaz: Mozeme predpokladat, Ze po akceptovani stroj neurobi ziadne kroky. Mayj-
me postupnost konfiguracii C' stroja TS, ktord vedie k akceptovaniu slova viu;.
Nech Q1,Q2,...,Qp je postupnost stavov paméte, v ktorych pri tomto vypocte
prekrac¢uje hranicu medzi v; a u1. Potom C' moZno napisat

C=afia0,...,
kde

«; je Cast vypoctu na Casti slova v1 pred i-tym prekro¢enim hranice medzi v; a uq
B; je Cast vypoc¢tu na Casti slova u; pred i-tym prekro¢enim hranice medzi u; a vq

V&imnime si vypocet TS pri vstupe na vius. Vypodet zafina «;. Potom stroj v
stave paméte 1 vstupi na Cast slova us. Kedze T popisuje aj uy aj us a kedze sa
TS pri vypocéte C vracia na ¢ast slova v; v stave paméite @2, existuje vypocet 11
TS, ktory za¢ina vstipenim TS na ug v stave pamite Q1 a jeho opustenim smerom
dolava v stave paméte QQ2. Analogicky dalej. Vypocet D TS na slove vius teda
moZno popisat nasledovne

D = a17Y71027%2 . ..

Ak pri vypoéte C stroj akceptoval s hlavou v ¢asti v1, bude tomu tak aj v pripade
D. Ak pri vypocte C stroj akceptoval s hlavou v ¢asti up, tak hranicu medzi u
a v poslednykrit prekracoval v stave paméte Q),. Z tohto stavu paméte sa bez
opustenia slova u; vedel dostat do stavu pamite Q4 odpovedajicom akceptovaniu.
Druhéa polozka T(Q,,Q4) je teda 1 a zarufuje, Ze ak stroj vstipi na ug v stave
paméte ),, moze bez opustenia slova us dosiahnut stav paméte Q4 - moze teda
akceptovat.

a

Analogické tvrdenie vieme dokézat aj pre pripad, ked prechodova matica popisuje
dve rozne koncové podslova toho istého vstupného slova.

Teraz uz mozme prejst k vyuzitiu prechodovej matice pri dolnom odhade na priestor.

Veta 6.6 Nech T je L(n) pdskovo ohraniceny, kde L(n) nie je zhora ohranicend dolng odhad na

Ziadnou konstantou. Potom pamdat
L(n)
sup ———— >0
n—oo loglogn

Dokaz:

e KedZe hodnota L(n) nie je ohrani¢ena konstantou, potom pre kazdé k existuje
najmensie také ny, ze L(ng) > k

e Nech r je pocet stavov pamiti, ktoré neobsahuji viac ako L(ng) politok

e Nech wy, |wg| = ng je najkratsie také, Ze sa pri jeho spracovani pouzije aspon
k policok

1. UkaZeme, Ze wi nemodze mat dve rozne koncové podslova popisané tou istou
prechodovou maticou. Inak by sme totiz vedeli skonstruovat slovo kratsie ako ng,
pri spracovani ktorého sa pouzije aspon k policok.

2. Potom spocitame pocet vSetkych moznych prechodovych matic, ktory nesmie
byt mensi, ako pocet v8etkych réznych koncovych podslov slova wy.
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K bodu 1 Nech w = vivavs, vy # €, T™) popisuje aj vovs, aj vs. Potom stroj
pri spracovani slova v1v3 pouZije aspon k poli¢ok pasky.
Preco? Dokaz je podobny ako v pripade Veta 6.6, treba len akceptujicu
konfiguraciu nahradit konfiguriciou, ktord pouZzije k poli¢ok pasky. To je ale
spor s predpokladom, Ze wj bolo najkratsie také, pri spracovani ktorého sa
pouzilo aspoil k poli¢ok pasky.

K bodu 2 Musi teda existovat 2aspoﬁ ng — 1 roznych prechodovych matic typu
r x r. Takychto matic je 47, kde r = s - t2 (") L") | Preto

ng — 1 S 4T2
log(ny — 1) < r2log4 = (s - tF(™) . L(ny,))? - log 4
loglog(ny — 1) < 2(log s + L(ny) logt + log L(ny)) + 1
3 loglogny < 3L(ny)log2st

3 Pre nekonecne vela n takych, Ze n = ny(pre nejaké k) teda plati

L(n) < 1
loglogn — 6log2st

6.2 Hierarchia ¢asu a priestoru

Pri definovani vypoc¢tového modelu definujeme aj miery zloZitosti, ktoré st pren
relevantné. Potom ma zmysel uvazovat o triede problémov, ktoré sa daju riesit s
nejakym obmedzenim na td-ktord mieru zlozitosti. Prirodzene sa tak dostavame
k zlozitostnym triedam. Hlavnym vypoctovym modelom je pre nas TS, pri¢om
zékladné zlozitostné triedy si definované ohrani¢enim jeho mier zloZitosti - ¢asu a
priestoru. Vo v8eobecnosti sa pouZiva znafenie DTIM E(f(n)) na oznacenie triedy
problémov, ktoré sa daji na deterministickom TS riesit s ¢asovou zlozitostou f(n) a
DSPACE(f(n)) oznacuje tu triedu problémov, ktoré sa daju na deterministickom
TS riesit s priestorovou zlozitostou f(n).

Majme teda TS, ktory je f(n) — ¢i uz ¢asovo, alebo priestorovo — ohraniceny. Ak by
sme nejakéme inému TS tto informéciu nejako vedeli odovzdat, mohol by ju mozno
vyuZit. Bol by napriklad schopny spoéitat pocet vietkych moznych konfiguracii, do
ktorych sa povodny TS pri vipoéte na danom vstupe (dizky n) moéze dostaf a tak
by vhodnou simuléciou a pocitanim krokov mohol identifikovat, Ze sa povodny TS
dostal do cyklu. Teraz uZ zrejme budeme rozumiet, preco uvadzame nasledujtce
definicie, zavadzame definované pojmy.

Definicia 6.1 Funkcia L(n) sa nazjva pdskovo konstruovatelnd, ok existuje deter-
ministicky Turingov stroj T, ktoryj je L(n) priestorovo ohraniceny a ktory na kazdom
vstupe dizky n pouZije na prvej pdske presne L(n) policok.

Definicia 6.2 Funkcia T(n) sa nazjva casovo konstruovatelnd, ok existuje deter-
ministicky Turingov stroj T, ktory na kaZdom vstupe dizky n spravi presne T(n)
krokov.

Veta 6.7 Ku kaZdej konstruovatelnej funkcii f(n) existuje rekurzivny jazyk LT,
resp. LS taky, 2e LT ¢ DTIME(f(n)) a LS ¢ DSPACE(f(n)).

3loglog(ng — 1) > % log log ny, pre ni > 3
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Dokaz: Uvedieme dokaz len pre pripad ¢asu; dokaz pre priestor je analogicky. Nech
f(n) je konstruovatelna funkcia a My TS, ktory ju konstruuje. Nech x je binarny
refazec. Potom oznac¢me M, ten DTS, ktorého kédom je prave x; ak x nie je kdbdom
TS, mézme ho povazovat za kod T'S rozhodujticeho prazdny jazyk. Definujme jazyk
L nasledovne:

L; = {z| vypocet M, na vstupe x sa zastavi po nanajvys f(|z|) krokoch v zamie-
tajucej konfiguracii}

Jazyk Ly je rekurzivny. Dékaz spravime konstrukciou DTS T, ktory ho rozho-
duje.

- T so vstupom w najprv odsimuluje My

- chape w ako kod M,, a simuluje f(Jw|) krokov vypottu M, so vstupom
w

- ak M,, zastavil v zamietajiacej konfiguracii, akceptuje.

L¢ ¢ DTIME(f(n)) vyargumentujeme sporom. Nech existuje DTS M rozhodujuci
Ly v tase f(n). Nech M = M, pre nejaké .

veLp=L(M)s ¢ L(M,) = L(M)

6.2.1 Priestorova hierarchia

Veta 6.8 Nech fi1(n), fo(n) si konstruovatelné funkcie a nech fi(n) = o(fa(n)).
Potom existuje jazyk L, ktory patri do DSPACE(f2(n)), ale nepatri do DSPACE(f1(n)).

Dokaz: Jazyk L popiSeme kongtrukciou TS T, ktory ho rozhoduje. Tento budeme
konstruovat tak, aby bol fa(n) priestorovo ohranifeny. Potom ukaZzeme, Ze L sa
neda rozhodovat ziadnym TS s priestorovou zlozitostou fi(n).

Nech T2 = (X9,Ty, K3, 09, B, qo2, F») je TS, ktory konstruuje funkciu fo(n). Stroj
T, T=(1,K,96,B,q, F), rozhodujuci jazyk L, pracuje nasledovne:

1. abeceda ¥ = {ay|a € X9,z € {0,1}}

2. nech w je vstupné slovo; ozna¢me bin(w) binarny refazec tvoreny indexami
vstupného slova w

3. ignorujic indexy T simuluje T2 a vyhradi na paske priestor velkosti fa(n);
odteraz zastavi bez akceptovania vZdy, ked by chcel opustit tento vyhradeny
priestor. Takto sme zabezpecili, ze L € DSPACE(f2(n))

4. T chape bin(w) ako binarny zapis ¢isla i; vygeneruje kod i-teho TS M;
5. T simuluje M; so vstupom bin(w)

6. T akceptuje vtedy a len vtedy ak M; zastane a zamieta, resp. ak sa vypocet
M; zacykli

Diagonalizaciou ukéZeme, Ze neexistuje fi(n) priestorovo ohranic¢eny TS rozhodu-
juci L = L(T).

Nech takyto TS existuje. Nech je v éislovani strojov j-ty, teda M;. UvaZzujme
vstupné slovo w také, Ze bin(w) je dvojkovym zapisom &sla j. Uvedomme si, Ze
takychto slov je vlastne nekonecne vela, lebo ak bin(w) je zapisom ¢isla j, tak aj
0*bin(w) je zapisom &sla j. Potrebujeme vyargumentovat, ze sa T v svojej praci
tspesne dostane cez body 3.,4.,5. Potom v bode 6. nastane spor.
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K bodu 4. Nech N4 je také, ze fo(IN4) > dlzka kodu M;

K bodu 5. Vzhladom k tomu, Ze abeceda stroja T je fixna, musi abecedu stroja
M; kédovat. Na kodovanie znakov pouzije c(j) znakov(je to konstanta z&visla
od j). Takto sa priestorova zlozitost zmeni z fi(w) na c(j)f1(w). Kedze
fi(n) = o(f2(n)), existuje N5 také, ze Vn > N5: ¢(j) f1(n) < (f2(n)).

K bodu 6. Aby sme zistili, ¢ sa M, zacyklil, potrebujeme vedief (staci) pocet

vSetkych moznych konfiguracii stroja M; na slove dlzky |w|. Na vypocet tejto
hodnoty H staéi znalost fi(n) - to vieme, mohutnost pracovnej abecedy — to
vy¢itame z kodu, dlzka vstupného slova — ta vieme zistit.
Kedze f1(n) je konstruovatelna, nie je problém H vypocitat (napisat TS, ktory
bude H poéitat). Pri simulovani M; po¢itame pocet odsimulovanych krokov a
pri presiahnuti hodnoty H vieme, Ze stroj sa zacyklil. H = [['|/1(n) f1(n)| K],
¢o znamend, ze existuje N6 také, ze pocet bitov, potrebnych na zapisanie
hodnoty H je mensi ako fo(N6).

Nech N = maz{N4, N5, N6, |logj| + 1}. Uvazujme slovo v = O*bin(w), |v| > N.
Pre takto zvolené slovo sa T dostane az do bodu 6 a plati: v € L = L(T) =
L(M;) < v & L(M;)

O

6.2.2 Hierarchia ¢asu

Veta 6.9 Nech fa(n) je konstruovatelnd funkcia a nech fi(n)logfi(n) = o(fa(n)).
Potom existuje jazyk, ktory patri do DTIME(fa2(n)), ale nepatri do DTIME(f1(n)).

Dokaz: Analogicky ako v pripade priestorovej hierarchie. Navrhneme f(n)-casovo
ohrani¢eny TS M, ktory rozpoznava jazyk L € {0,1}*.
Stroj M na vstupe w, |w| = n,

1. vypocita fa(|w])
2. w = 1*0v v chape ako kéd TS M,
3. M simuluje prvych nanajvys fa(Jw|) krokov stroja M,

4. M akceptuje w prave vtedy, ak M uspesne ukon¢il simulaciu M, pricom M,
neakceptoval w

Predpokladajme, ze M je fi(n)-Casovo ohrani¢eny. Potom existuje taky vstup «,
ze M = M,. Kedze M, moze mat l'ubovolny pocet pasok a my ho simulujeme
na stroji s fixovanym poctom pésok, moze dojst k logaritmickému spomaleniu. To
je jeden zdroj spomalenia. Druhy zdroj je poéitanie krokov simulovaného stroja -
pocitadlo je velkosti 4log f1(n) - teda tiez logaritmické spomalenie.

Vzhladom na platnost podmienky f1(n)logfi(n) = o(f2(n)) ma M, dostatocne vela
¢asu na simulaciu M, a v bode 4. dochéadza k sporu, ked M akceptuje vstupné
slovo « prave vtedy, ked ho M, neakceptuje. Pritom viak L(M) = L(M,). O

Poziadavka na kongtruovatelnost funkcie v predchadzajucej vete je podstatna. Ak
by sme od nej upustili, dostaneme pomerne prekvapivy vysledok:

Veta 6.10 Euxistuje rekurzivna funkcia f : N — N takd, e DTIME(f(n)) =
DTIME(2f(™)
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Dokaz: Dokaz je zaloZeny na vhodnej kongtrukcii funkcie f(n). Zadefinujeme fun-
kciu f tak, ze vypocet kazdého DTS na vstupe dlzky n sa zastavi alebo nanajvys
po f(n) krokoch, alebo po viac ako 27(") krokoch, alebo sa nezastavi vobec.

Uvazujme rasttice usporiadanie kédov TS - My, My, .... Pre kazda dvojicu priro-
dzenych ¢isel i, k definujme vlastnost P(i, k)

P(i,k) = 1 & vypocet kazdého spomedzi strojov Mg, My, ..., M; na kazdom vstu-
pe dlzky 7 sa bud zastavi po nanajvy$ k krokoch, alebo sa zastavi po viac ako
2% krokoch, alebo sa nezastavi vobec.

Napriek tomu, Ze niektoré spomedzi uvazovanych vypocétov mozu byt nekonec¢né, je
vlastnost P(i, k) rozhodnutelnd - pre kazdy zo strojov My, My, ..., M; staci odsimu-
lovat nanajvys 28t krokov vypoc¢tu na kazdom vstupe dizky i.

UvaZujme postupnost ¢isel

ki =2iaprej=23,... k =2k-141

Uvedomme si, Ze kazdy zo vstupov dizky i moze narusit platnost vlastnosti P(4, k;)
pre nanajvys jednu hodnotu j, resp. kj;. Ak totiz stroj na danom vstupe zastal
po t krokoch, priom k; < t < 2%, tak zastal po nanajvys 2%+1 krokoch.

Existuje ¢islo c také, ze P(i,c) = 1.
Potom pomocou tejto hodnoty definujeme hodnotu nagej funkcie v bode i - £(i) := ke

Kedze DTIME(f(n)) € DTIME(2/() sta¢i ukazat iba platnost opatnej inkla-
zie.

L € DTIME(2f(™) = L € DTIME(f(n)) Jazyk L je rozhodovany nejakym TS,
nech je to stroj M;, v Case 2/(") " Potom pre kazdy vstup w dlzky |w| > j
(teda pre vietky vstupy aZ na konecne vela) nie je moZné, aby sa vypodcet
stroja M, zastavil po viac ako f(|w|) a menej ako 27D krokoch. 4 Kedze
ale stroj uréite zastavi po nanajvys 270D krokoch, tak vlastne zastane po
nanjvy§ f(Jw|) krokoch.

Tato vlastnost ale plati len pre slova dlzky aspon j. Pre ostatné - ktorych
je ale konecne vela, sta¢i na ich rozpoznanie kone¢ny stav. Pre tuto koneénu
mnozinu slov teda na rozpoznanie stac¢i linedrny cas.

6.3 Nedeterministicky TS

Poslednou modifikaciou Turingovho stroja je pridanie nedeterministického rozho-
dovania. Nedeterministickym rozhodovanim myslime potencialnu moznost vyberu
nasledujiceho kroku z konecnej mnoZiny moznosti. Ak pridame TS moznost nede-
terministického rozhodovania, dostaneme nedeterministicky TS.

Formaélnejsie: Nedeterministicky k-paskovyj TS (NTS)je sedmica (X,T, K, 4, B, qo, F),
kde
3, T, K, B, qu, F maju vyznam ako pri definicii TS,

4pri definovani hodnoty f(d),d > j sme brali do ivahy aj stroj M,

definicia f(i)

NTS
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5 (B x Tk x K) — 20" Ex{0.1-13"x{0.1,-1} 56 prechodovd funkeia®.
Pojmy konfiguracia, krok, vypocet, akceptujici vypocet ostévaju rovnaké ako v
pripade deterministického Turingovho stroja. Co si treba vyjasnit, je akceptovanie.
Vzhl'adom k tomu, Ze z danej konfiguracie existuje viacero moznosti, ako pokracovat
vo vypocte, mame moZnost realizovat pre jedno vstupné slovo viacero vypoctov.
Pritom niektoré z tychto vypoc&tov mozu konéit v akceptujtcej konfiguricii, iné v
zamietajice;j. Co v takom pripade?

NTS akceptuje prave vtedy, ked existuje akceptujuci vypocet a zamieta, ak akcep-
tujuci vypocet neexistuje. To znamend, ze zamieta, ak vietky vypocty na danom
vstupe koncia v zamietajicej konfiguracii (resp. neskoncia)

Zamyslime sa nad tym, ¢o v pripade TS nedeterminizmus prinasa. UkaZeme, ze v
porovnani s deterministickym TS sa vypoc¢tova sila nemeni. Meni sa len zloZitost
vypoctov.

Veta 6.11 Nech N je nedeterministicky TS rozhodujici jazyk L. Potom ezistuje
ekvivalentny deterministicky TS D.

Dékaz: Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze NTS N je jednopéas-
kovy. Uvazujme strom vypo&tu 7 stroja N. V koreni stromu je pociatoéné kon-
figuracia, vrchol-konfigurdcia C' mé ako syna vrchol-konfiguraciu C’ préave vtedy,
ked C —pn C'.

DTS D bude dvojpaskovy a bude simulovat vypocet NTS N "prechddzanim" stromu
vypoctu do §irky. V kazdom okamihu simulécie je na jednej z pasok DTS uloze-
na postupnost konfiguracii z i—tej trovne 7 (stard), na druhej paske sa vytvéara
(i + 1)—4 troven stromu vypoétu 7 (nova). Ulohu péasok (ktora je nova a ktora
stard) rozliSujeme stavom.

Nech obsahom starej pasky je i—ta droven 7.
e hlavy DTS D stoja na zaciatku pasok

e kym nie je koniec starej pasky
—nech C' je konfiguracia zo starej pasky;

— vytvor na novej paske konfiguracie C1, ..., Cy také, ze C —pn Cj
e posun hlavy na oboch péskach dolava
e vymen ulohy starej a novej pasky

Ukoncenie prace DTS nastane z dvoch dévodov:
—ak DTS D vytvori akceptujicu konfiguraciu, zastane a akceptuje
— ak vytvorend uroven obsahuje len listy, pricom kazdy odpoveda zamietajicej
konfiguraci, DTS D zastane a zamieta.

Casova aj priestorova zlozitost touto simuldciou narastie exponencidlne. Efektiv-
nejsie simulécie v nasledujtcej ¢asti.

5Pre mnoZinu A oznacime symbolom 24 mnozinu vSetkych podmnozin mnoziny A
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6.4 Vztahy medzi zloZitostnymi triedami

V tejto Casti nas budd zaujimat vztahy medzi zlozitostnymi triedami. Specislne
si budeme vsimaf vztah nedeterministického a deterministického Casu a priestoru,
resp. to, kolko "zaplatime" za prechod od nedeterminizmu k determinizmu.

Pre niektoré (najcastejsie pouzivané) zlozitostné triedy pouZivame Specialue ozna-

Cenie:
pP= = Upso DTIME(n*)
NP = = Upso NTIME(n¥)
ETIME = Up>o DTIME(2F™)
NETIME = Upoo NTIM E(2F7)
EXPTIME — =,-, DTIME(2"
NEXPTIME =J,-q NTIME(2"")

DLOG = DSPACE(logn)
NLOG = NSPACE(logn)
PSPACE  =J,-, DSPACE(nF¥)
NPSPACE =J,»q NSPACE(n*)

Veta 6.12 Nech f(n) je konstruovatelnd funkcia. Potom

1. DSPACE(f(n)) € NSPACE(f(n)) a DTIME(f(n)) € NTIME(f(n))

2. NTIME(f(n)) € DSPACE(f(n))

3. NSPACE(f(n)) C U, DTIME(closn+f(n)

4. NTIME(f(n)) C U,oo DTIME(c/™)

5. NSPACE(f(n)) C DSPACE(f(n)?) pre funkciu f(n) > logn[Savitchova

veta

Dokaz:

1. plati trividlne — determinizmus je $pecidlnym pripadom nedeterminizmu

2. Nech N je NTS, f(n) jeho ¢asova zlozitost, d miera nedeterminizmu (odché-
dzajuci stupen vrchola v strome vypocétu; max pocet moznosti vyberu na
pravej strane prechodovej funkcie). UvaZujme nasledovnd simulaciu NTS N

deterministickym strojom D:

D si na prvej paske paméta vstupné slovo

- na druhej paske systematicky generuje postupnosti ajas...af(n),a; €

{1,2,....d}

- na tretej paske simuluje vypocet N so vstupom w, pricom v i-tom kroku
vyberé a;-tu moznost z mnoziny moznosti; ak ich tolko nie je, prechadza

na dalSiu postupnost

- ak sa pri simul4cii dostane D do akceptujtcej konfiguracie N, akceptuje

a zastane. Inak zamieta.

3. Nech N je f(n) priestorovo ohraniceny TS. Kazda konfiguricia stroja N je
jednoznag¢ne urcend poziciou hlavy na vstupe, obsahom pésky a polohou hlavy
na nej, stavom. Preto je pocet #(CN) vSetkych moZnych konfigurécii stroja

N mozno ohranic¢it nasledovne

#(CN) < n|K|log(f(n))|L|/") < dloom+I ()
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Ak chceme vediet, ¢i N akceptuje vstupné slovo w, pytame sa, ¢i sa zo vstupnej
konfiguracie (ktoré je jednoznacna) vie N dostat do akceptujucej konfiguréd-
cie (konfiguracia s akceptujicim stavom; bez ujmy na vieobecnosti predpo-
kladame, ze N m4 jediny akceptujuci stav). Ak si predstavime, Ze vSetky
konfiguracie tvoria (orientovany) konfiguraény graf :

— mnoZina vrcholov je tvorend mnozinou konfiguracii

— C1 je synom C2 prave vtedy ked z C1 sa da v jednom kroku dostat do C2,
zredukovali sme n&g problém na problém dosiahnutelnosti akceptujicej konfi-
guracie z potiatotnej konfiguracie. Samotné prehladavanie grafov je zlozitosti
O(m) = O(#(CN)?). Predpoklada ale, ze pozname susedov. My ich vidy,
ked treba, vygenerujeme. Toto generovanie sposobi zdrzanie O(logn + f(n)).
Preto je celkovy ¢as O((logn + f(n))(#(CN))?) = O(clegn+f ()

4. Analyza Casu simulacie z bodu 2.

5. dokaz Savitchovej vety Nech N je NTS priestorovej zlozitosti S(n), kde
S(n) je konstruovatelna funkcia, S(n) > logn. Nech T je DTS, ktory kon-
struuje S().

Popiseme konstrukciu DTS M ekvivalentného NTS N. Kedze
w € L(N) < 3 akceptujuci vypodet na slove w

zékladom simulécie je overenie existencie takéhoto vypoctu. Pri overovani
existencie akceptujiceho vypottu vyuZijeme nasledujacu funkciu OVER(Cq, Ca,t),
kde C1, Cs st konfiguracie, t je ¢as

1, aksaz Cy do Cy dostaneme za t krokov;

OVER(Cy,Cy,t) = {

0, inak.
Nech #(CN) je pocet vietkych moZnych konfiguracii nedeterministického TS
Ako  vyuZijeme N s priestorovou zlozitostou S(n). Uvedomme si, ze ak existuje ekceptujici
OVER()? vypocet TS na vstupe w dizky n, tak na tomto vstupe existuje aj akceptujici

vypocet, ktorého dizka je nanajvys #(CN). Vzhladom ku konstruovatel nosti
S(n) teda plati T(n) < #(CN). Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme,
7e kazdy vypocet tohto stroja trva presne T'(n) krokov (pre¢o mozme?) Potom

w e L(N) & Yo, OVER(Co, Ca, T(n)) = 1, kde
Co je pociatotna konfiguricia na vstupe w
C 4 je akceptujica konfiguracia pre vstup dizky |w|
T(n) = #(CN) je maximélny ¢as pre vstup dizky |w|

> ¢, oznatuje disjunkciu cez vSetky akceptujice konfigurécie.

Uvedomme si, ze k tomu, aby simulacia pre vstup w mohla byt zaloZené na
pozorovani w € L(N) < > OVER(Cy,Cys,T(n)) = 1 musi simulujtaci TS
vediet pocitat nielen funcku OV ER, ale musi pre fiu vedief najpr vypocitat
potrebné parametre Cy, Cy,T. Zamyslite sa, ako DTS M pocita tieto para-
metre!

Funkciu OVER(Cy, Cs,t) mozeme pocitat rekurzivne:
t=20, OVER(Cl,CQ,t):1<:>01:CQ;
t=1, OVER(Cl,CQ,t):1<:>01'—>CQ;
t>2, OVER(Cy,Cs,t)=>,OVER(Cy,C,t/2) N\OVER(C,C5,t/2),
kde disjunkcia ide cez vSetky konfiguracie C stroja N.
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Vypocet rekurzivnej funkcie simulujeme na TS simuléciou systémového za-
sobnika. Potrebujeme si uchovéavat jednotlivé volania = parametre C1, Co,t.
O priestorovej zloZitosti Sp(n) simulujiceho DTS M plati:

Sp(n) = Of(hlbka vnorenia x velkost hlavicky volania)
O(logT(n) x S(n))
Preto Sp(n) = O(S?(n)).

Zhrnutim dostavame

DLOGC NLOGCPCNPCNPSPACE =PSPACEC EXPTIME C NEXPTIME

Pri vSetkych inkliziach predpokladame, Ze st ostré, ale ani pre jednu z nich sa to
nepodarilo ani dokazat ani vyvratit. Z vysledkov o hierarchiach vieme, Ze

DLOG C PSPACE NLOG <Cc NPSPACE
P Cc EXPTIME NP C NEXPTIME

Ukazat ostrost niektorej z inklizii je centralnym problémom tedrie zloZzitosti. Pre-
zentujeme techniku, ktorda by mohla byt ndpomocné.

Veta 6.13 Ak DSPACE(n) C P, tak P = PSPACE

Dékaz: Kedze P C PSPACE, potrebujeme vlastne ukéizat, 7e za predpokladu, Ze
DSPACE(n) C P, plati aj opatn4 inkluzia PSPACE C P.

Nech teda DSPACE(n) C P a L € PSPACE. Ukazeme, ze potom L € P.
UvaZujme ten DTS M polynomiélne]j priestorovej zloZitosti p(n), ktory rozhoduje

L, L(M) = L. Skonstruujme novy jazyk L’ nasledovne:

L' = {w1oP(vD|w € L}
Kongtrukciou TS M’, L(M') = L', linearnej ¢asovej zlozitosti ukazeme, 7e L' €
DSPACE(n). M’ pracuje (napriklad) takto:

- M’ najde najpravsi symbol 1 = tym poznd aj vstupné slovo w, aj mé vyme-
dzeny priestor velkosti p(|w])

- M’ simuluje M so vstupom w, na ¢o mu sta¢i priestor p(|wl|), ¢o je vsak
linearne vzhladom na velkost vstupu do M'!

Preto M’ patri do DSPACE(n) a teda aj P. To znamen4, Ze existuje polynomialne
¢asovo ohraniteny TS M", ktory rozpoznava L’. Tento stroj M" vyuZijeme na
rozpoznanie poévodného jazyka L v polynomidlnom case nasledovne:

- v polynomialnom ¢ase vyrobi zo vstupu w na pracovna pasku w10P(w)
- simuluje vypocet M” na vstupe w10P(w)

Tym sme ukazali, ze PSPACFE C P.

Dosledok 6.14 P # DSPACE(n)
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6.5 Uzavretost nedeterministického priestoru na kom-
plement

V poslednej ¢asti tejto kapitoly sa budeme venovat otazke uzavretosti nedetermi-
nistického priestoru na komplement. Otazka uzavretosti kontextovych jazykov, a
teda linedrneho priestoru, na komplement bola otvorend velmi dlho. Napokon sa ju
podarilo vyrieit v rovnakom ¢ase nezéavisle dvom I'udom—Neilovi Immermanovi a
Robertovi szelepcsenyimu®. Ziskany vysledok je vieobecnejsi, hovori o uzavretosti
nedeterministického priestoru na komplement.

Veta 6.15 (Immerman-Szelepcsenyi) Nech funkcia f(n) je konstruovatelnd, pri-
éom f(n) > logn. Potom trieda NSPACE(f(n)) je uzavretd na komplement.

Dokaz: Majme jazyk L rozpoznavany f(n)-priestorovo ohrani¢enym TS T. Kedy
slovo w patri/nepatri do jazyka L? Slovo w patri do L(T) prave vtedy, ak existuje
akceptujuci vypocet T na w a nepatri do L(T) prave vtedy, ak ziadna konfiguracia,
dosiahnutelna vypodtom zacinajicom v poéiato¢nej konfigurécii s w na paske, nie je
akceptujuca. Na tomto jednoduchom fakte je zalozeny algoritmus, ktory rozhoduje
jazyk L¢ = LY(T). Oznat¢me

KON mnozinu vietkych konfiguracii stroja 1. Moézme predpokladat, Ze na tejto
mnoZine existuje usporiadanie (napr. lexikografické na retazcoch odpoveda-
jucich konfiguraciam)

K(n) mnozinu v8etkych konfiguracii, do ktorych sa T' mo6ze dostat pri spracovani
slova dlzky n

D(w) mnozinu konfiguracii, dosiahnutelnych strojom T pri spracovavani slova w

Pri konstrukcii stroja T'C, ktory rozhoduje komplement jazyka L(T) sa zameriame
na prehladavanie mnoziny D(w)—plati w € L¢ <= D(w)” neobsahuje akceptujticu
konfiguraciu. Problém sa teda zredukoval na prehl'adavanie D(w) v priestore f(|w]).
Oznatme card(M) mohutnost mnoziny M

Predpokladajme, ze card(D(w)) pozndme. Potom kongtrukcia NTS, ktory nielenze
postupne vypise vietky prvky z D(w), ale aj spravne odpovie na otazku w € L¢?
je jednoduché:

1. card:=0

2. postupne generuj konfiguracie z K(Jw|). Pre kazda vygenerovant konfigu-
raciu k nedeterministicky uhadni, ¢ k € D(w). Odpoved &no prever nede-
terministickou simuldciou pévodného stroja T' so vstupom w; pri dosiahnuti
konfiguracie k je odpoved potvrdena - card «— card + 1.

3. ak po skoneni je card = card(D(w)), mali sme "v ruke" vSetky dosiahnutelné
konfiguracie a moézme korektne odpovedat
NIE - ak niektora z konfiguracii v D(w) bola akceptujica, ANO v opatnom
pripade

VzhlTadom k tomu, Ze nepotrebujeme vetky konfiguricie naraz, sta¢i nam k takému
vypo&tu priestor f(Jw|). Ostava viak vypocet card(D(w)).

e Nech D;(w) oznafuje mnozinu tych konfiguracii, ktoré su strojom T dosia-
hnutelné zo vstupného slova w maximéalne v ¢ krokoch.

6Robert bol v tom ¢ase tudentom informatiky na nagej fakulte
"D(w) sa vzfahuje k povodnému stroju T pre jazyk L



6.5. UZAVRETOST NEDETERMINISTICKEHO PRIESTORU NA KOMPLEMENT91

e Dy(w) obsahuje len pociatoénu konfiguraciu, preto pozname card(Do(w)),
Maz(Dg(w)).

e vypocet card(Djy1(w))
Zrejme card(D;1(w)) = card(D;(w)) + A, kde A je pocet tych konfiguracii
k ¢ D;(w), pre ktoré existuje konfiguracia ko € D;(w) taka, ze kg — k. Preto

- vy88ie popisanym sposobom zacne stroj vymenovavat vietky konfigura-
cie ko € D;(w). Pri overeni prislugnosti k D;(w) simuluje len i krokov
vypoctu.

- nech kg € D;(w), ko — k a count je momentalna hodnota poéitadla kon-

figuracii z D;(w). Ostava overit, ¢i sa ma k zapocitat do A. Odpoved je
ano, ak
(a) k ¢ Di(w)
(b) neexistuje konfiguracia l € D;(w) mengia ako ko taka, ze | — k. Ove-
renie spravime opat postupnym vymenovivanim - tentokrat konfiguracii
z D;(w), ktoré sit mengie ako kq. Pre kazda z nich overime, ¢i sa z nej v
jednom kroku nedostaneme do k. Ak takad neexistuje a nam sa podarilo
vymenovat vietky konfiguracie z D;(w) mengie ako kg (dopocitali sme
sa, do momentalnej hodnoty count pocitadla pre porovnanie s hodnotou
card(D;(w)) ), tak konfiguraciu k "zaradime" do D;41(v), teda zvyS§ime
hodnotu A, pripadne zmenime hodnotu Maz(D;41(w))

Nie je fazké si uvedomit, Ze popisant kongtrukciu mozme na viacpaskovom TS robit
v paméti f(|w]).
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Kapitola 7

Trieda NP a NP-uplnost

O vyzname triedy P ako triede prakticky rieitelnych problémov sme uZ hovorili.
Videli sme, Ze polynomialny ¢as je taki vlastnost problémov, ktora je nezivisla od
vyberu vypoétového modelu, pokial sa hybeme v prvej pocitacovej triede. Triedu
P rozhodne mozme povazovat za triedu prakticky rieSitelnych uloh. (Neskor doglo k
posunu — za prakticky rieSitelné povazujeme aj pravdepodobnostné a aproximatné
algoritmy polynomialnej zloZitosti.)

Je vel'a takych tloh, pre ktoré nepozname deterministcké polynomialne rieSenie;
vSetky zname deterministické algoritmy su exponencialnej zlozitosti, ¢asto zaloZené
na preberani vietkych moznosti. Mnohé z nich st viak také, ze ak pozndme riesenie,
jeho spravnost vieme overit v polynomialnom ¢ase. Konstrukcia nedeterministické-
ho stroja na rieSenie tohto problému metédou "uhadni a over" tak v pripade, Ze
rieSenie je polynomialne od velkosti vstupu, vedie k nedeterministickému polyno-
miilnemu ¢asu. Dostali sme sa tak trochu inak k triede NP - su to tie problémy,
ktorych rieSenie vieme overif v ¢ase polynomiilnom od velkosti vstupu'. Z tohto
pohladu je otazka vztahu P?N P vlastne otdzkou— je lahsie najst rieSenie alebo
overit jeho spravnost?

Nedeterminizmus priniesol do rieSenia problémov novi kvalitu. Hoci pochopenie
tohto konceptu nie je jednoduché, nedeterministické rieSenia—algoritmy—su casto
zrozumitelnejgie, elegantnejiie. Vzhladom na simulécie z predchadzajucej Casti vie-
me, Ze prechod od nedeterminizmu k determinizmu nas moze stat az exponencialny
narast ¢asu. Je to nutné? Su problémy rieitelné v nedeterministicom polynomial-
nom case tak tazké, Ze sa nedaju riesit v polynomiédlnom deterministickom case?
Otéazka vztahu tried P a NP patri k tym najvyznamnejsim. V&&sina informatikov
predpoklada, ze P # NP a namiesto rieSenia vztahu tychto dvoch tried sa tak
stustredujeme skor na to, ako riegit tie problémy, ktoré su fazké.

Kedy hovorime, Ze problém je tazky? Napr. vtedy, ak nepatri do P. Dokazat
v8ak o konkrétnom probléme, Ze nepatri do triedy P, je nesmierne obtiazne, ¢o
vlastne znamené, ze takito "definicia" pojmu fazky je ndm zbyto¢na. Uvidime
v8ak, Ze existuje "nastroj", pomocou ktorého pre mnohé problémy pomerne I'ahko
ukiZeme, Ze sa za predpokladu P # NP v polynomidlnom deterministickom Case
rie§it nedaji. Tymto nastrojom si NP-uplné problémy. No a to, v situacii, ked
akceptujeme P # N, poskytuje dobru formulaciu toho, ¢o je tazkeé.

K ¢omu je to dobré? Ak ukazeme, Ze problém je NP-tuplny, je fazky a teda mame
dobry dovod sa domnievat, Ze sa neda rieit v P. No a ked to nejde deterministicky
polynomiélne, treba z nie¢oho, konkrétne nejakych poziadaviek na riefenie, zlavit.

1Uvedomme si, Ze tym implicitne hovorime, e rieSenie je polynomialne vzhladom na velkost
vstupu.

93



polynomidlna re-
dukcia L ~ L'

tranzitivita ~~

NP-tazki,
uplnyg jazyk

NP-

94 KAPITOLA 7. TRIEDA NP A NP-UPLNOST

Dostavame sa tak k aprozimacngm algoritmom (v pripade optimalizatnych tloh
upustame od poziadavky na optimalne riefenie a uspokojime sa s pribliznym, ktoré
je rychlo a vieme ohraniéit, ako d'aleko od optimalneho), pravdepodobnostnijm algo-
ritmom (upustame od toho, Ze rieenie je vidy spravne, vyZadujeme viak, aby bolo
rychlo a aby pravdepodobnost korektnej odpovede bola vysoka; va¢sinou vyssia ako
0,5), heuristickym algoritmom (algoritmus sleduje nejakt rozumnu stratégiu, ktora
vSak negarantuje, Ze dostaneme korektné rieSenie; moZe sa stat, Ze rieSenie vobec
nedostaneme napriek tomu, Ze existuje.).

7.1 Redukcie, NP-tiplnost

LI

Aby sme mohli hovorit o fazsich a I'ah8ich problémoch, potrebujeme mat moznost
ich porovnéavat. V snahe o vymedzenie najtazgich problémov v triede NP zatneme
definiciami redukcii, ktoré umoziuji obtiaZnost problémov porovnavat.

Definicia 7.1 Jazyk L sa nazijva polynomialne redukovatelny na jazyk L', ak exis-
tuje polyném p a p(n)-céasovo ohranicenj DTS M taky, Ze M prepise kazdyj vstupni
retazec w € X% na retazec w' € X%, tak, Zew € L & M(w) =w' € L.

Lahko vidno, %e relacia polynomialnej redukcie je tranzitivha: Nech A ~ B a
B~ C, Map, Mpc sa DTS pocitajice prislu§né redukcie a pap, ppc 0 polynémy
ohranitujice ich ¢asovu zlozitost. Nech «, 3 je vstup do Map, resp. Mpc. Potom
|Mag(a)| < pag(a); analogicky [Mpc(B)] < pc(B).

Redukciu A ~» C Tahko realizujeme napr. zretazenim strojov Mag, Mpo: Mac(w) =

Mpc(MaB(w)).
Mec(Mag(W)) :—|
l _M:B_ -‘:_> MAB(W) —‘VI_M_BC_ o

Pre ¢as t(w) vypoctu redukcie Mac(w) zrejme plati
t(w) < paplw| +ppc(Map(w)) < paplw| + ppo(lpas(|w])|)

Kedze skladanim polynému dostavame opét polyném, existuje polyném pac taky,
Ze
t(w) < pac(|w])

A teraz uZz mozme definovat NP-aplnost.
Definicia 7.2 Jazyk Lo sa nazijva NP-tazky,ak VL € NP: L je polynomidlne re-

dukovatelny na Ly. Ak navyse Lo € NP tak je jazyk NP-uplny.
Triedu NP-uplngjch problémov budeme oznacovat NPU.

O vyzname N P-uplnych problémov hovori nasledujica veta, najmi podmienka 2.
Jej dokaz prenechavame citatelovi.

Veta 7.1

1. Ak NPUNP #0), tak P=NP
2. Ak P # NP, tak NPU C NP\ P
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Zo znenia vety vidno, Ze ak chceme ukézat rovnost tried P = NP, sta¢i pre jediny
NP-uplny problém najst deterministicky polynomialny algoritmus.

Naopak — ak prijmeme hypotézu , Ze P # NP, je dokaz N P-uplnosti dokazom
toho, Ze problém je z NP\ P. Takto ndm pojem N P-tiplnosti poskytuje moznost
alternativneho "dokazu" toho, Ze problém nie je prakticky riegitelny.

Existuje aj ind definicia IV P-uplnosti, s ktorou sa stretavame v pripade problémov,
ktoré nie st rozhodovacie.

Definicia 7.3 Problém Ly z NP je NP-uplnyj, ak z existencie algoritmu polyno-
midlnej zloZitosti T'(n) rieSiaceho Lo vypljva existencia algoritmu zloZitosti pr,(T'(n))
pre kazdy problém L € NP, pricom pr, je polynom, ktory zdvisi od L.

Pri dokazovani NP-tplnosti robi problém najméi dékaz toho, Ze problém je NP-tazky.
Tu vyuZijeme tranzitivitu relacie "byt polynomiélne redukovatelny".

NP-1iplnost
redukciou
Nech problém Ly € NP je NP-uplny (na obr.
NPU). Potom ho mézme vyuZif pri dokaze
N P-tplnosti problému L (na obr. ?) nasle-
dovne:

1. ukdzeme, 7e L € NP

2. ukdzeme, 7e Ly je polynomidlne trans-
formovatelny na L; toto dokazuje poly-
nomialnu redukovatelnost Tubovolného
L’ na L (preco?)

K pouzitiu tohto pristupu v8ak potrebujeme nejaky problém, o ktorom uz vieme,
ze je N P-uplny. NP-uplnost prvého problému musime dokézat podla definicie.

7.2 NP-uaplnost problému splnitel'nosti BF

Hlavnym vysledkom tejto Zasti je Cookova veta, ktor4 o probléme splnitelnosti
boolovskej formuly dokaze, ze je NP-uplny.

Definicia 7.4 Boolovskou formulou(BF') nazveme vijrazy
o I, 1
e ak p,q si boolovské formuly, tak aj (pV q), (p A q), —p st boolovské formuly
o iné boolovské formuly nie su

Nech BF je Boolovskd formula n premenngch x1, . .., Tn; oznacujeme BF(xq,...,2y).
Hovorime, Ze BF je splnitelna, ak existuje také priradenie hodnét 0,1 premennygm
T1,..., Ty, pri ktorom BF nadobida hodnotu 1

Problém splnitelnosti BF

Vstup: Boolovska formula BF, resp. retazec, ktory ju kdduje
Vystup: 1, ak je formula splniteln4
0 inak
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Podla potreby a kontextu bude SAT oznacovat alebo problém splnitelnosti BF
alebo triedu splnitelnych BF.

Veta 7.2 (Cook) Problém splnitelnosti BF je N P-iplnyg
Dokaz: Prislusnost problému splnitelnosti do NP ukéZzeme konstrukciou NTS, ktory
ho riegi.

— nech vstupom je BF(z1,...,,); nech m oznacuje dizku vstupu

— DTS uhédne priradenie hodnét ag, ..., q, premennym z1,..., T,

(prechadzanim po vstupnej paske si na pracovni pasku zapisuje premenné a
im uhadnuté hodnoty; ¢asova zlozitost O(m?))

— dosadi uhadnuté priradenie hodnét aq,...,a, do BF
(prechadzanim po vstupnej paske opisuje na druht pracovnt pasku BF zo
vstupu, pricom namiesto jednotlivych premennych piSe hodnoty; ¢asova zlo-
zitost O(m?))
— vyhodnotenim BF' s dosadenymi hodnotami overi, ¢i BF(aq,...,q,) = 1;
¢asova, zlozitost O(m?)
L € NP = L je polynomiilne redukovatelny na SAT K dokazu tejto
Casti treba skongtruovat DTS polynomialnej zloZitosti, ktory pri vstupe w v ase
polynomiédlnom skonstruuje BF tak, ze w € L & BF € SAT. Ak pri konstrukcii

DTS vyuZijeme len tie vlastnosti/znalosti o jazyku L, ktoré st spolocné vsetkym
jazykom z N P, bude tato konstrukcia platna pre vSetky jazyky z NP.

Ak L € NP, potom existuje NTS M rozpoznévajuci L; L = L(M). O NTS M
mozme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat:

e NTSM je jednopaskovy
e vstupné abeceda ¥ = {0,1}

e abeceda symbolov I' = {1,2,..., s}; pritom predpokladame, Ze (napr) 1 ozna-
¢uje B (blank)

e mnoZina stavov je K = {1,2,...,¢}; nech 1 je pociatotny stav, ¢ koncovy
akceptujuci

e Casova zlozitost stroja M je zhora ohranifend polynomom p(n)

O vypocte C = C1,Cs,...,Cp NTS M moézme bez ujmy na vSeobecnosti predpo-
kladat, ze

e je dizky presne p(n)
e kazda konfiguricia je velkosti p(n) - uvaZujeme teda aj pripadne "blanky"

Booleovska formula BF,, vytvorena DTS k vstupnému slovu w (pri znalosti popisu
NTS M) bude pouZivat tri skupiny premenych. Ak zafixujeme nejaky konkrétny
vypocet NT'S M C = C1,Cy,...,Cpyp), mozno sa na tieto premenné pozerat ako
na predikaty.

C(i,j,t), 1<i<p(n),1<j<s, ?je pravda, Zze vo vypocte C je v Case t
0<t<pn) na i-tom poli¢ku symbol 57
S(k,t), 1<k<gq<t<pn) ?je pravda, Ze vo vypocte C je v Case t

stroj v stave k7

H(i,t), 1<i<pn),0<t<pn) ?jepravda, ze vo vypocte C je v case t
hlava na i-tom policku?
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Mame tak O(p?(n)) premennych, na zapis kazdej z nich staéi priestor O(logn).

Nech Qo, Q1, ..., Qpn) je popis postupnosti konfigurédcii. Tento popis je korektnym
popisom akceptujiceho vipoctu, ak plati nasledujucich 7 podmienok:

1. Qo je potiatocné konfiguracia

2. V kazdom ¢&ase je hlava na prave jednom policku

3. V kazdom ¢ase je stroj prave v jednom stave

4. V kazdom ¢ase je na kazdom policku pasky prave jeden symbol
5. Meni sa len to policko, na ktorom je nastavend hlava

6. Zmena sa deje podla prechodovej funkcie

7. Posledné konfiguracia je akceptujica

Teraz popiSeme vyslednt formulu BF,,. Tato vznikne ako logicky siéin formil
ABCDEFG. Pri kon§trukcii tychto podformuli vyuZijeme predikat

Us,v2, - tn) = (1 Vo2 Voo V) - [ (owi V)
i#j

ktory nadobida hodnotu 1 prave vtedy, ked prdve jedna z premennych yi,...,y,
nadobiuda hodnotu 1. Uvedomme si, Ze zéapis U(y1, ..., y,) je len oznacenie formuly,
ktora pouziva O(r?) premennych a symbolov.

K 1. Qg je pociatoéna konfiguracia

A=S1L,0AH1L0)A J] CG w00~ [ C(i1,0)

1<i<n n<i<p(n)

K 2. V kaZdom c¢ase je hlava na prave jednom poli¢ku Zafixujme ¢as t.

Potom
By =U(H(1,t),...,H(p(n),t))

KedZze podmienka ma platitf v kazdom ¢asovom okamihu,

K 3. V kaZdom ¢ase je stroj prave v jednom stave

c= [ usa),....S1)

0<t<p(n)

K 4. V kaZdom ¢ase je na kazdom policku pasky prave jeden symbol
Zafixujme najprv ¢as t a policko @

Di,t = U(C(Z? 17 t)a ey 0(7/7 S t))
Podmienka mé platit v kazdom ¢asovom okamihu a na kazdom poli¢ku, preto

D= H D

1 < p(n)
0<t<p(n)
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K 5. Meni sa len to poli¢ko, na ktorom je nastavena hlava
To znamenad, Ze alebo je obsah poli¢ka v dvoch po sebe iducich ¢asovych okamihoch
rovnaky, alebo na fiom bola nastavena hlava. Zafixujme najprv ¢as, policko aj
symbol

E;j+=(C(i,j,t) = C(i,j,t + 1)) V H(i, 1)

Podmienka mé platit v kazdom &ase (pre kazdé politko a symbol)
E= 11 Ei i
1<i<p(n)

0<t<p(n)
I1<j<s

K 6. Zmena sa deje podla prechodovej funkcie

Zafixujme Cas t, policko i, symbol j a stav k. Tieto $tyri hodnoty spolu alebo suvisia
— v ¢ase t je stroj v stave k, hlavu mé na policku ¢ a na tomto policku je symbol j
alebo spolu nestvisia. Nech

5(]7 k) = {(jla klvposl)v s (jm(j,k)v k'rn(j,k)aposm(j,k))}
Potom

Eijrke = —‘C(i,j, t)\/—\S(k, t)\/—\H(i, t)\/ Z C(i,jl, t—|—1)/\H(i—|—pOSl, t—|—1)/\5(k‘g, t+1)
1<i<m(j,k)

Podmienka plati pre vSetky hodnoty i, j, k,t

F =

—

Fijkt

~

p(n
p(n
1<

I/\ I/\

1
0
J

ININAIA

1
t
s,

T —

1< <q

K 7. Posledna konfiguracia je akceptujica

Pri platnosti predchadzajucich podmienok to znamend, Ze psledny stav ma byt
akceptujuci

G = 5(q,p(n))

Vystupom DTS je teda vysledna formula BF,, = ANABANCANDANEAF AG.
Vzhladom k tvaru podformal A, B,C, D, E, F, G je zrejmé, Ze ¢asova zlozitost DTS
je polynomialna vzhladom na velkost vyslednej BF,,. Sustredime sa preto len na
velkost BF,,.
O(p(n)logn)

((ﬂ%@
O(q*p(n)logn)
O(s%p(n)logn)
O(p*(n)s - logn)
O(p*(n)s-q- M -logn), kde M = max{m(i,j)}

O(logn)
Vysledna velkost BF,, je O(p®(n)logn). Este ostava ukazat, 7e w € L < BF, €
SAT.

QMU QW~

w € L

)
3 akeeptujuici vypocet Q = Qo, Q1,- -, Qpn)

v
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priradenie hodnot premennym C(3, j,t), S(k,t), H(i,t), podla predpisu

C(i,7,t) = 1 < je pravda, Ze vo vypocte @ je na i-tom policku v ¢ase ¢ symbol j

S(k,t) =1« je pravda, ze vo vypocte @ je v Case t stroj v stave ¢

H(i,t) = 1< je pravda, ze vo vypocte @ je v ¢ase ¢ hlava na i-tom policku

zabezpetuje, 7ze BF,,(C(i, j,t), S(k,t), H(i,t)) =1
O

Ked 7e vytvorenu formulu BF,, vieme v polynomidlnom ¢ase previest na formulu
v tvare KN F', dostavame nasledujici doésledok.

Désledok 7.3 Problém splnitelnosti formuly v tvare KNF je z NP.

7.3 Niektoré NP-tplné problémy

Ked uZ mame NP-tplny problém, metédou redukcie ukdZeme NP-tplnost aj o nie-
ktorych dalsich.
Problém 3 splnitelnosti

Vstup: formula 3BF v tvare SKNF = Fy ANFo A...ANFy, Fy = xfjl \Y, :ng \Y, :z:zi3
Vystup: 1< 3BF € SAT

Problém k-kliky

Vstup: G=(V,E), keN
Vystup: 1< G obsahuje uplny podgraf o k vrcholoch

Problém k-pokrytia

Vstup: G=(V,E), keN
Vystup: 1< ak existuje mnozina vrcholov S, S C V., mohutnosti k tak,
7e V(u,v) € E: (u € S alebov € 5)

Problém k-zafarbitel nosti

Vstup: G=(V,E), keN
Vystup: 1 ak mnoZinu vrcholov V vieme zafarbit k farbami tak,
7e ziadna hrana nemé oba konce rovnakej farby.

Problem HK

Vstup: G = (V,E)
Vystup: 1< G obsahuje hamiltonovska kruZznicu
(jednoduchy cyklus prechadzajuci cez kazdy vrchol grafu)
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Veta 7.4 Problém 3-splnitelnosti je NPU.

Dékaz: Tvrdenie dokazujeme redukciou z problému splnitelnosti formuly v tvare
KNF.

3-Splnitel'nost € NP vlastne netreba dokazovaft, pretoze viebecny problém spl-
nitelnosti je z NP.

Polynomiilna redukcia KNF splnitelnosti na 3 splnitel'nost: Nech KNF
je formula v tvare KNF. Bez ujmy na v8eobecnosti mozme predpokladat, Ze je to
formula tvaru (z1 V...V x,). UvaZujme formulu

3BF = (1 Vaa Vy )N VasVy2) A A (G2 Va; Vyi—1) Ao A(Un—3V&p_1VTy,)

kde y; st nové premenné. Tato formulu zrejme na TS vytvorime v ¢ase polyno-
midlnom od velkosti povodnej formuly BF.

BF € SAT Nech a = (ai,...,a,) je splhajici vektor hodnét, na ktorom
BF(a) = 1. Potom existuje také i, ze v «a je ; = 1. Definujme vektor hodnot
y; =1 prej<i—2

(8 premennych y1,...,Yn_3
y; =0 prei—2<j<n-—3,

Potom 3BF(a,3) = 1.

3BF € SAT Nech oo = (ay,...,ay) je vektor hodnot, na ktorom 3BF(a) = 1.
Stac¢i ukéazat, Ze existuje 7 také, ze pre a = a1, ..., a,, ¢ = 1. Postupujme sporom.
Nech by z; = 0 pre kazdé i. Kedze 3BF(a) = 1, musi platit:

yn_3:O:>yn_2=O:>...:>y1ZO

To ale znamena, Ze (x1 V x2 V y1) = 0, ¢o je spor s predpokladom, 7e 3BF(a) = 1.

o1

V pripade, ked formula F' nie je (z1 V...V z,) ale (2]
kongtruovanej 3BF vyskyt x; za x7°.

Ak F je konjunkcia viacerych elementarnych disjunkcii, kazda konjunkcia pracuje s
novymi pomocnymi premennymi.

V...V aZr), zamenime v

dorob

Veta 7.5 Problém k-kliky je NPU.

Dékaz: Tvrdenie dokazujeme redukciou z problému splnitelnosti formuly v tvare
KNF. Cast problém k-kliky je z NP prenechavame Gitatelovi.

Redukcia spoéiva v dvoch krokoch - k vstupnej formule F' = Fy A Fo A ... A Fy
zostrojime v polynomialnom ¢ase graf G = (V, E), o ktorom dokazeme, Ze obsahuje
g-kliku prave vtedy, ked formula F je splnitelna.

Konstrukcia grafu G Nech F = FiINFyA...AFy, Fi=zpVapV... V Tik(s)-

Mnozinu vrcholov vytvorime tak, Ze ku kazdému vyskytu literalu vo formule F
vytvorime jeden vrchol. Hranu medzi dva vrcholy pridame vtedy, ak prislugné
literaly mozu mat v priradeni hodnot rovnakt hodnotu. Inymi slovami nepridame
hranu medzi také vrcholy, ktorych literdly nemdézu mat rovnaka hodnotu (z a -z
nemdzu mat rovnaka hodnotu).
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Formalnejgie: mnozinu vrcholov V tvoria dvojice
V={li,j]|1<i<q1<j<k@)}

Prva zlozka vrchola [i, j] ukazuje na i-tu elementarnu disjunkciu formuly F, druha
zlozka na literdl na j-tej pozicii v nej.

Mnozina hran F je tvoren& mnozinou dvojic vrcholov
E= {([Za]}a [kle | 1 7é k,fl'ij 7é _‘l’kl}

Ak literaly odpovedajtice hranou spojenym vrcholom obsahuji rovnakt premennt,
potom st tieto literdly rovnaké:

(([¢, 7], [k, 1) € B,y = i xpg = 27t Am=1t) = (0, = 0y)
Je zrejmé, Ze tento popis vieme na DTS vytvorif v polynomidlnom case.

F je splnitelna Nech formula F je splnitelni. Potom existuje stibor hodnot a F — G
taky, ze F(a) = 1. Nech ., je ten literal elementarnej disjunkcie Fj, ktory sa
vyhodnocuje na 1. Tvrdime, Ze mnozina vrcholov {[i,m;],1 <4 < ¢} tvori kliku v

grafe G. K dokazu stali overit, ze Vi # j tvori dvojica vrcholov [z, m;], [j, m;] hranu

v grafe G. Nech by existovali také i # j, ze ([i, ], [j,m;]) ¢ E. Kedze ¢ # j,

znamend to, 7e T;;m, = 7Tjm;. 10 je ale v spore s faktom, ze x; m, = Tjm; =1

G obsahuje ¢-kliku Nech g¢-kliku tvori mnozina vrcholov {[i,m;]1 # i # ¢}. ¢ — F
Vytvorme dve mnoZiny premennych
S1={y|y=xim,, vy je premennd, 1 <i<gq}
S0={y | y=%im,,y je premenna, 1 <i < g}
Sporom ukazeme, 7e S1NS0 = (). Ak by 3i # j také, 7e @, =y = =Tj,m,, potom
by platilo, ze ([¢,m;], [j,m;]) ¢ E.
Potom pre vektor hodnot a, ktory vznikne tak, Ze y = h ak y € Sh, h = 0,1 plati:
Fla)=1

O
Cviéenie 7.1 Redukciou z problému k-kliky dokdzte, Ze problém k-pokrytia je NPU.
Veta 7.6 Problém k-zafarbitelnosti je NPU.
Doékaz: Tvrdenie dokazujeme redukciou z problému 3splnitelnosti. To, Ze problém

k-zafarbitelnosti patri do NP prenechavame ¢itatel ovi.

Redukciu spravime v dvoch krokoch - k danej vstupnej formule F' = F} A ... A\ Fy
nad premennymi x1, ..., xz, zostrojime graf G = (V| E), o ktorom ukéZeme, Ze F je
splnitelna prave vtedy ked G je (n + 1)-zafarbitelny.

Graf G budeme konstruovat tak, aby sme vynttili pouZitie n farieb (iplny graf na konstrukcia G
n vrcholoch) a aby stacila jedna daldia farba prave vtedy, ak je formula splnitel-

né. Farbenie touto novou farbou bude odpovedat priradeniu hodnoty 0 prislusnej

premenne;j.

V ={zi, v, 1 <i <nfU{F;,1<i <t}

x; nie je termom Fj} U
| —z; nie je termom Fj}
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Vsimnime si, Ze vrcholy vy,...,v, tvoria dplny podgraf, preto na ich zafarbenie
potrebujeme n farieb. Nech teda v; je zafarbené i-tou farbou.

Kedze oba vrcholy x;, ~x; st spojené s kazdym v;, j # ¢, mozme pri farbeni vrcholov
x;, ~x; pouZivat i-tu farbu. Navyse je ale kazdy vrchol z; spojeny s vrcholom —x;,
preto potrebujeme nova farbu — nazvime ju s. TakZe z dvojice x;, ~x; je jeden
vrchol zafarbeny i-tou farbou a druhy farbou s. Uvedomme si, Ze ak chceme graf
farbit minimalnym poc¢tom farieb, je popisané farbenie "jednozna¢né".

Ostava farbenie vrcholov/termov. Co vieme o F;? Fj je elementarna disjunkcia
troch termov. Ak teda n > 4, pre kazdé j existuje i(j) také, ze F} je spojeny aj s
Ti(j) aj 8 x5y To vyluCuje pouzitie farby s na farbenie vrchola Fj.

Ukazeme, Ze pri farbeni vrcholov F, nepotrebujeme d’alsiu farbu prave
vtedy, ak I je splnitel'na formula.

Nech F}; obsahuje literdl y, pricom —y je zafarbeny farbou s. Potom [} nie je
spojeny so Ziadnym inym vrcholom, ktory mé& rovnaka farbu ako y (y ma i-tu
farbu - rovnako ako v;, ktoré je spojené s kazdym dalsim x,., resp. —x,. Preto
ziaden z vrcholov, s ktorymi je spojeny F}, neméze mat farbu ako v; ). V takomto
pripade moézeme F; zafarbit rovnakou farbou ako y. Ak budeme zafarbenie farbou
s povazovat za priradenie hodnoty 0 a zafarbenie farbou 1,2,...,n za priradenie
hodnoty 1, dostavame

F; moze byt zafarbené bez pouzitia d'alsej farby

0

3 priradenie (n + 1) farieb literdlom tak, Ze V elementarna disjunkcia obsahuje
literal y taky, ze —y mé priradenu farbu s

v

ak mozno priradit hodnoty premennym tak, Ze V elementarna disjunkcia obsahuje
y =1 (-y ma farbu s, -y = 0)

0

F je splnitelna

Veta 7.7 Problém HK je NPU

Dokaz: Tvrdenie budeme opét dokazovat redukciou - tentokrat z problému vrcholo-
vého pokrytia. Prislugnost problému HK do N P nechavame ¢itatelovi ako cviGenie.

Redukciu problému spravime v dvoch krokoch — k vstupnému neorientovanému gra-
fu G = (V, E) a prirodzenému &islu k zostrojime orientovany graf Gp = (Vp, Ep),
o ktorom ukizeme, ze Gp ma HK prave vtedy, ked G ma vrcholové pokrytie mo-
hutnosti k.

Vp ={a1,a2,...,apt U{[v,e,b] | v € V,e € E,b € {0,1},v incidentny s e}

Ep : Ku kazdému vrcholu v; € V mdézme priradit usporiadany zoznam hran
fit, -+, fip(iy s nim incidentnych; pre vrchol v; nech p(i) oznacuje pocet hran inci-
dentnych s v;. Potom do Ep priddvame hrany

Vi aj — [vs, €i1,0], ei1 je prva na zozname pre v;
[Vi,s €ip(i), 1] — aj, €ip(i) je poslednd na zozname pre v;
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Kazda hrana (v;,v;) € E sposobi vznik podgrafu o 4 vrcholoch

[Ui, Gij, O] <:) [Uj, 6ji7 0] A <:> B
| ! ! |
[Ui» 61‘]', ]_] = [Uj, eji7 1] C <:> D

Nech vy, ..., vy tvoria pokrytie v G. UkaZeme, Ze v grafe Gp existuje HK. Uvazujme pokrytie — HK
najprv kruznicu

K= ay, [Uhfllao]a[U17f1171]7"'7[v17f1p(1)70]5[vlaflp(l)alL
a2, [U27f21a0]a"'7a[UQanp(2)al]7
Af, [Ukafk1a0]7~-~7[Ukafkp(k)vl]val

Ak ostali nejaké nezaradené vrcholy [v;, €5, 0], [v}, €)ij, 1], tak vrchol v; je z pokrytia
(preco?). Vtedy modifikujeme K tak, Ze tsek

[vi, €45, 0], [vi, €45, 1]

nahradime
[Vi, €45, 0], [V}, €45, 0], [V}, €5, 1], [vi, €45, 1]

Tymto spoésobom zaradime vSetky doteraz nezaradené vrcholy a na zaver bude K
tvorit HK.

Nech v Gp existuje HK K. Vrcholy ag,...,a; rozdeluji K na k tsekov (kvoli HK — pokrytie
jednoduchosti predpokladajme, Ze a4, . . ., aj je to poradie, v ktorom sa tieto vrcholy

vyskytuji na K ). Vzhladom k tomu, Ze ak vojdeme do vrchola A (obr. vyssie) je

prechod §tvoricou vrcholov A, B, C, D v HK moZny jedine dvomi spésobmi - ABCD

alebo AD, definuje kazdy tsek medzi a; a a;41 vlastne jeden vrchol z pokrytia;

kazdému takémuto useku mozno priradit vrchol v, € V taky, ze kazdy vrchol z tohto

tseku je tvaru [vg, e, 0], [vg, €45, 1] alebo [v;, €45, 0], [vi, €45, 1]. Tymto sposobom HK

K definuje v grafe G vrcholové pokrytie mohutnosti nanajvys k.

7.4 P vs. NP*

Povedali sme, Ze na triedu NP sa moZno pozerat ako na triedu problémov, pre ktoré
vieme v polynomiadlnom cCase overit, Ze dané rieSenie je spravnym rieSenim nasej
ulohy. Tato alternativna charakterizacia je formalne zachytend prostrednictvom
polynomiélne rozhodnutelnej relacie.

Definicia 7.5 Reldciu R C ¥* x ¥* nazveme polynomidlne rozhodnutelnou, ak
existuje TS rozhodujici jazyk L = {(z,y) | (x,y) € R} v polynomidlnom case. R
nazveme polynomialne vyvazenou, ak (z,y) € R implikuje |y| < |2*| pre nejaké
k>1.

Lema 7.8 Nech L C X*. Potom L € NP < ak existuje polynomidlne rozhodnutel-
nd a polynomidlne vyvdZend reldcia R takd, Ze L = {z | Jy: (x,y) € R}

Doékaz: Ak mame spominand polynomialne rozhodnutelni a polynomialne vyva-
zenu relaciu R, moze NTS rozhodujuci jazyk L pracovat nasledovne:
— uhadne y
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— overi, ze (z,y) € R

Nech p(n) = n* je ¢asovou zlozitostou TS, ktory rozhoduje L. Potom definujeme
pozadovanu relaciu R nasledovne: (z,y) € R < y je kod akceptujtceho vypoctu
na x.

d

Mame teda iny pohlad na triedu NP - jazyk L € NP prave vtedy, ak Va € L
existuje kratky certifikit, dosved€ujuci, ze x je z L. NavySe sa ten certifikat da
Tahko najst. Takze otdazka vzfahu P7N P moZe byt aj otazkou, & je rovnako tazké
najst dokaz alebo overit dokaz.

7.4.1 Vztah tried P, NP

7 hladiska zlozitosti mame tri dolezité skupiny problémov - triedy P, NP, NPU.
Aky je vztfah tychto tried? Potencidlne mame tri moznosti

1. P=NP

9. P+ NP a NPU = NP/P
3. P# NP a NPU # NP/P

UkaZzeme, 7ze moznost 2. nepripada do avahy.
Veta 7.9 Ak P # NP, tak existuje jazyk L € NP taky, 3¢ L¢ P a L ¢ NPU.

Doékaz:

e Predpokladajme, ze M7, M, ... je efektivne ocislovanie polynomialne ohrani-
¢enych TS2.

e Analogicky nech Ry, Rs,... je efektivne ocislovanie polynomialne ohranice-
nych strojov pocitajicich redukcie.

e Nech S je deterministicky stroj rozhodujici SAT (zrejme nie je polynomialnej
zlozitosti, kedZe predpokladdame P # N P)

A teraz uz mozme popisat pozadovany jazyk L € NP/{P U NPU}. PopiSeme ho
definovanim stroja K, ktory ho rozhoduje.

if S(z) =’a4no’ a f(|x|) je parne, then K(z)="ano’

else K(x)="nie’
Jadrom je definicia funkcie f. Tuto tieZ budeme definovat popisom stroja F', ktory
ju po€ita. Pritom F pod&ita f(n) ak na vstupe dostane n ako 1". Pri vypocte f(n)
pracuje stroj F' v dvoch etapach, pricom v kazdej etape spravi presne n krokov.

1. F pocita postupne hodnoty f(0), f(1),.... Nech posledna dopocitana hodnota je
f(4) = k. Potom hodnota f(n) bude alebo k alebo k+ 1, a to podla vysledku
vypoc¢tu v druhej etape.

2. Rozlisujeme dva pripady
k = 2i F postupne simuluje M;(2),S(z), F(|z|), kde z st binarne retazce do-
sadzované postupne zo {0,1}x = 0,1,00,01,10,11,.... Pritom sa snaZi najst
také z, aby K(z) # M;(z). Uvedomme si, 7e hladame z, pre ktoré

2M;, jy oznaluje stroj, ktory simuluje |w|’ krokov (v §tandardnom &slovanf)i—teho TS. Pritom
parovacia funkcia (i, ) je definovana takto (i,5) =1+2+ ...+ (i+j)+J
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(M;(z) =’ano’) A (S(z) = ’'nie’ alebo f(|z|) je neparne ), alebo
(*)

(M;(z) = 'nie’) A (S(z) = ’ano’) A (f(]z]) je parne )
k = 2i — 1 F postupne simuluje Z, R;(2), S(R;(z)), F(|Ri(2)|), kde z st opat

postupne dosadzované binarne refazce. Pritom sa snaZi najst z také, aby
K(R;i(z)) # S(z). Hladame teda z tak, aby

(S(z) ="an0" A (S(Ri(z)) ="mnie’ V f(JRi(2)]) je neparne ), alebo

(**)
(5(z) ="mie” A (S(Ri(2)) = ’ano” A f(|Ri(2)]) je parne)

Ak F najde také z, tak f(n) = k+ 1, inak f(n) = k.

Ostéava ukazat, ze popisany jazyk mé pozadované vlastnosti.
F & NP jezrejmé.

L e NP - sta¢i uhadnuf spliajice priradenie hodnét premennych a vypocitat
hodnotu f(]z|)

L¢& PAL¢&NPU dokaz rozdelime na dve ¢asti, v oboch pripadoch budeme
postupovat sporom.

Predpokladajme, ze L € P. Potom existuje index ¢ a polynomidlne ohrani¢eny stroj
M; taky, ze L(M;) = L. To ale znamené, ze K(z) = M;(z) pre kazdé z. Preto v
druhej etape svojho vypoctu, ked k = 2i nendjde z také, aby platila podmienka
(*). Preto f(n) = 2i¥n > ng. Nasledne f(n) je parne aZ na konetne vela n. Preto
odpoved K koinciduje so SAT aZz na konecne vela vstupov. To ale znamen4, Ze
SAT € P a to je spor s predpokladom P # NP.

Nech by L € NPU. Potom existuje redukcia R; SAT na L, a teda K(R;(z)) =
S(2)¥z. Potom v druhej etape, ked k = 2j -1 stroj F' nemdze najst z splhajtce
(**). Preto f(n) = 2j —1 a7 na konecne vela n. To znamena, Ze jazyk L je koneény,
a preto mame spor s predpokladom L € NPU,P # NP

7.4.2 Relativizacia problému P NP

Definicia 7.6 TS s orakulom M’ je viacpdskovy TS, ktory md 3pecidlnu pdsku
(dotazovacia, query) a 3 Specidlne stavy q?, Gano, Gnic-

Nech A € ¥*. Vijpocet ordkulovského stroja M prebieha ako vijpocet normdlneho
TS dovtedy, kym sa M* nedostane do konfigurdcie so stavom q?. Z tejto konfigu-
Qano, 0k obsah x dotazovacej pdsky patri do A
Qnie, ok obsah x dotazovacej pdsky nepatri do A

rdacie prejde stroj do stavu {
Definicia 7.7 Nech C = DTIME(f(n)), A je jozyk. Potom
CA={L | L=L(M?"), casové ozitost M* je f(n)}

Potom otdzka P = NP je vlastne otazkou P? L NP, Ukazeme, ze plati proti-
chodna relativizacia, pretoze

JA PA=NPA A 3B PB £ NPB

Veta 7.10 Ezistuje ordkulm A také, ze P4 = NP4

L¢P

L¢ NPU
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Dokaz: V tomto pripade potrebujeme zoslabif silu nedeterminizmu. Kedze DTS a
NTS su si v polynomidlnom priestore rovné, zoberieme ako A lubovolny PSPACE-
uplny jazyk3. Ukazeme, 7e

PSPACE C PAC NPA C NPSPACE = PSPACE

Nech L € PSPACE. Potom existuje redukcia L na A. Orakulovsky stroj na
rozhodovanie L pracuje nasledovne:

— najprv odsimuluje redukciu, pricom vystup r(w) ukladd na dotazovaciu pasku.
Uvedomme si, ze redukcia v logaritmickom priestore sa pocita v polynomiilnom
Case

— potom dotazom na orakulum zisti, ¢i vysledok r(w) patri do A

— nakoniec akceptuje prave vtedy ak r(w) patri do A

NP4 cNPSPACE Nech L € N P4, Potom existuje orakulovsky stroj M# polynomiélnej ¢asovej zlozi-

Le NPB

ordkulum B

tosti rozpoznavajuci L. Preto je M4 aj polynomialnej priestorovej zlozitosti. Kedze
A je PSPACE uplny, je aj z PSPACE, a preto existuje TS T4, ktory rozpoznéva A
a je navy$e polynomidlnej priestorovej zlozitosti.

NTS rozpoznévajuci L v polynomialnom priestore pracuje tak, ze simuluje vypocet
M4, ale kazdy dotaz na orakulum zodpovie odsimulovanim T4 so vstupom, ktory
je na dotazovacej paske.

Veta 7.11 Ezistuje ordkulum B také, e PP # NP5,

Dokaz: V tomto pripade potrebujeme ordkulum, ktoré umocni silu nedeterminizmu.
Pomocou tohto orakula zadefinujeme jazyk L, ktory bude z N PP, a ukdzeme o fiom,
7e nepatri do PB.

L={0"]|3z€B, |z =n}

Ak pozname ordkulum B, je rozpoznavanie jazyka L jednoduché. Pre vstup w, |w| =
n

— stroj najprv nedeterministicky uhadne z, |z| =n

— potom dotazom na orédkulum overi, ze z € B

Pri definovani orakula B budeme mysliet na to, ze ¢ast L ¢ P? budeme dokazovat
diagonalizaciou.

Nech M/, ... je &islovanie polynomilne ohrani¢enych ordkulovskych DTS?*; kazdy
stroj je v tejto postupnosti nekonecne velakrat (so zbyto¢nymi stavmi, so zbytocne
velkym stupiiom polynému). B definujeme iterativne

By=X=10

Ked mame

X - tie slova, ktoré nesmu patrit do B

B;_; - tie slova z B, ktorych dl7ka je mensia ako i
tak B; budujeme nasledovne:

Simulujeme i'°8? krokov stroja M so vstupom 0. Ak bol potas simulacie vzneseny
dotaz na ordkulum B — z €7B, tak odpovedame podla toho, ¢o vieme o budovanom
ordkule B doteraz

3redukcia v logaritmickom priestore

4Ak i je poradové ¢islo ordkulovského stroja OT'S(i) bez obmedzenia ¢asu, j je stupeii poly-
nému, k(¢,7) je (jednozna¢ny) kod priradeny dvojici (¢,j). Potom ]\ff,;f(i ;) Je orakulovsky stroj,
ktory simuluje n/ krokov stroja OTS(4).
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- Ganos ak r € Bifl
| <i—1
2] < { Qnie, akx ¢ Bi
|z| > potom ¢,;. a = pridaj do X.

Ak v priebehu i'°8? krokov simulovany stroj

1. zastane a zamieta, tak B; « B;_1 UA(i), A(i) = {z € {0,1}},z ¢ X}
2. zastane a akceptuje, tak B; «+— B;_1
3. nezastane, tak B; — B; 1

Pri dokaze L ¢ PP postupujeme sporom. Predpokladajme, ze MP i € {il,i2,...}?, L¢ PB
je postupnost orakulovskych strojov, ktoré rozhoduju L v polynomidlnom case.

Nech 0% je vstupné slovo. Podla definicie jazyka L 0° € L prave vtedy, ked v B

existuje slovo dlzky i. Vsimnime si preto vytvaranie B;; ak pri simulovani nastal

pripad

1. tak vstupné slovo nepatri do L, ¢o znamend, Zze v B neexistuje slovo dlzky i.
Lenze mnozina A(i) je neprazdna (| X| < 22:1 jioeJd < 2% a preto sme do B
pridali aspon jedno slovo dizky i. To je spor.

2. tak vstupné slovo patri do L, ¢o znamend, 7e v B by malo existovat slovo
dlzky i; my sme v8ak definovali B; tak, ze B; «+ B;_1 — neobsahuje teda slovo
dlzky i. Opéatf mame spor.

3. V tomto pripade nemame priamo spor. Tuto moznost viak modzme vylacit.
Preco? To, ze L € PP znamena, 7e existuje polyném ohranicujici ¢asova
zlozitost ordkulovského stroja, ktory L rozhoduje. Nech stupeii tohto polyno-
mu je s. Potom existuje také I (I je index jedného z ordkulovskych strojov
s asovou zlozitostou nanajvys n® ), ze 187 > [°. Ak uvazujeme i = I,
simulovany pocet krokov je dostatoény na to, aby stroj ukong¢il simulovany
vypocet a zastal.

5u7 sme spominali, Ze ich je nekonecne vela



