
Domáca úloha £. 3

2-AIN-205, Leto 2015

Termín: 13.4.2014, 22:00, M-163 (pod dvere)

Skôr ako sa pustíte do rie²enia domácej úlohy, oboznámte sa so v²eobecnými pokynmi, ktoré sú priloºené na konci
tohto dokumentu. Rie²enia, ktoré odovzdáte, musia by´ va²e vlastné. Neopisujte a nesnaºte sa nájs´ rie²enia v literatúre
alebo na internete!

1. [20 bodov ] Super hra. Máme daný orientovaný acyklický graf, pri£om vrcholy sú o£íslované od 1 po n tak, ºe hrana
vedie vºdy od men²ieho £ísla k vä£²iemu. �alej máme daných k párov vrcholov {u1, v1}, {u2, v2}, . . . , {uk, vk}.
V po£íta£ovej hre ²tartujeme z vrcholu 1 a vyberáme si cestu, ktorá nás privedie do vrcholu n. Ak prejdeme na tejto
ceste oba vrcholy ui a vi, tak vyºerieme i-tu 100 bodovú prémiu a prémia zmizne z hry. Chceme nájs´ cestu, ktorá
vyºerie najvä£²í moºný po£et bodov.

a) Tento problém je NP-´aºký. Navrhnite, ako túto úlohu rie²i´ pomocou celo£íselného lineárneho programovania.
Rie²ením je návod, ako pre ©ubovo©ný vstup zostavi´ príslu²ný celo£íselný lineárny program.

b) Predstavte si, ºe namiesto k dvojvrcholových prémií máme daných k jednovrcholových prémií w1, w2, . . . , wk.
Vºdy ke¤ prejdeme niektorým z týchto vrcholov, tak dostaneme 100 bodovú prémiu a úlohou je opä´ zozbiera´
najvä£²í moºný po£et bodov. Nájdite £o najefektívnej²í algoritmus, ktorý rie²i takýto zjednodu²ený problém.
(Dá sa to v polynomiálnom £ase.)

c) Bonus 10 bodov: Predstavte si, ºe namiesto jedného pokusu máme m pokusov. V kaºdom pokuse môºeme
zvoli´ inú cestu, no vyºraté (dvojvrcholové) prémie sa pri ¤al²ích pokusoch uº znovu neobjavujú. Kaºdá prémia
sa teda cez v²etky pokusy ráta len raz. Ako by ste rie²ili takto zmodi�kovaný problém?

2. [20 bodov ] Vrcholové pokrytie, nezávislá mnoºina a klika. Nech G = (V,E) je neorientovaný graf. Spome¬te
si, ºe vrcholové pokrytie grafu je taká mnoºina vrcholov, v ktorej má kaºdá hrana aspo¬ jeden koniec, ºe nezávislá

mnoºina je taká mnoºina vrcholov, ºe ºiadne dva z nich nie sú spojené hranou a naopak klika v grafe je taká
podmnoºina vrcholov, z ktorých kaºdé dva sú spojené hranou.

Mnoºina vrholov U ⊆ V je nezávislá mnoºina práve vtedy, ke¤ V −U je vrcholové pokrytie grafu. U je tieº nezávislá
mnoºina v grafe G práve vtedy, ke¤ U je klika v doplnku grafu G.

H©adanie najmen²ieho vrcholového pokrytia, najvä£²ej nezávislej mnoºiny, £i najvä£²ej kliky v grafe sú v²etko NP-
´aºké problémy a vy²²ieuvedené tvrdenia nám umoº¬ujú vytvori´ jednoduché polynomiálne redukcie medzi týmito
problémami. Zachovávajú tieto redukcie aproxima£ný faktor?

a) Ak by sme mali polynomiálny algoritmus s kon²tantným aproxima£ným faktorom pre h©adanie najvä£²ej ne-
závislej mnoºiny, dáva nám vy²²ieuvedená redukcia polynomiálny algoritmus s kon²tantným aproxima£ným
faktorom pre h©adanie najvä£²ej kliky?

b) Ak by sme mali polynomiálny algoritmus s kon²tantným aproxima£ným faktorom pre h©adanie najvä£²ej ne-
závislej mnoºiny, dáva nám vy²²ieuvedená redukcia polynomiálny algoritmus s kon²tantným aproxima£ným
faktorom pre h©adanie najmen²ieho vrcholového pokrytia?

3. [20 bodov ] Programátorská úloha (vi¤ v²eobecné pokyny). Na vstupe máte ohodnotený orientovaný kompletný
graf s n vrcholmi. Va²ou úlohou je v ¬om nájs´ najlacnej²iu Hamiltonovskú cestu (t.j. cestu, ktorá kaºdý vrchol
nav²tívi práve raz a nemusí skon£i´ tam, kde za£ína). Túto úlohu budeme rie²i´ pomocou celo£íselného lineárneho
programovania. Va²ou úlohou bude napísa´ program, ktorý dostane na vstupe graf a na výstup vypí²e celo£íselný
lineárny program vo formáte LP (tak ako na cvi£eniach).

Od lineárneho programu poºadujeme, aby obsahoval premenné x1_1, x1_2, . . . , x1_n, x2_1, . . . , xn_n, kde xi_j =
1 práve vtedy, ke¤ v Hamiltonovskej ceste je hrana z vrchola i do vrchola j. Iné premenné môºete pouºíva´ ako
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sa vám zachce. Navy²e musí obsahova´ maximálne 1000 premenných a 1000 podmienok a musí sa da´ vyrie²i´ za
maximálne 5 sekúnd.

Formát vstupu: V prvom riadku vstupu je po£et vrcholov n. V ¤al²ích n riadkoch sa nachádza matica susednosti,
t.j. v kaºdom riadku je n £ísel, kde j-te £íslo v i-tom riadku je cij : cena hrany, ktorá ide z vrchola i do vrchola j.

Formát výstupu: Vi¤: http://lpsolve.sourceforge.net/5.0/CPLEX-format.htm.

Obmedzenia a bodovanie: Na zisk plného po£tu bodov je potrebné, aby vá² program dal korektný výsledok pre
vstupy, kde n ≤ 20.

Príklad vstupu:
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0 1 4

1 0 1

4 1 0

Príklad výstupu:

Minimize

obj: 1 x1_2 +4 x1_3 +1 x2_1 +1 x2_3 +4 x3_1 +1 x3_2

Subject To

ci1: x1_2 + x1_3 <= 1

ci2: x2_1 + x2_3 <= 1

ci3: x3_1 + x3_2 <= 1

co1: x2_1 + x3_1 <= 1

co2: x1_2 + x3_2 <= 1

co3: x1_3 + x2_3 <= 1

cx1: x1_2 + x1_3 + x2_1 + x3_1 >= 1

cx2: x2_1 + x2_3 + x1_2 + x3_2 >= 1

cx3: x3_2 + x2_3 + x3_1 + x1_3 >= 1

Binary

x1_2 x1_3 x2_1 x2_3 x3_1 x3_2

End

V²eobecné pokyny

Písomné úlohy. Písomné úlohy odovzdávajte na papieri (£i uº vytla£ené alebo písané rukou) pod dvere kancelárie
M-163 v stanovenom termíne. Kaºdý príklad odovzdajte na osobitnom liste papiera, kaºdý príklad bude opravova´
iný £lovek. Na neskoro odovzdané rie²enia sa nebude prihliada´. Nezabudnite na kaºdý list jasne napísa´ svoje plné meno
a priezvisko, v prípade ºe rie²enie jedného príkladu je na viac listov, zopnite ich pevne spinkovacím stroj£ekom.

Pí²te rie²enia takým spôsobom, aby obsahovali v²etku potrebnú informáciu na pochopenie vá²ho rie²enia, ale sú£asne
aby boli stru£né a ©ahko pochopite©né. V²etky tvrdenia je potrebné zdôvodni´ (a to aj v prípade, ºe to nie je explicitne
napísané v zadaní).

Ak sa v zadaní poºaduje vyrie²enie algoritmickej úlohy, odovzdajte najlep²í algoritmus, aký viete navrhnú´. Základným
kritériom na hodnotenie bude správnos´ algoritmu, druhým kritériom bude jeho £asová, prípadne pamä´ová zloºitos´.

Správny ale pomalý algoritmus dostane podstatne viac bodov ako algoritmus, ktorý je síce rýchly, ale nedá správnu
odpove¤ na kaºdý vstup. Neefektívne algoritmy sp¨¬ajúce podmienky zadania dostanú cca 50% bodov. Sú£as´ou vá²ho
rie²enia musia by´ nasledujúce £asti:

• Najprv popí²te hlavnú my²lienku algoritmu.

• Vyjadrite algoritmus formou pseudokódu.

• Ak to nie je zrejmé na prvý poh©ad, ukáºte ºe vá² algoritmus je správny.

• Nezabudnite na analýzu zloºitosti algoritmu.

Programátorské úlohy. Pri programátorských úlohách je va²ou úlohou odovzda´ len funk£ný program, nie je vyºa-
dované písomné rie²enie. Rie²enie odovzdávate cez webové rozhranie foja.dcs.fmph.uniba.sk/eval, kde bude okamºite
otestované na nieko©kých vstupoch a dozviete sa ko©ko bodov získalo (body získate, ke¤ v²etky vstupy z danej sady
vyrie²ite správne v £asovom limite). Rie²enie môºete odovzdáva´ aj viackrát, hodnotí sa posledné rie²enie odovzdané v
stanovenom termíne. Navy²e si dajte pozor, £i v systéme máte správne vyplnené meno a priezvisko (sekcia Môj ú£et).
Podrobnosti o tom, ako má vá² program vyzera´ (vrátane povolených programovacích jazykov), nájdete v sekcii Návod.
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