Vyhladavanie v texte

Brona Brejova, KI FMFI UK
20. mgja 2013

Toto su poznamky z predmetu Vyhladavanie v texte, ktogagti spisali Studenti podla
prednasok v Skolskych rokoch 2008/09 az 2012/13. Poznand&urobsahovat mnoho ne-
presnosti a navySe sa obsah predmetu z roka na rok mierne Rretd je ich pouZitie na
vlastné nebeziee.

Moja vd'aka patri nasledujucim Studentom, ktori poznandgyigali: Vladimir Boza, Viliam
Dillinger, Marcel Duri$, lvan Kov&, Michal Kov&, Marek Ludha, Ondrej Mikulas, Martin
Namesny, Michal Nanasi, Milan PIzik, Rudolf Starovsky, bglSpalek, Rastislav Vasko a tieZ
d'al&im, ktor{ v nich nasli chyby: Martiduri$, Jan Hozza, Boris Krul, Eva Kubéikova, Eva
Lichnerova, Pavol Panéak, Peter Peresini, Martin Rejdaj $1acho, Gabriel &rbak, Gydrgy
Tomcsanyi.

Prosim nedistribuovat poznamky bez mojho dovolenia.
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1 Obsah predmetu a motivacia

Zakladny problém (vyhladavanie vzorky v texte, string matching): dané su dva retazce:
vzorka (patternp a textT. N4jdite vSetky vyskytyP v T.

Priklad: P ="ma ” T ="Ema ma mamu”. Vzorkd® ma dva vyskyty na poziciach 2 a 5
retazcarl .

Priklady vyuzitia: Vyhladavacia funkcia v textovych editoroch, internetofayprehliada-
coch a podobne. UNIXové nastroje ako grep. Praca s textoggnibltmi v rel&nych databa-
zach, napriklad nasledujuci dotaz najde apple, pineappfges atd'.:
select name from fruits where name like "Yapple’"
UkaZeme si niekol'ko efektivnych algoritmov pre tento géob (Knuth-Morris-Pratt, Boyer-
Moore a iné). Budeme tiez Studovat aj d'alSie varianty toptoblému popisané nizSie.

Problém: V texteT chceme vyhladat vSetky vyskyty niekorkych vzorid¥, P, ..., F.

Priklad vyuZzitia: hladanie virusov, detekcia spamu, monitorovanie siedel grtanikmi
UkaZeme si rozSirenia algoritmov zo zakladného problénmrélfunguja v tomto pripade
(Ahov-Corasickovej algoritmus).



Problém: V texteT chceme postupne vyhladat vyskyty réznych vzorigk P2, ... Chceme

si text T predspracovat’ (zostavit' index), aby sme odpoved' predkia¥zorku vedeli najst
rychlejSie. Tento problém sa liSi od predchadzajuceho v, imvzorky nemame dané naraz,
ale prichadzaju po jednej a pre kazdi mame najst odpovedi, ride d'alSia.

Priklad: internetové vyhladavanie, kniziny katalog

Uké&Zeme si efektivne datové Struktary na tentel{sufixové stromy a polia). Tieto Struk-
tury tiez umoiuju efektivne rieSit problémy typu: najdite najdlhSiedstovo, ktoré sa nacha-
dza v danych dvoch retazcoch.

Problém: V texte T najdite vSetky podslova, ktoré s podobné na \R@gmaju odP napr.
Hammingovu alebo edital vzdialenost najviak).

Priklad: vyhladavanie v texte s preklepmi, detekcia plagiatorstietekcia pribuznych gé-
nov, ktoré vznikli zo spoléného predka mutaciami

Budeme sa venovat' algoritmom na vyqah edit&nej vzdialenosti medzi retazcami a na
najdenie pribliznych vyskytov vzorky.

V poslednegasti semestra sa budeme venovat niekolkym problémoargktorovnavaju
viacero textov a ktoré pochadzaju z bioinformatiky.

1.1 Ozna&enie

Budeme pouzivat’ Standardné oZeaie na pracu s retazcami, ktoré poznate napriklad z for-
malnych jazykov.

Abecedaz je kon€na mnozina znakov (symbolov), jej velkost budeme danat o.
Slovo (retazec) nad abeceda@uje postupnostss;...s,—1. DIZku slovaS ozn&ujeme|S|.
Prazdne slovo (slovdiky 0) ozn&ujemes. Pre sloveS= soS; ...Sn_1 budemesi.. j] ozn&o-
vat podslovoss;i...sj, kde 0<i < j <n. Aki > j, Si..j] definujeme ako prazdny retazec.
Sli] ozn&ujei-ty znak sloveS. PodslovdSi.. j] je prefix sloveSaki = 0 a sufix, akj = |§ — 1.
Vlastné podslovo slova je také podslovo, ktoré sa nerovB84podobne vlastny sufix, prefix).
Zretazenie slovS a S ozn&ujemeSS. Upozornenie: niektoré Casti textucisluju pozicie v
texte od 1.

2 Vyhladavanie kIt covych slov

Dokument — Sekvencia slov

Dotaz — Pre dané slovo w najst’ vSetky dokumenty, ktoré haobjs

Ciel — vytvorit index pre staticki mnozinu dokumentov,yaéme vedeli efektivne odpovedat
na dotazy

Priklad

Dokument 0: Ema ma mamul.
Dokument 1: Mama ma Emu.
Dokument 2: Mama sa ma. Ema sa ma.



Dotaz: Mama
Odpoved: Document 1, Document 2

V praxi ako dokument uvazujeme web stranku, email, knihpitkdy, atd’. Dokument mo-
Zeme predspracovat — lower/upper case, Uprava na zaktednyko su oddelené slova, syno-
nyma, atd’. Ak mame vela dokumentov, vznika otazka, akodbbdnotit'.

2.1 Invertovany index (inverted index)

Cielom je vytvorit utriedeny zoznam slov a pri kazdom sinpétat’, v ktorych dokumentoch
sa nachadza (nezaujima nas kofko krat).

Priklad
Ema:0,2
Emu:1l
ma:0,1,2
Mama: 1,2
mamu : 0
sa:?2

Statickd implementéacia pomocou poli
e Sadu dokumentov / url / siborov si namapujeméiséa(0,1,...).
¢ V/Setky slova si namapujeme na zoznamy ich vyskytov v dokuozén

e VSetky vyskyty slov si budeme pamatat v jednom velkom pelidruhom si budeme
pamatat’ slova a index do pola vyskytov.

Priklad
Pole 1=(0,2,1,0,1,2,1,2,0,2)
Pole 2= (Ema -0, Emu-2, ma- 3, Mama- 6, mamu-8,sa-9,$-10)

Vyhladavanie Hradame slovo Biky m, dohromady majma slov a vysledok nam vrak
vysledkov.Cas potrebny na najdenie slova bude:

e vyhladame slovo v zozname pomocou binarneho vyhlad&@a@iogn).

e kazdé porovnanie ale trv@(m)

e prejdemek vysledkov

Dohromady to jeO(mlogn+ k)
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Obr. 1: Priklad binarneho stromu

Tabulka 1: ZloZitost vyhfadavania a predspracovane @zne implementéacie invertovaného
indexu.

Dotaz Predspracovanie
Utriedené pole O(mlogn+p) O(mNIogN)
Vyhl. strom O(mlogn+p) O(mNlogn)
HaSovanie - najh. pripad O(mn-+ p) O(mNn)
HaSovanie - priem. pripadO(m+ p) O(mN)
Lex. strom O(mlogo +p) O(mNlogo)

Vytvorenie Struktiry  Danu Struktiru vytvorime nasledovne:
e v kazdom dokumente utriedime vSetky slova
e v kazdom dokumente odstranime duplicitné slova
e v3etky slova dame dohromady @om si zapamatame, v ktorom dokumente boli
¢ tento velky zoznam eSte raz utriedime a jednym prechodoroviyhe obe polia

NechN je velkost vytvoreného pola 1. Potom celkova zlozitdstideO(mNIogN)

Pri tejto implementacii vSak vznikne problém, ak pridameyndokument. Musime obidve
polia kompletne poposuvatp je nar@né.

Miesto pola sa da pouZzit na pamatanie si slov binarny \addvaci strom, ktory v listoch
bude mat' spajané zoznamy vyskytov. Ak zabé&ipe vyvazenost stromuias sa nezmeni a
problém s vkladanim sa odstrani. Prehlad zloZitosti tgatédtovych Struktar sa nachadza v
taburkel1.

Ked je databaza textov velka a musi byt ulozena na diskwzivaju sa B-trees.

2.2 Lexikografické stromy (trie)

Dalou moznostou ako implementovat zoznam slov pre ilox@ny index je pouZit lexi-
kograficky stromCo je stromova Struktira Specifickyd@na na ukladanie mnozin retazcov.
Kazda hrana lexikografického stromu zodpoveda nejakémkuzmaesta z korga do nejakého
vrchola zodpoveda slovu na ceste.

Vyhladavanie

Slovo w diky m
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Obr. 2: Trie (lexikograficky strom)

node =root;
for (i=0; i<m; i++) {

node = node> child [w[i]]

if (!'node) return empty list
}

return list of node

cas — O(m) — nezalezi na tom, aky velky je straras vzdy zavisi iba odiiky slova

Pridanie nového slova

Pridavame slovo w, ktoré sa nachadza v dokumente D

node = root;
for (i=0; i<m; i++) {
if (! node—>child[w[i]]) {
node->child [w[i]] = new node;
}
node = node>child[w[i]];

}
node—>list .add (D)

cas - O(m)

Zlozitost pri velkej abecede. Uvazujme niekolko slov s ktkamin...n,, celkova dzka
N, velkost abecedyo, dizka dotazum. Lexikografické stromy st dobré na reprezentaciu pri
konStantnej abecede, pri velkych abecedach musime Wwpedblém, ako ulozit smerniky
na deti v kazdom vrchole tak, aby sme rychlo vedeli pokxat po hrane ozréenej utitym
pismenom abecedy. M6Zeme pouzit napriklad takéto altiesna

e Pole deti indexované znakmi abecedy. Toto sa jednoduchteingmtuje a najst pri-

slusné dieta vieme ©(1) Case. M6Zeme vSak stracat pamat, ak mame vela prazdnych

poloziek. Celkové pamat j©(No), Cas na viozenie slo®@(No), hfadanie slovaD(m).



¢ Pole dynamickej velkosti, do ktorého ulozime iba skirte existujuce deti a kvoli rych-
lemu hfadaniu ich utriedime podla abecedy. PamatyeN), vyhfadavanie bezi €ase
O(mlogo). Pridavanie jedného slova trénjlogo + o), lebo iba v poslednom existu-
jucom vrchole potrebujeme vkladat novy prvok do zoznamtaseO(o). V ostatnych
krokoch bud' ndjdeme znak v zozname binarnym vyhladavaniaseO(logo), alebo
vytvorime novy vrchol s jedinym dietatom GaseO(1). VSetky slova teda pridame v
caseO(Nlogo + zo).

e Vyvazené vyhladavacie stromy, v ktorych Klom su znaky abecedy. Pamat QgN),
vyhladavanie bezi €aseO(mlogo) a vkladanie vSetkych slov&aseO(Nlogo).

2.3 Viacero kfucovych slov

Given several keywords, find documents that contain all efrttfintersection, AND). Let us
consider 2 keywords, one with m documents, other with n, Mssume that for each keyword
we have a sorted array of occurrences (sorted e.g. by docubgoagerank,...)

Solution 1: Similar to merge in mergesort O(m+n):

OO WNPR

i=0; j=0;

while (i<m && j<n) {
if (a[i]==b[j]) { print a[i]; i++; j++; }
else if(a[i]<b[j]) { i++; }
else { j++; }

}

Sometimes arrays are long, result short - can we improve?iReaMittle bit:

O OWoO~NOO”OLA, WN PP
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i =0;
for (i=0; i<m; i++) {
find smallest k>=j s.t. b[k]>=a[i]; )
if (k==n) { break; }
1=K
if (a[i]==b[j]) {
print aflil];
j++;

}

How to do (*):

e linear searctk=j; while(k<n && bl[kl<al[i]) { k++; } the same algorithm as be-
fore

e binary search in b[j..nD(mlogn), faster for very small m

¢ doubling search/galloping search Bentley, Yao 1976 (gdndea), Demaine, Lopez-
Ortiz, Munro 2000 (application to intersection, more coexalg.), see also Baeza-Yates,
Salinger (nice overview):
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step = 1; k = j; k2=k;
while (k<n && b[k]<ali]) {
k2=k; k=j+step; step=2;
}
binary search in b[k2..k];

If k=j+x, doubling search needs O(log x) steps. Overall ingnime of the algorithm: doub-
ling search at most times, each time eliminates some nunfibé&raents, log(x1)+log(x2)+...log(xm)
such that x1+x2+...+xm<=n and the sum is maximized. Happ@nsqually sized xi’s, each
n/m elementsO(mlog(n/m)) time. For constant m logarithmic, for large m linear. Alsdtbe
than simple merge if different clusters of similar values@&th cluster. If more than 2 keywords,
iterate (possible starting with smallest lists), or extdmd algorithm.

2.4 Todo

Viac textu v casti o invertovanom indexe, prelozit a sTeAb¥¢ast o viacerych kl'dovych
slovach.

3 Trivialny algoritmus pre vyhlfadavanie vzorky v texte

Mame dany retazeP diiky ma retazecT diiky n. Ulohou je najst vetky pozici€iy,ip,...}
také, ZeT[ij..ij+m—1] = P.

Trivialny algoritmus skisi kazdu potenciélnu poziciu wiski a skontroluje¢i T|i] = P[0],
T[i+1 =P[1],...,T[i+m] =P[m|. Ak &no,i je d'alSia pozicia vyskytu. Pozicie sfeskusat
pon—m, inak by sa nan® do T nezmestilo.

for (i=0; i<=n-m; i++) {
j=0;
while (j<m && P[j]==T[i+j]) { /I (%)
jt++;
}
if (j==m) {
print(i);
}
}

Casova zlozitost v najhorom pripade. Celkov( zloZitost zjavne mdzeme odhadnt zhora
naO(nm). Je to vSak tesny odhad? Celkotgs je imerny pttu porovnani medzi znakmi v
riadku ozn&enom hviezdikou. Napriklad na vstuge="ma ”, T ="Ema ma mamu” potrebu-
jeme 15 porovnani. V najhorSom pripade tento algoritmusepajem(n — m+ 1) porovnani.
Uvazujme napriklad retazde=a™, T = a". Pre kazdé porovname vSetky znaky.

V klasickej zloZitosti uvaZzujeméas ako funkciu celkovejlgky vstupuN = m+n. Ak4 je
zlozitost' tohto algoritmu v najhorSom pripade? Z horngrtice O(mn) dostavame trivialne
O(N?). Ak nastavimem = N/4 an = 3N/4, dostavame, Ze hore-uvedeny vstup vyZzaduje

10



N/4(N/2+ 1) porovnani, takze zloZitost v najhorSom pripadegeN?). Pri niektorych ap-
likaciach sa spracovavaju velmi velké texty a pripadneeiké vzorky, takze takato zlozitost
nepostauje.

VSimnite si vSak, Zze okrem pamate potrebnej na ulozBrael algoritmus potrebuje iba
konStantnu d’alSiu pamat. TieZas a pamat nezavisia od velkosti abecedy (za predpokladu
Ze jednotlivé znaky sa zmestia do jedného registra).

Na mnohych vstupoch sa vSak tento algoritmus nesprava atd¢akapriklad, ak sa prvée
pismeno vzorkyP[0] nevyskytuje v textd, urobime iban — m+ 1 porovnani. Pripady, kde je
pocet porovnani velky, maju vela opakujlcich sa znakov al@th skupin. Ak napriklad plati,
Ze P[0] sa nevyskytuje vo zvySku vzorky, pet porovnani bude linearn§op si dokazeme tech-
nikou, ktora sa vold amortizovand analyza zloZitosti. Atirovana analyza sa pouZiva vtedy,
ak niektoré iteracie algoritmu (alebo niektoré operaciel@mvej Struktare), trvaja diho a iné
kratko a chceme dokazat, Ze v najhorsom pripade buckt $ychto kratkych a dlhych operacii
pomerne maly. V naSom pripade chceme njst horny odhatlgmrovnani znakov, grom
predpokladdme, 7ZB[0] sa nevyskytuje vo zvySku vzorky, ale inak m6zu byt vzorkdeagt
lubovolné. Ak sa pri porovnavani vzorky na pozicispravik > 1 porovnani, znamena to, ze
P[1.k—2] =T[i+1..i+k—2] ateda VT [i + 1..i + k— 2] sa nevyskytuje znaR|0]. V kazdej
z d'alSichk — 2 iteracii teda spravime najviac 1 porovnanie. Mame dva iigycii: lacné, v
ktorych spravime iba 1 porovnanie a drahé, v ktorych sprawiiac porovnani. Predstavme si,
Ze kazdé porovnanie ma cenu jedna. Za kazdy typ iteraciddtiape” do pomyselnej kasky
sumu 2. Pri drahej iteracii tto suma zaplati prvé porowmanakuP[0] s T|i] a posledné prov-
nanie, v ktorom sa nasla nezhoda. Zhody na pozidthk — 2] zostanu zatial nezaplatené.
Kazda z lacnych iteracii zaplati svoje jedno porovnanidatispdno porovnanie z dlhu, ktory
narobila predchadzajuca draha iteracia. Nakorko terttddl k — 2 a p&et lacnych iteracii za
drahou je tiez aspok — 2, cely dih splatia. Za cely prechod algoritmom sa teda spldtetky
porovnania, mozno s vynimkou poslednej drahej iteracidtaeou sa uz do retazca nemusia
“zmestit” d'alSie lacné, takze potrebujeme eSte doplasijviacm— 2. Celkovo teda zaplatime
2(n—m+1)+m—2 < 2n, a totocislo je horny odhad na get porovnani v algoritme.

Casova zlozitost v priemernom pripade. Aky bude priemerny pripad? UvaZzujme binarnu
abecedu. Chceme spitat priemernycas (resp. peet porovnani) cez vSetky retazéea T
dizky nam. Nechc;(P,T) je paCet porovnani znakov v interagiiPotom priemerny piet je

l n—m
— G(PT)
2nm Pe{o,l}r;re{o,l}” i;)

1 n—m

2on+m CO(P’T,>

n—-m

i; Pe{0,1}mT’e{0,1}M

n—m+1 ,

Pe{0,1}MT’c{0,1}m
Potet dvojicP a T dizky m, kde urobimej porovnani prg < mje 214™1 = 22 (na prvych
j — 1 poziciach maju ten isty, ale lTubovolny znak a na pozjaiaju op&ny znak, zvySné po-
zicie maji f'ubovolné). Pdet retazcov, kde spravinma porovnani, je 2-14. Teda dostavame
m-1 )
Q(PT)= 3 j2™ I +m2mt,
Pe{0,1}MTe{0,1}m =1
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Celkovo dostavame ako priemernygad porovnani sum{n—m-+-1) (zrj“;ll j/20+m/2m-1y,
Skasme odhadnut jej hlavniast’ (pouzijeme stet geometrickej postupnogﬂloqi =(1-
g™1)/(1—q) a konkrétne prg = 1/2 mame 2- 1/2":

21 /2l = ZZl/ZJ

m —

1/21 Z)l/zJ

M3

m .
> /2 =
=1

—

(2-1/2"— (2-1/271)

3 1M 3 ,_J\/I3

= Zfl/zil —1/2M)

= —m/2m+§(1/2i)
= —m/2m+2_—1/2m—1

Celkovo dostavame

m—-1

(n—m-+1)( Zl j/2)+m/2m

(n—m-+ 1)(211/21 +m/2")

= (n—m+1)(2—1/2™1
< 2(n—m+1)

TakzeCasova zlozitost' v priemernom pripade je linearna.

Odvodenie priemernej zlozitosti pomocou pravdepodobnost O nieco jednoduchSie je od-
vodit tento vztah pomocou pravdepodobnosti. Predstasnmé&hodny proces, v ktorom gene-
rujeme jednotlivé znaky vo vzorke aj v texte nezavisle z merného rozdelenia za= {0, 1}
(t.j. m—+n krat si hodime mincou a zapiSeme si vysledok ako binarnezidP a T). NechX
je ndhodna premenna oznglica p@et porovnani, ak na takto vygenerovanych nahodnych re-
tazcoch spustime trivialny algoritmus. Potom priemeroggt porovnani, ktory sme pdali
v predchédzajucich odstavcoch, je rovny strednej hodnet@mennejX, t.j. E(X). Ozn&me si
eSte dve sady premennych: ne§he potet porovnani v iteracii (t.j. ked’ P[0] zarovhame s
T[i]) a nechy; je dzka najdihsieho spotmého prefixu retazco aT[i..n— 1].
PotomX = {-["X;. Stredn& hodnota je linearna a teeX) = 3" "E(X;). Z definicie

strednej hodnoty mamé( i) = Y11 JP(Xi = j). Prek < mmame ZeX = k prave vtedy, ked

=k —1, lebo trivialny algoritmus skontroluje cely spéluy prefix a eSte aj prvy rozdielny
znak. Podobne; = m prave vtedy kedY; > m— 1. M6Zeme teda pisat’

12



m—1

= mRY >m-1)+ % kP =k-1)
K=1

m—-1

= mPYi=m-1)+ % k(P(Y; > k—1) —P(Y > k))
k=1

Ked' si s(Cet rozpiSeme, zistime, Zéiance pre susedné hodnétydielaju jednu z pravdepo-
dobnosti a ich otitanim sa teda vyraz zé@ae zjednodusi (tzv. teleskopicka suma)

E(X) = L(P(Yi 2 0)—P(¥ > 1))+2(P(% > 1)~ P(Y; = 2)) + 3(P(¥, = 2) — P(¥; = 3))
vt (M= 1)(P(Y% = m=2) ~ P(Y, > m- 1)) + mAY, = m- 1)

m-1
- kZO P(Y; > k).

Aby dizka spol@ného prefixy; bola aspa k, musi sa prvyck znakov medzP aT(i..n—1]
zhodovat, preom kazdé dvojica sa zhoduje s pravdedobnost @2 ezavisle od ostatnych
dvojic. Takze mame(Y; > k) = 2. Celkovo teda dostavame

ok +1
EX)=§ 2k=2-2""
kZO
a po vynasober(in— m+ 1) poziciami pré dostdvame pr&(X) rovnaky vztah ako predtym.

Iné rozdelenie pravdepodobnosti pre retazce. Odvodenie priemernej zlozitosti pomocou
pravdepodobnosti ma aj tu vyhodu, Ze sa da lahko rozSajtriklad na pripad, ked' 0 a 1 sa

v texte vyskytuji nerovnomerne, tR(T[i] = 1) = P(P[j] = 1) = p, kde p > 0.5. Intuitivhe
¢im vySSiep, tym v&Sia Sanca Ze dva nahodné znaky budu oba 1 a teda sa budu ahodov
Pravdepodobnost, Z&i] = T|j] je p>+ (1— p)?, €o ozn&ime akog. Aby mali dva retazce
spolc&ny prefix dzky aspa k, musi nastak takychto nezavislych zhéd za sebou a tBdg >

k) = g¥. Podobnym postupom ako v pripage= 1/2 dostavame

L 1-g" 1 (PP+(A-p?)"
E(Xi)_kZOP(YIZk)_ 1-q 1-p*~(1-p?°

Na obrazku B vidime gre (X;) prem = 100 ako funkciup. Prep = 1/2 mame v priemere o
nieCo menej ako dve porovnania v kazdej iteracii. So zvySuj(gam rastie Sanca nahodného
stretnutia dvoch jednotiek a teda aj priemerngegtgorovnani. V limite prgp = 1 dostaneme
najhorsi pripad, t.jn porovnani v kazdej iteracii.

Naopak, ak st znaky rovnomerne rozdelené z nejak&jejaabecedy, priemerny @et po-
rovnani klesa, lebo Sanca zhody medzi dvoma znakmi je mensia
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Obr. 3: GrafE(X;) prem= 100 ako funkcigp.

a,b
qoa@a@bqsa

Obr. 4: Nedeterministicky korday automat akceptujuci jazylk preP = aaba

4 Konecné automaty a Knuth-Morris-Prattov algoritmus

Hradame vyskyty vzorkyP dizky mv texteT dizky n. Trividlny algoritmus m&asovu zlozi-
tost O(mn) a v priemernom pripad@(m-n). Teraz si ukdZzeme jeden z klasickych algoritmov,
ktoré pracuju v linearnorbaseO(n-+m).

VSimnime si najprv, préo je nas trivialny algoritmus “zly”. Vezmime si vzorlei= abcabd
a hfadajme ju v textd = abcabcabd Trivialny algoritmus urobi v prvom kroku Sest' porov-
nani (zisti, zeP[0..4] = T[0..4] a P[5] # T[5]), potom dva krat po jednom porovnani (zisti,
Ze P[0] # T[1] a P[0] # T[2]) a nakoniec znova Sest porovnani (njde jediny vyskyt kyor
v texte). Spolu teda spravi 14 porovnani. Ak by sme si vSake@predspracovali vzorku,
vedeli by sme ju v texte hfadat' rychlejSie. Napriklad paroa prvych 6 porovnani zistime,
ze P[0..4] = T[0..4]. Preto vieme, Ze sa nam neoplati posunudt vzorku o jednucppZébo
hned' prvé porovnanie by porovnavaldl| = P[1] = b sP[0] = a. Preto méZeme skit' az na
najbliz8i vyskyta v T, teda na poziciu 3. Aj tu eSte m6Zeme uSetrit’ porovnania@eto, Ze
vieme, Ze zZeP[0..4] = T[0..4] a s€asneP[0..1] = P[3..4]. Preto pri porovnavari®? a T|3..8]
steli spravit posledné 4 porovnania. Spolu tak uSetrime 4\pw@nia. Takéto uSetrenie do-
siahneme pomocou Knuth-Morris-Prattovho algoritmu, ktavedieme pomocou koteych
automatov.

4.1 Nedeterministicky kon€ny automat

Majme slovoP € ¥*. NechLp = {xP|x € Z*}. Tento jazyk je regularny a mdéZzeme preto zo-
strojit nedeterministicky koneny automat (NKA), ktory ho rozpoznava. Ako priklad budeme
uvazovat vzorkuP = aaba
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Obr. 5: Deterministicky kon@ny automat akceptujici jazylle, ktory bol vyrobeny z nedeter-
ministického konéného automatu z obrazku 4.

Pre jazykLp si zostrojime NKA, tak ako na obrazkl 4. PcCitani retazcal moZe tento
automat skod@it' v staveq; ak prefixP dizky i je sufixomT, t.j.

(do, T) F* (0, €) < P[0..i — 1] je sufixT.

VzorkaP ma teda vyskyt i na poziciii prave vtedy, ked akceptujici stav je dosiahnutelny
po n&itani prvychi 4+ |P| — 1 znakovT. MézZeme teda simulovatinnost automatu na re-
tazci T (pre kazdu poziciu si vygotame mnozinu dosiahnutelnych stavov) a testujeme tuto
podmienku. Na jednej pozicii vSak mdze byt ain dosiahnutelnych stavov, takze aj takyto
algoritmus by fungoval €aseO(mn).

S = {0}
for (i=0; i<n; i++){
S1 = empty_set;
foreach state j in S {
add delta(j, T[i]) to S1;

}
if (min S1){
print i-m+1;

}
S = S1;
}

CviCenia: ako implementovat mnoZinu stavBvesp.S; tak, aby algoritmus naozaj pracoval v
caseO(mn)? Aky je vztah medzi pétom porovnani v trivialnom algoritme a&dm velkosti
mnozin stavo\BV tejto simulacii?

4.2 Deterministicky konetny automat

Zostrojme teraz Standardnou podmnoZzinovou konstrukcamuto automatu deterministicky
kone&ny automat. Vysledny automat je na obrdzku 5. Pre tentovaattplati nasledovné tvrde-
nie:

({qo}, T) F* ({ai[P0..i—-1]je T}, ¢)

Stavy tohto automatu st teda podmnoziny stavov NKAG@ni stav zodpoveda vSetkym prefi-
xom vzorkyP, ktoré su sufixami pi&taného slovd .

VSimnime si, Ze ak pozname najdlhsi prefixctory je sufixomT, vieme odvodit’ aj vSetky
kratSie prefixyP, ktoré maju tuto vlastnost. Nas deterministicky automdt teda zaréene
presnem-+ 1 stavov, jeden pre kazdiz#ku prefixu. Tieto stavy pre jednoduchost mézeme aj
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Obr. 6: Deterministicky kon@ny automat akceptujici jazylkp z obrazkub po préslovani
stavov.

premenovat’: namiesto mnoziny pévodnych stavov nazveridykatav podla iiky najdlh-
Sieho prefixu. Stafda,...,0s f teda premenujeme Mamax(a,....a.}- V takto premenovanom
DKA teda plati

(po, T) F* (pi,€) < P[0..i — 1] je najdIhSi prefixP, ktory je sufixomT

Priklad takéhoto automatu je na obrazku 7. DKA vieme lahkoutovat’ na vstupel a ak sa
dostaneme do akce@t@ho stavu, nasli sme koniec vyskytu vzokky

state = O0;
for (i=0; i<n; i++){
state= delta(state ,T[i]);
if (state==m){
print i-m+1;
}
}

Ak uz mame zostrojeny automdatasova zlozitost' hladania vyskytov vzoriek v texte je
O(n). Ako rychlo vieme zostrojit samotny automat? Pri mnoZiegkonStrukcii by sme dostali
tasO(n?o) a ak by sme sa velmi snazili, dal by sa dosiahibats O(ma) (detaily neskor).
Zrychlit sa to uz neda, lebo potrebujeme celt prechodowvikdéiu automatu a td ma velkost
mo. TiezZ si ju musime celd paméatat' a teda pamatova zlozijestezO(mo).

4.3 Morrisov-Prattov algoritmus 1970

Morrisov-Prattov algoritmus bol prvy znamy algoritmus qugici v caseO(m+ n). Na to,
aby sme mali menSiu paméatovu zlozitost, je potrebné znterds automat. Priddme do neho
epsilonové prechody,im uz sice nebude deterministicky, ale po epsilonovycbhhméoch sa
budeme hybat len vtedy, ak sa nebudeme vediet hybat' ppsiemovych prechodoch a preto
bude vzdy jasné, do ktorého stavu sa posunut. Vyslednynaaitdude mat nasledovndi
funkciu:

.. [ i+1 aka=P][i]
o(i,a) = { spi] inak, prechod na

kdespli] je dzka najdlhieho vlastného sufi|0..i — 1], ktory je sEasne prefixon® (pozfi
priklad na obrazkil 7). Z kazdého stavakrem stavov 0 anteda vychadzaju iba dva prechody:
jeden do stavii+ 1 a jeden do niektorého z predchadzajdcich stavov. Ak zaistademe po
epsilovych hranach, prechadzame postupne po vSetkyctnytdssufixochP[1..i], ktoré su
sitasne prefixant. Ked sa takto dostaneme do stayuz ktorého vychadza prechod ozeay
aktualnym znakom na vstupe, pouzijeme tento prechod.
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Obr. 7: Kon€ny automat pre MP algoritmus, vzorRa= ababaca Epsilonové hrany idlce do
go hie su v obrazku zakreslené.

Predpokladajme na chvilku, Ze mame vgftanéspli] pre kazdd. Na n4jdenie vzorky v
texte m6zeme simulovatinnost upraveného automatu.

state =0;
for (1=0; i<n; i++){
while (state >0 & T[i]!=P[state]){ // epsilonove prechody
state=sp[state];
}
if (T[i]==P[state]){ //prechod do dalsieho stavu
state ++;
}

if (state==m){ //sme v koncovom stave
print i-m+1;
state=sp[state]; //z posledneho stavu sa uz neda ist dalej

}

}

Tento algoritmus simuluje deterministicky kaimg automat. Po spracovani kazdého znaku
sa ocitne v tom istov stave, ako DKA. Intuicia za epsilonovgrachodmi je nasledovna. Pred-
stavme si, Ze po spracovani textyje DKA v stavep;, existuje teda retazea diiky i, ktory
je sufixomT a sl€asne prefixonP. Ak teraz pré&itame automatom d'alSi znak(spracovali
sme teda retazeta), potrebujeme najst najdihsi@ ktora je sufixomTa a prefixomP. Ak
B # &, musi kortit znakoma, t.j. B = B’a. RetazecB’ je sufixomT a teda aj sufixonor a
s(tasne prefixon® a teda aj prefixonw. Hfadame teda najdIhSig’, ktoré je sufixom aj pre-
fixom a = P[0..i — 1] a pre ktoré je aj3’a prefixomP. Ak ideme zo stavi po epsilonovych
prechodoch az do stavu 0, prejdeme cez zoznam vSetkychvskawcé zodpovedaju sufixom
P[O..i — 1], ktoré su st@asne aj prefixan®. Prvy z nich, z ktorého ide Sipka @aje ten, ktory
hradame.

Tento algoritmus vyzera kvadraticky, ale nie je. Ak ner&amhile cyklus,Casova zlozi-
tost' algoritmu jeO(n). PresnejSie, nech je pcCet vykonani riadku 4, potom zloZitosttej
iteracie jeO(c; + 1) a celkova zlozitost' algoritm®(n+ zi";ol G). Vieme, Zze 0K ¢; < m, ale
ukazeme, Ze vysoké hodnoty nemdze nadobudat [@dk$o. Kazdé vykonanie riadku 4 totiz
znizi hodnotu premennej state agmojedna. Hodnota tejto premennej sa zvySi v kazdej iteracii
for cyklu najviac o 1 (v riadku 7). Zarovehodnota premennej state nebude nikdy nizSia ako O
a preto sa riadok 4 neméze vykonat' viackrat, ako riadok 7etopsa vykona najvian-krat a
preto zlozitost' celého algoritmu @B(n).
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Obr. 8: Kon€ny automat pre KMP algoritmus. Ak idehrana dag, tak hrana v obrazku nie
je zakreslena.

Vytvorenie automatu. Jedinégo nam chyba, je vyrobenie automatu pre danu vz&kio
sa napadne podoba na samotné vyhladavanie:

sp[0]=sp[1]=0;
j=0;
for (i=2; i<=m; i++){
Il invariant: j=sp[i —1];
while (j>0 & P[i —1]'=P[j]) {
\ j=spljl;
if(P[i—l ==P[j]) {
j++;
}
splil=j;

Zdvovodnenie je podobné ako pri vyhladavani: opat pozeamjdihsi retazea dizky j,
ktory je vlastnym sufixoniP[0..i — 2] a sufixomP a hfadame najdihsi = B'P[i — 1], ktora je
sufixom aj prefixonP[0..i — 1.

Zhrnutie.  Ako vidime, MP algoritmus bezi@aseO(n+m) a s pamato(m). Samotny text
nemusime ukladat, méZeme Baat a spracovavat po jednom pismene (napr. pri spratova
streamovanych meédii). Jedina operacia so znakmi je ichvparoe na rovnost a algoritmus
preto nie je prilis citlivy na velkost abecedy. Na druh&jase medzi spracovanim dvoch po
sebe iducich znakov moze prejéis aZO(m), pricom pri pouziti DKA je tent@asO(1).

4.4 Knuth-Morris-Prattov algoritmus 1977

KMP algoritmus sa velmi podoba na MP algoritmus, ale ma \omite dihSie epsilonove
prechody, a to tak, Ze nasledujuce znaky sa nesmu rovnkZe®(i, €) je dizka j najdlhSieho
vlastného sufixuP[0..i — 1], ktory je zarové prefixomP a plati P[j] # PJi] (pozri obr.[B).
Napriklad preP = a™ KM algoritmus mad(i,&) =i — 1 a KMP algoritmus ma&’(i, &) = 0.
TakZe ak sa na vstupe objavi napr. pismeno b, KMP pouzijetdenjepsilonovy prechod, kym
KM mdZe pouzit azm— 1 prechodov. O takto upravenom algoritme sa da dokazatdegha
veta:
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Veta: PcCete prechodov v jednej iteracii KMP je naviac Iggn+1), kde g = “T‘@ je zlaty
rez.
Predtym, ako vetu dokdzeme, uved’'me niekol'ko definicieali

Definicia 1. Celécislox nazyvame periddou sloak 1< x < ma pre kazdéc {0,1,...,|S —
x—1} plati §i] = Si +X].

Podla tejto definicie, itka slova je vzdy jeho periodou, slovo vSak m6ze mat ajdeat
periody. Napriklad slovo abab mé periédy 2 a 4, slovo aabaeriagy 3 a 4 a slovo aaaa ma
periody 1,2,3,4.

Lema 1. Ak p aqsu periddy slov&a plati, zep < gap+qg< |Y, tak ajg— p je periédaS.

Dbkaz. Vezmime nejaké < {0,1,...,|§ — (g— p) — 1}, chceme dokéazat, z8i] = Si+ (q—
p)]. Ak i +q < |9, tak ked'Zeq je periéda, mame, Z8[i| = Si + g]. Podobne, kedZe je
perioda, plati, Z&/i +q— p| = S[i 4+ g]. Spojenim tychto dvoch rovnosti dostaneme poZadované
tvrdenie.

Ak naopaki +q > |§, potomi — p > |S|—g— p > 0 a teda ked'Z¢ a g su periody, mame
Si]=Si—p/=Si—-p+d. O

Nasledujuca lema sa uz tyka priamo KMP automatu pre vzBrku
Lema 2. Nechqj, = 8'(qj, ) aq; = 8'(qj, €). Potomj > '+ "+ 1.

Dokaz. Lemu dokaZeme sporom. Predpokladamej, zej’ + j”.

Nechp=j—j aq=j—j". Preich sget z nasho predpokladu plati-q=j—j +j—j" <
j—1J+]=]. Taktiezq > p a p aj q su periodyP[0..j — 1]. Podl'a predchadzajlcej lemy teda
ajq— pje perioda.

Z definicied’ tiez vieme, ZeP[j"] # P[j’], €o je ale spor, lebd’ = j” + (q— p) a kedze
g— pje peridda, tieto dva znaky by mali byt také isté. O

Dokaz vety: Nech zo stavuy; je k prechodov do stavgg. Dokazeme indukciou vzhladom
nak, zej > k2 — 1, kdeF jei-te Fibonaccih@islo zadefinované rekurenciéy=0,F; = 1,
e =F1+Fe2

1. k=0:]j
k=1:]

0=F-1
1=F-1

AVAAYS

2. k>2
>+’ +1>Re—1+R—1+1=FRyo—1

Z definicie Fibonaccihodisel sa da dokazat, ¥ > ¢*—2, z&oho vyplyvaj +1> R, » > ¢
a tedak <log,(j +1) <log,(m+1). O
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4.5 CviCenia

Priklad 1. Najdite najdIhSi prefiP, ktory sa vyskytuje VvI'. RieSenie: sté si zapamatat' naj-
vySSi navstiveny stav v MP/KMP algoritme.

Priklad 2. Najdite najdlhsi sufiXP, ktory sa vyskytuje vI'. RieSenie: prevediemié aj T na

zrkadlové obrazy a hfadame najdIhsi pre®%v TR.

Priklad 3. Mame spdéitané hodnotypi] z MP algoritmu, chcemé(i,a) z DKA. RieSenie:

pre kazdé v abecede spustime

if (P[0]=="a") {
delta(0,’a’) = 1;
}
else {
delta(0,’a’) = 0;
}
for (i=1; i<=m; i++) {
if (i<m&& P[i]=="a") {
delta(i,’a’)=i+1;
}
else {
delta(i,’a’)=delta(sp[i],a);
}
}
Priklad 4. Mame sp@itané hodnotggi] z MP algoritmu, chceme sz KMP. RieSenie:
sp2[0]=0;
for (i=1; i<=m; i++) {
if (i==m || P[sp[i]]'=P[i]) {
\ sp2[i]=sp[i];
else {
\ sp2[i]=sp2[sp[i]l;
}
TO DO

e Priebeh trividlneho a zlepSeného algoritmu pre hfadaamrky abcabd nejako krajSie
znazornit' (obrazkom, napr. ako v prehlade od Charrasacadga uvedenom v zozname
literatury)

5 Vyhladavanie viacerych vzoriek a 2D vzorky

Mame & = {P,P,,...,P;}. Nechm = 5;|R|. Chceme najst vSetky vyskyty retazcovZZ v
T. Trivialne rieSenie tejto ulohy by bolpkrat spustit KMP,Cim dostaneméasovu zloZitost
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Obr. 9: Nedeterministicky kom®y automat rozpoznavajuciLy, pre & =
{mamama emuemamamy.

5iO(|R|+n) =0O(m+zn). Ak m=N/2 ajz= N/2 an = N/2, tak celkovytas budeD(N?),
kdeN = m+n je celkovéa velkost vstupu.

5.1 Aho-Corasickovej algoritmus (1975)

Je to rozSirenie MP algoritmu na viac vzoriek,garn dosahuje zrychlenie oproti jednodu-
chému algoritmu popisanému vysSie. Podobne ako pri odvddBrmdZzeme zostavit' nede-
terministicky konény automat rozpoznavajici jazyky, = {xyjx € Z*,y € &} (obr.[9).

Z nedeterministického automatu chceme spravit automabpoy na automat pre MP algo-
ritmus. Najskoér zostrojime lexikograficky strom (pozast[2.2). Do lexikografického stromu
pridame epsilonové hrany tak, ze z vrcholu pre slowde hrana do vrcholu pre slowg ktoré
je najdihSim vlastnym sufixom, ktory je prefixom niektorej vzorky (priklad na obraZku 10).

Obr. 10: AC automat pre vzorkymamama emuemamamy, epsilové prechody séiarko-
vane, epsilonové prechody dg nie su znazornené.

Na danom texte m6zeme tento automat simulovat podobne dka@aiMomat a v kazdom
kroku bude stav predstavovat najdlhSi sufixCitaného retazca, ktory je 8asne prefixom
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niektorej vzorky. Musime vSak zmenit spésob vypisovafeao niektoré vzorky mézu byt
podretazcom inych vzoriek a teda na danej pozicii potrefmg vypisat vyskyty vSetkych
sufixov, ktoré su vzorkami ¥?. Jedna moznost by bola v kazdom stave prejst po epsiloctovy
hranach az dqp a vypisat vSetky stavy na tejto ceste, ktoré zodpovedajkitarej vzorke. Aby
sme ale nemuseli prechadzat’ aj cez stavy, ktoré nevypigjjeridame si Specialne vystupné
hrany. Z vrcholu pre sloval ide vystupna hrana do vrcholu pre najdihSiu vzorku, ktora je
vlastnym sufixomu, alebo ma hodnotu null, ak taka vzorka neexistuje. Vystumady teda
tvoria spajany zoznam vyskytov, ktoré treba vypisat. Jeadmnozina spajaného zoznamu
tvoreného epsilonovymi hranami.

Priklad: V automate na obrazKu 110 pdjdu vystupné hrany, @ gg do gz a zo vSetkych
ostatnych vrcholov do null. Na obrazkul11 je automat pre rimoxzoriek {a,a® a°} aj s
vystupnymi hranami.

Obr. 11: Automat pre vzorkya, a3, a®}, bodkované hrany su vystupné.

Vrchol v lexikografickom strome méze mat napriklad nasledosStrukturu:

parent smernik na rodi vrchola
e child(a) Va € Z: pole smernikov na deti

last: posledny znak slova pre tento vrchol, ajc > také, Zeparentchild[a] = this

id: Cislo vzorky/null

epsilon epsilonova hrana

e output vystupna hrana

Predspracovanie sa bude skladat' z nasledovnych krokov:
1. Vytvorenie lexikografického stromu

2. Najdenie epsilonovych hran

3. Njdenie vystupnych hran

Potom méze nasledovat samotny Aho-Corasickovej vyhVadéalgoritmus:

vV=root;
for (i=0; i<n; i++) {
I/l hladame aktualny stav po epsilonovych hranach
while (v!=root & v.child (T[i])==null) {
v=v.epsilon;

}
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/l ak sa da, posunieme sa o0 jedno dopredu
if (v.child(T[i])!=null) {

v=v.child (T[i]);
}
/Il vypis vyskytov po vystupnych hranach
u=v;
while (u!=null) {

if (u.id!=null) {

print u.id, i—|P[u.id]|+1;

}

u=u.output;
}

}

Zlozitost. Samotny algoritmus vykona najviaciteracii vo vonkajSom cykle, zaujima nas
zloZitost’ vnutornejCasti — tu sa najskor najde po epsilonovych hranach prvy, kkoty ma
potomka pre aktualne pismeno, a potom (ak je to mozné) sax@jlkden krok na toto pismeno.
Délezité je, ze spatnych epsilonovych krokov s@amcelého algoritmu vykona najviac tolko,
korko sa vykona krokov do potomkov uzlov — a ked'Ze tychtorgkona najviam, aj spatnych
krokov bude najviam. Celkovo dostavame pre tiedastio(n).

Posledna doblezitgast' je druhywhile-cyklus, ktory postupne prechadza po vystupnych
hranach a vypisuje vyskyty vzoriek. €as celého vypttu sa po vystupnych hranach prejde
k-kréat, kdek je celkovy p@et najdenych vyskytov. Zlozitost je tedn+ k).

Vypocet e-prechodov. Najskodr nastavime kohel epsilonovy prechod do samého seba a po-
tom pre vSetky ostatné vrcholy zavolame funkciu findepgirpricom postupujeme v poradi
prehfadavania do Sirky, takze najskor spracujeme vsetifyoly v Hbke 1, potom vSetky vr-
choly v Hbke 2 atd'.

void findepsilon (node v) {
/!l Predpokladame u.epsilon je zname
/Il pre vsetky slova u kratsie ako v
a = v.last;
u = v.parent.epsilon;
while (u.child(a)==null & u!=root) {
u=u.epsilon;
}
if (u.child(a)!'=null) {
u=u.child(a);
}
v.epsilon=u;
}

Zlozitost. Uvazujme cestu v lexikografickom strome z kidaepo list pre konkrétnu vzorku
P a gitajmecas potrebny na volania findepsilon pre vSetky vrcholy rna tgste. Uvazujme
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hibku vrcholau. Na z&iatku cesty je tato hodnota 0 a vzdy je nezaporna. V kazddanio
funkcie sa kbka zvySi najviac o 1, takZe celkovy pet zvySeni je najviaf?|. Hlbka vrchola
u sa znizi asp o jedna kazdou iteraciou while cyklu, takZe tychto iteirfetieZ najviacR|.
Kazdu cestu, ktora kan v liste preR teda spracujeme taseO(|R|). Celkovy Cas teda je
O(m), lebo v algoritme sice spracovavame striedavo vrcholy mydz ciest, kazdy vrchol je
vSak asph na jednej ceste, takZe jelias vyp@tu aspd raz zapoGitame.

Vypocet vystupnych hran. Pre kazdy vrchol chceme njst prvy epsilonovy prechod, ktory
sa ma vypisat.

void find_output(node v) {

I/l Predpokladame w.output je znamy pre vsetky slova

/Il kratsie ako v.

u=v.epsilon; // prvy epsilonovy prechod

if (u.id!=null) { // ak je vzorka, ukazujeme nanho
V.output=u;

} else { /Il ak nie je vzorka, jeho najblizsi vystup
vV.output=u.output;

}

}

Ako sme videli v€asti 2.2, lexikografické stromy pri velkej abecede potjélvela pamate
na uloZenie pola deti, v ktorom budeG&nou vela prazdnych poloziek. Ak zaratameCap
na inicializaciu tejto pamate, algoritmus bude beZadtageO(mo + n+ k) a v pamatio(mo).
Ak pouzijeme nejaku zlozitejSiu Strukturu, napriklad vyeay binarny vyhladavaci strom,
dostaneme algoritmus so zlozitost@j(m+ n)logo + k) a pamatoud(m+-n).

PoCet vyskytov. Pre abecedu konStantnej velkosti ma Aho-Corasickoveajritguscasovi
zlozitost O(m+ n+K), kdek je pacet vyskytov. Aké velké moze byk ako funkciaN? Uka-
Zeme, Zze Aho-Corasickovej algoritmus ma v najhorSom peoitost ©(N+/N). Najskor
ukazeme dolny odhad, t.j. Ze existuje vstup, na ktokemQ(N+/N). UvaZzujme mnozinu vzo-
riek {a,a2,---,av"} a textT = a". S(Eet dZiek vzoriek je®(n), tedaN = O(n). Vzorkaa méa
vyskyt na kazdej pozicii od 1 po—i-+ 1, ¢o je asp@ n— /n+ 1. Celkovy p&et vyskytov
v3etkych vzoriek je ted®(n,/n) = O(Nv/N).

Pre horny odhad musime dokéazat keikdy nebude viac ak®(N/N). Vzorky rovnake;
dIzky maju vzdy neprekryvajlice sa vyskyty a preto fubovgfoCet vzoriek dﬁky i ma spolu
najviacn —i -+ 1 vyskytov. Stai nam teda uvazovat vzorky tym! v textea". Takisto pre dané
zan dosiahneme najvysskeako funkciuN, ak mameo najkratSie vzorky, lebo dihSie vzorky
znizujik a zvy3ujuN. Stai teda uvazovat vzorkya,a?, ---,a?}. PotomN = n+-z(z+1)/2
ak=z(n+1)—z(z+1)/2. Aby sme overili, Ze&k je najviacO(N+/N), st&i do vztahu prek
dosaditn =N —z(z+1)/2, zderivovat ako funkciu od a najst maximum.

5.2 Cvitenia

Cas Aho-Corasickovej algoritmu f@(n+m+k), &o je horsie neZ linearne pre velkéZAvis-
lost od k je nevyhnutnd, ak chceme vypisat vSetky vyskyty, ale ak staii ina informacia,
vieme algoritmus upravit, aby bezaldaseO(n+ m).
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Priklad: Modifikacia Aho-Corasickovej algoritmu, abydaseO(m+n) zistil, i je v texte
vyskyt asp@d jednej vzorky.

RieSenie: Namiesto vypisovania vSetkych vyskytov skontrolujemedesktualny vrchol je
vzorka alebci v.out putje vzorka.

Priklad: Celkovy pc&et vyskytow.
RieSenie: V kazdom vrchole je navySecount— pacet sufixow, ktoré su zP.
Priklad:  Najst vSetky vzorky, ktoré maju aspgeden vyskyt.

RieSenie: V kazdom vrcholes mam ist’ po ceste vystupnych hran az do KarePoznéim si,
¢i som konkrétny vrchol uz vypisal a akonahle najdem vrcktolky som uz vypisal, skaim.
Po kaZdej linke prejdem iba raz. Liniekije praca behania po vystupnych hranactjen).

Priklad: Chceme vektor idky m, v ktorom bude uloZeny gt vyskytov kazdej vzorky v
texte.

RieSenie: PcCitadlo v kazdom vrchole, ktoré hovori, kol'ko raz sa agepeeslo. Nakoniec
chceme pre kazdy vrchol spidat’ jeho p@&et aj p&et pre vSetky stavy, z ktorych sa do aktual-
neho stavu vieme dostat’ po epsilonovych hranach.

for each v in reverse BFS order {/ od najhlbsich vrcholov
w=v.epsilon;
W. passes+=v.passes;

}

5.3 Bakerov-Birdov algoritmus pre vyhladavanie matic

Vzorka P aj text T su vo forme matice, ktorej prvky su z abecelyHladame suradnice
lavého horného rohu vsetkych vyskyt®w T. Rozmerym an udavaju celkovy poet prvkov
v jednotlivych maticiach, t.jm= mm, an = nyny, kdem x my an; x ny st rozmery mati®
aT.

Baker-Birdov algoritmus vyuziva Ahov-Corasickovej aligous na vyhladavanie viace-
rych vzoriek. Predpokladajme najskor, Ze vSetky riadkyiced® su navzajom rézne. Algo-
ritmus najskor vytvori automat pre vSetky riadky vzolRya nasledne nim vyhfadavame po-
stupne na vSetkych riadkoch vstupupricom vyﬁﬁame maticlA nasledovne:

riadkui od poziciej,

ak k-ty riadok P sa vyskytuje v maticiT na
Ali, j] = { | had
—1 inak.

Na takto vyplnenej matich mbézeme teraz poisk:och spustit napriklad KMP, ktory vy-
hladava postupnostisel, ktora zodpoveda vyhladavanej vzorke (teda slo®3l...,m).
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Pokial tito postupnost v niektoromipti najdeme, nasli sme zaraveyskyt pdvodnej vzorky
P. VSimnime si, Ze tu ide o vyhladavanie nad velkou abecedowSak nezhorSuje zlozitost
KMP algoritmu.

Ak sa riadky vP opakuju, zitime to pri budovani lexikografického stromu etkgm zhod-

nym riadkom pripradime to isté&slo.
aa
P=| ba |.
aa

V Aho-Corasickovej algoritme hfadame vzorky = aa, P> = ba. Potom pomocou KMP hla-
dame vzorku 1,2,1 v nejakorﬁysd:i maticeA.

Celkova zlozitost tohto algoritmu pre konStantnt abecedD(n+ m). Clenk sa nevysky-
tuje, lebo vyskyty vzoriek pre Aho-Corasickovej algoritsraa neprekryvaju a teda ich je spolu
najviacn.

Priklad: Majme maticu

6 Boyerov-Moorov algoritmus

Boyerov-Moorov (BM) algoritmus (1977) kontroluje vzorkdzadu a obas vie niektor&asti
textu Uplne presk@t’. Preto je v praxicasto o ni€o rychlejSi ako KMP algoritmus. Ako takmer
pri kazdom algoritme na spracovanie textu najskoér vzorlkadgpracuje a potom ju vyhladava
v texte. Podoba sa na trivialny algoritmus s kontrolou odzad

i=0;
while (i<=n-m){
j=m-1;
while (j>=0 && P[j]==T[1+]]){
) ——;
}
if (j<0){ print i; }
i+=skip;

}

Ak skip = 1, mame Standardny trivialny algoritmus (akurat porovnd@azorky odzadu).
Ak vSak zoberieme text = bbbbbba vzorkuP = baa tak by sme mohli v obidvoch krokoch
nastavit’ skip na 2 (pozri obr._12). Pre vSeobecnu vzorkueokécny text si nembzeme do-
volit vzdy skakat' o 2. Namiesto toho BM algoritmus slépodla potreby. PresnejSie podla
nasledovnych dvoch pravidiel (Si&podla toho, ktoré pravidlo povie viac):

e Pravidlo zlého znaku (bad character rule)

e Pravidlo dobrého sufixu (good suffix rule)

6.1 Pravidlo zlého znaku

NechR[x] je index posledného (najpravejSieho) vyskytu pismeaa vo vzorkeP, alebo—1,
ak x vo vzorkeP neexistujeR[x] vypoCitame nasledovnym algoritmom:
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bbbbbbb  <-text
# # # <-porovnania
baa <-vyskiSané posuny vzorky
baa
baa

Obr. 12: Ak porovnavame vzorkRi= baas textomTl = bbbbblh mézeme vzdy posunut vzorku
o dve, aby sa jediny vyskyt 'b’ vo vzorke dostal oproti pravgdenému 'b’ v texte. Celkovo
sa pozrieme iba na 3 zo 7 znakov textu.

T oo xabcd.......

P X .yabcd

P ..X....yabcd
J

Obr. 13: Na poziciij nastala nezhoda a preto mézeme vzorku posunuat na nagatizsi

R={-1,-1,-1,...}
for (i=0; i<m; i++) {
RIP[i]]=1i;

}

TatoCast trvaO(m+ X) a potrebujeme si pamatat' pole o velkoSts).

Pravidlo zlého znaku: Ak P[j+1.m—-1]=T[i+j+1l.i+m—-1aP[j]#Tli+j=xa
R[X| < ], tak spravime posun p— R[x]. Ak R[X] > |, t.j. posledny vyskyk je aZ za stasnou
poziciouj, posunieme sa o jedna. Pravidlo zlého znaku je ilustrovargbnazkid 113.

Pri malych abecedacbasto déjde iba k malym posunom, pri velmi velkych trebdase
casu a pamate na pdre ale pri stredne velkych je to dobra heuristika.

6.2 Horspoolov algoritmus

Variant BM, ktory nevyuziva pravidlo dobrého sufixu, iba mie modifikované pravidlo zlého
znaku. Na rozdiel od BM toto pravidlo neuptafe na znak, kde nastala nezhoda, ale vzdy
na najpravejsi znak aktualneho okna v texte, teda na zraK[i + m—1]. V poli R uloZime
posledny vyskyt kazdého znakuP{0..m— 2], neuvazujeme teda posledny znak vzorky. Takto
dostavame nasledujuci jednoduchy pseudokad:

R={-1, -1, -1, ...}

for (i=0; i<m-1; i++){
RIP[i]]=1;
}
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T oo xabcdefg...............
P: efg. .yabcdefg
P: efg..yabcdefg

Obr. 14: Priklad pravidla dobrého sufixu.

1=0;
while (i <= n-m){
j=m-1;
while (j>=0 && P[j]==T[i+]]){
J——;
}
if (j<0){ print i; }
I += m-1-R[T[i+m—1]];
}

V priemernom pripade algoritmus pracujéaseO(n/o + m+ o), v najhorSonO(mn+ o).
Existuje aj (Uplne iny) algoritmus s priemernym prl’pad@l(rm'ogT"m +m) (Lecroq 1992).

6.3 Pravidlo dobréhu sufixu

Ak sme v niektorej iteracii nasli zhodu medezposlednymi znakmP a prislusnowastouT,
chcemeP posundt tak, aby pismenaR, ktoré budl zarovnané s tymitoznakmi, boli tiez
zhodné (pozri obrazdk14).

Budeme pisatP ~ Q prave vtedy, kedP je sufixQ aleboQ je sufix P. Ak ndjdeme prvu
nezhodu na poziciji v P, posunieme o y[j] definované takto:

yli] = m—max{k|0 <k <mAP[j+1.m—1] ~ P[0..k—1]}.

Pozrime saCo sa stane v dvoch extrémnych pripadoch algoritmu. Ak sagjdieracii nenasla
Ziadna zhoda medB acastouT, premenng bude mat hodnotmm—1,t.j. P[j+1.m—1] = €.
Pre f'ubovolny retaze® plati, ZeQ ~ ¢ a tedak nadobudne hodnotm— 1, CiZze posun bude
1. Naopak, ak najdeme vyskyt vzorky, maine —1 a tedaP[j +1..m— 1] = P. Hfadame teda
najdlhsi vlastny prefi®, ktory je aj sufixomP. MbzZe sa stat’ gj to, Ze jediny takyto prefixge
v tom pripade bude posun

Hodnotyy[—1...m— 1] si potrebujeme predspracovat, pouzijeme na to gpe Morris-
Prattovho algoritmu. Hodnotsi| je diZzka najdlhSieho vlastného sufibR[0..i — 1], ktory je
prefixomP. PouZijeme aj polspr, ktoré spditame ako polsp pre PR, ¢o je zrkadlovy ob-
raz retazcaP. Hodnotaspt|i] je dizka najdihsieho viastného prefi®m—i..m— 1], ktory je
sufixomP.

Pri vypcCte y[j] mOZu nastat' dve situécie. Prva je, Xe= P[j + 1..m— 1] vyskytuje vP
eSte raz a z tychto vyskytoX chceme sp@itat’ pravy koniec toho najpravejSieho. Pre kazdy
vyskyt X zainajuci na nejakej pozian—i plati, Zespr|i] > m— j — 1 a navySe pre najpravejsi
vyskyt plati rovnostspr{i] = m— j — 1, lebo pri nerovnosti mame zareny eSte jeden vyskyt
viac v pravo, na zaatku sufixuP dizky spt[i]. Naopak, alspriij = m— j — 1, na poziciim—i
z&ina vyskytX. TakZze hladame najmenSiepre ktoré plati rovnosspr]il = m—j —1. Ak
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P: ..zabcd. .yabcd. .. .yabcd
P: ..zabcd. .yabcd. .. .yabcd

Obr. 15: Silné pravidlo dobrého sufixu: hfadame posledrnskyyP[j + 1..m| v P, pred ktorym
ide iné pismeno akB|j].

X z&€ina na pozicim—i, konCit bude na poziciim—i) + sprfi] — 1, teda zay]j| pouzZijeme
m— (m—i) —sprfi] =i —sprli].

Druh& mozn4 situacia je, 2€ nema d'alSiu kopiu \P. Hladame teda najdihSi sufRR[j +
1..m|, ktory je prefixomP a nakolko celéX sa druhykréat nevyskytujelzka tohto sufixu je
spm|. V nasledujucom kdde najskor vypitamey podla tohto pravidla, potom prepisujeme
podla vyskytovX ktoré hladame zlava (t.j. od najedich hodnot).

compute sp;

compute spr;

for (j=—1; j<m; j++) {
gammalj] = msp[m];

}

for (i=m; i>=0; i—) {
j = m-spr[i]-1;
gammalj] = ispr[i];

}

Ak zoberieme vzorki? = am a textT = a", tak najdenie vSetkych vyskytov bude az kvadra-
tické. Dokonca je mozné spravit takl vzorku a text, Ze vamé v texte nebude nachadzat, ale
napriek tomu budé€as behu BM algoritmu kvadraticky. Kvéli tomu bolo spravesil@é pra-
vidlo dobrého sufixu, ktoré tento problétrasta@ne vyrieSi. Ak sa vzorka v texte nenachadza,
Casova zlozitost' j@©(n+ m). Silné pravidlo dobrého sufixu je ilustrované na obrdzKu 15.

Galil v roku 1979 spravil zlepSenie, ktoré beztaseO(n+ m) v fubovolnom pripade.
Dosiahol to tak, Ze ak preskime kus textu pomocou pravidla dobrého sufixu (silnéhd), ta
vieme, Ze isty kus v strede vzorky je rovnaky ako text a prate hemusime porovnavatim
si uSetrime pracu.

7 Rabin-Karp (1987)

Majme hashovaciu funkcitd : 2™ — {0,1,..., p— 1}. Na z&iatku zahashujeme vzorkRia
potom jej zahashovanu formu porovnavame so zahashovarattigmi v texte.

hp = H(P) /! hashujeme vzorku P
for (i=0; i<=n-m; i++) {
ht = H(T[i..i+m—=1]); // hashujeme potencialny vyskyt

if (hp == ht) { /I ak sa hashe rovnaju
if (P==T[i..i-m+1]) { // skontroluj, ci mame vyskyt
write i;
}
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Aby sme dostali efektivny algoritmus, potrebujeme sphmatsledujice podmienky:
1. Hash by sa mal gitat’' v case O(1)
2. Chceme malo faloSnych zhéd takychfige=h AP £ Tli...i —m+1]

Slovo S diiky m reprezentujme akaislo v sustave so zakladoat ZT];ol o™ I-1gj]. Napr.
(10011, = 19. NaSa hashovacia funkcia bud€S) = S mod p. Na pcitanie budeme pouZzivat

Hornerovu schému:
S=((§0lc+91))o+92])o...

int H(S,p, sigma){
h = 0;
for (i=0; i<|S|; i++) {
h = hxsigma mod p;
h = (h + S[i]) mod p;

}

return h;

Casova zloZitost' tohto vypitu je O(|S). NechH; = H(T[i..i+ m— 1]). Pre hfadanie v
texte potrebujeme rychlo vygéat H; z uz vyp&itanej hodnotyH; 1. Dostaneme, Zél; =
(0(Hi_1— ™ 1T[i —1]) + T[i + m—1]) mod p. Aby sme nemuseli pracovat s velkyris-
lami, ™1 mame predptitané tiez modulg.

CelkovacCasova zlozitost Rabinovho-Karpovho algoritmugéen+m(1+k+ f)), kdek je
pocet vyskytov af je patet faloSnych zhéd, t.j. pozicii, kd¢(P) = H;, aleP # T|i..i+m—1].

7.1 Randomizovana verzia Rabinovho-Karpovho algoritmu

Dokazeme, Ze ak zp zvolime nahodné pndslo z ucitého rozsahu, priemerna hodndta
bude pre fTubovoln& aT mala. Na zvolenie nahodného ptisla mézeme pouzit algoritmy
z kryptografie pouzivané na generovanie ¢du.

Veta 1. Necho = 2 anm> 29 a nechK = nn?. Ak p je nahodné prvislo mensie ak#, prav-
depodobnost aspojednej faloSnej zhody je najviac®2/m a priemernyas Rabin-Karpovho
algoritmu jeO(n+ mk).

Dékaz (nebrali sme, iba pre informaciu) Najskdr dokdzme, Ze ak pravdepodobnost @spo
jednej faloSnej zhody je najviac 22/m, stredna hodnota [Btu zhdédf budeO(n/m) a teda do
Casovej zlozitosti prispej@lenomO(n):
n—m41 n
E(f) = i-P(f=i)<n-P(f >0)=252-—
(H="3 i-P(f=D<n-P(f>0 —
Ozna&me(n) poCet prva@isel mensSich alebo rovnyeh V dékaze pouZzijeme nasledjuce
vlastnosti prva@isel:
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1. % < m(n) < 1,26~%

2. pren> 29 s(Eet prv@isel< nje > 2"
3. n> 29 tak kazd& < n2" je delitelné najviacat(n) prvoCislami

Nechaj = P—TJ[i..i+m—1]. KedZe nep@itame modulop, plati, Zea; = 0 < vyskyt na
poziciii. SEasnen; < 2'.
SPT)= I_l ai <2™
i:0i 0
PretoS(P, T) mé& najviacr(mn) prvoCiselnych delitelov. Vzorka mé faloSny vyskyt v texte
prave vtedy, keda; je delitefné prv@&islom p. Z n(K) prvoCisel najviacr(mn) ma falosnu
zhodu (t.j. deliS(P,T)).

n.m.log(n.m?) L 252
n.nm2.log(n.m) = m

r(m.n)
m(K)

P(f>0) < < 1,26

QED

Namiesto jedného pnaisla mézeme pouzit j nezavislych prvoiselps, p2, ..., pL. Nech
fpi nam oznauje udalost, Ze nahodne zvolené priglo p ma faloSnu zhodu na pozigiiFa-
loSna& zhoda v tomto rozSirenom algoritme nastane ak pr&éiejaaju vsetky zvolené prvo-
Cislafpj =1, t.j. pravdepodobnost, Ze toto nastan®{&iV|fp, ).

Odhad 1

P(3ivjfp,) < P(Vj3ify,;)
~ [1PGifp,)
J

<

Odhad 2 Budeme vychadzat z poznatku, 2g < 2™ a teda najviagr(m) prvoCisel mdze
delit a;. Teda pre danéa nahodné mameP(fp;) < r(m)/m(K).

P(EIiijpj_i) <n- P(ijpj,i) =n- P(fpj_i)l- <n- (W)'—

Priklad Nechm= 1000 an = 100000, potonK = nn? = 10! ~ 236, PreL = 4 dokazané
odhady na pravdepodobnost faloSnej zhody vyzerajl nashesl

e pre 1 prv@islo: 2521073

e odhad 1 pre prvotisel: 410-11

e odhad 2 pre. prvotisel: 51021
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8 Vyuzitie bitového paralelizmu

8.1 Shift-and algoritmus

Algoritmus bol publikovany v roku 1992 Ricardom Baeza-¥at@ a Gastonom Gonnetom,
avSak podobny algoritmus vynaSiel vraj aj Balint Domdlkiurbku 1964. Algoritmus funguje
pre kratke vzorky, ktorych idka je mensSia ako gt bitov jedneho registra. Majme bitovd
maticuM s riadkami Q...,m—1 a stpcamiQ...,n—1, ktora je definovana nasledovne:

M(i,j) =1 P[0...i| =T[j —i...]|]

V j-tom stpci si teda paméatame stavy NKA z Morris-Prattovho algouitrktoré su dosiahnu-
telné po n&itaniT[0..j] (t.]. vSetky sufixyT|[0..]j], ktoré su prefixamP). Kazdy sitpec vieme
spcitat’ z predchadzajuceho podla vztahu

M(i, ) = (i = 0VM(i—1,j — 1)) AP[i] = T[j]

prei >0,j > 0.
Pre kazdé e Z, nechU (x) je binarny vektor fzky m, taky ZeU (x)[i] = 1 < P[i] = x.
Jednotlivé dpce maticeM a vektoryU (x) si budeme pamatat’ ako binargesla a robit' s
nimi bitové operacie.
Napriklad preP =aaba dostavaméslaU (a) = 1011, U(b) = 010G. Pozor, najlavejsi
znakP je vo vektoroch reprezentovany vpravo, na pozicii najmeyenpamneho bitu.
Dostavame takto novy vztah pre vyget j-teho stpcaM z j — 1:

M(-j) = (M(, ] —1) << 1[1&U(T[]])

Tu vyuZivame vztalP[i] = T[j] < U(T[j])[i] = 1.
Ak mje menej ako ttka registragasova zlozitost j@(n+ m+ g) operacii s registrami.

8.2 BNDM: Backward non-deterministic DAWG matching

Je to algoritmus na hlfadanie jednej vzorky v texte. Poudiitavy paralelizmus, preto je
vhodny pre kratke vzorky. Publikovali ho Navarro a Raffinabku 1998.

V kazdom kroku, ked’ médme zarovnanu vzorku na nejaké okno tegosunonn, hfadadme
najdlhSiea, ktoré je (vlastnym) sufixom tohto okna a prefixémPotom posunieme okno tak,
aby najdenéx boli zarovnané. Ako ale ndjdente? Ideme premennoy postupne od konca
okna, v kazdom kroku pridame na&atok a jeden znak. V kazdom kroku udrzujeme vSetky
vyskyty aktualneho sufixa v P — to su kandidati na najdlhSi mozny prefx Udrzujeme si
ich pomocou bitového vektoi, v ktorom je jednotka na Zaatocnej pozicii kazdého vyskytu
a.
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i d=p|o i¥3
J J
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p [2[p]o]ala|pfo]a]
B [ofsfofoJofi]o]o]
i=0;
while (i<=n-m){
j = m=-1;

last _j = m-1;
B = (1<<m)-1; //m krat 1
while (B>0 & j>=0){
B= (B> 1) &U[T[i+]]];
if(B& 1){ [// vyskyt podslova na zaciatku P?
if (j==0) print i; [/ vyskyt podslova dlzky m?
else last_j = j; [/ posunme posledny najdeny prefix
}
j—;
}

i += last_j; [//posunme sa na posledny najdeny prefix

PoleU obsahuje pre kazdy znak jeden bitovy retazec, ktory magédnna vyskytoch vo
vzorke, podobne ako v Shift-and algoritme. To sa préitiaos O(m) jednym prejdenim vzorky
s tym, Ze eSte pole ¥aseO( o) inicializujeme na nuly.

Najhorsi pripad j@©(mn+ o). Priemerny pripad)(n'ogT"m +m+o0).

9 Prehlad algoritmov

V tabulke[2 uvadzame prehlad vSetkych preberanych algmv na hfadanie vzorky v texte.

10 Dolny odhad zlozitosti vyhladavania vzorky v texte po-
rovnavanim

Uvazujme algoritmy, ktoré pristupuju k vzorke a textu lemypmrou porovnani znakov na rov-

nost. Takymto algoritmom je napriklad KMP, ale BM nim nie k&6li pravidlu zlého znaku.

Chceme dolny odhad Bt porovnani, ktoré kazdy takyto algoritmus musi v najbors
pripade urobit. Majme vzork&® = a™ a zatial neSpecifikovany text dizky n nad abecedou

33



Algoritmus | najhorSi pripad | priemerny pripad | porovnavanig Poznamka

trivialny O(nm) O(n+m) ano jednoduchy

Gusfield O(n+m) O(n+m) ano z4KI. predspracovani
DKA O(n+om) O(n+om) nie real time

(K)MP O(n+m) O(n+m) ano

Aho Corasick| O((n+m)o+k) | O((n+m)o +Kk) ano/nie viac vzoriek

Boyer Moore | O(nm),O(n+m) | O(Z +m) nie

Shift-and O(n+m+o0) O(n+m+0) nie prem bitov v registri
BNDM O(nm+ o) o™ m+ g) | nie prem bitov v registri
Rabin-Karp | O(nm) O(n+mk) nie randomizovany

D

Tabulka 2: Prehlad prezentovanych algoritmov

{a,b}. Na tomto vstupe budeme simulovat algoritmus a na kaZzdévmamie na rovnost’ od-
povieme ano. Stasne si zostavime graf, v ktorom vrcholy budu jednotlivakgntextuT a
jeden vrchol pre cely retazee. Mame tedan+ 1 vrcholov.

Kazda otazka spoji dva vrcholy, na ktoré sme sa pytali, raRo menej akm otdzkach
nadm zostanu aspodva komponenty savislosti. Ak teda algoritmus spravi meke n po-

rovnani, vieme zostrojit dva retazck, ktoré sedia so vSetkymi otazkami, ale davaju rézne

odpovede, takze aspma jeden z nich by algoritmus zle odpovedal. Jeden z nithjea" a v
druhom dame na vSetky pozicie, ktoré su v tom istom komponenteRkona zvysné pozicie
dameb.

Veta 2. Kazdy algoritmus, ktory pristupuje k retazcoma T len pomocou porovnani na rov-
nost pre kazdé am < n potrebuje v najhorSom aspo porovnani a pracuje tedacaseQ(n).

Cole a kol. 1995 pre vzorkB = abadokazali lepi dolny odhagh —

11 Hladanie vzorky v komprimovanom texte

Pri velkych suboroch ich chceme drzat v komprimovanonveta vyhladavat v nich vzorku
bez toho, aby ich bolo nutné dekomprimovat'. Akteraz oznéime velkost komprimovaného
vstupu,u nekomprimovaného, chceme pokial mozno byt nezavislyupalealneO(n+ m).
Dizka vzorkym sa meria v nekomprimovanom stave.

11.1 Run length encoding, RLE

e Zapisk po sebe iducich képii znaka ako ak. Dobré kédovanie napr. na binarne bit-
mapy,casto vésie oblasti bielej alebbiernej. Text komprimovanejlzky n ma teda tvar
t‘fl, th, kdek > 1 at; # ti 1. Nezaujima nas teraz pet bitov textu, ale p&et run-ov.

e Jednoduché idea vyhradavania: povaZujeafiga znak(a, k) v 3pecilnej abecede (ne-
kone&nej velkosti), zakodujeme tak aj vzorku a pouzime KMP aigous.

e Problem so zéatkom a koncom vzorky. Nech vzorkadaa v RLE znakom(a,k) a
konCi (b,¢), pricom predpokladajme, Z&+# b. Potom vo vzorke aj texte vietky znaky
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Text: aabbaabbabcccccc
Komprimovany text: 1, 1, 2, 2,4, 6,5, 3,11, 12

Obr. 16: Priklad LZW kompresie a vzniknutého lexikografteaéstromu

(a,j) prej > knahradime dvojicou znakde, j —Kk)(a,k) a podobne znakib, j) prej >
¢ nahradime dvojicob, ¢)(b, j — ¢). Teraz uz mézeme naozaj pouzit KMP algoritmus.

e CviCenie:Co so vzorkami, ktoré Zanaju aj kortia na rovnaké pismeno?

A MY

e Zlozitost O(n+m), komprimovany text mozéitat' a spracovavat po znakoch. Zlozitost
zostavaD(n + m) dokonca aj akn by bola komprimovanaldka vzorky.

11.2 LZW kompresia (Lempel-Ziv—Welch 1984)

Pouzivana vo forméate GIF, v minulosti popularna na UNIXe, mkla aj problémy kvéli pa-
tentovanému algoritmu.

Algoritmus kompresi€ita text a postupne buduje lexikograficky strom. Vrchotgisiu su
Cislované. Na zdatku zostavime strom, v ktorom karenacislo O a list pre kazdy znak abe-
cedy sCislami 1 .. 0. Predpokladajme teraz, Zze sme uz zakodovaltdicast' textu a vytvorili
tym nejaky v&Si strom. Podla zdatku doteraz nezakévaého textu algoritmus polje po
strome kym sa d&, potom do komprimovaného suboru vyg&e vrchola, v ktorom skail.
Pozrie sa na d'alSie pismeno textu a prida ho ako diet'a aie¢hé vrcholu (toto pismeno vSak
zatial zostava nekomprimované). Potom sa vrati do kara opakuje. Priklad sa nachadza na
obrazkU 16. Akan budeme ozn@ovat pdet vypisanycitisel vrcholov.

CviCenie: aky dlhy bude zapis peg?

Dekompresia: vytvarame ten isty strom, ako pri kompreséctN komprimovany text je
2,...,Zn_1. Na z&iatku z&neme strom s prvkami abecedy. Pogdtani Cisla vrcholaz zo
vstupu vypiSeme retazec pre tento vrchol stromu. Pozriesmea d'alSi€isloz 1 zo vstupu a
prvy znak z retazca pre tento vrchol stromu pridame ako naefiol pod vrcholz. M6ze sa
ale stat, ze vrchat;, 1 eSte v strome nie je, prave ho ideme pridat. Vtedy pouzijpmg znak
slova pre vrchot;, ktory bude st@iasne aj prvym znakom pee, 1. Ak by sme chceli tento strom
iba vytvarat a nevypisovat dekomprimovany text, da sa taseO(n) (v kazdom vrchole si
potrebujeme pamatat' aj prvé pismeno slova pre tento text).

Na vyhladavanie vzorky v komprimovanom texte si ukazemeuidlgoritmu od autorov
Amir, Benson, Farach 1994, ktory funguj&aseO(n+nr), aj ked' v nasej verzii sko®(n+
m?). NavySe budeme hradat iba prvy vyskyt vzorky. Predpoliiawé konstantnl abecedu a
budeme simulovatto by robil deterministicky kortany automat na dekomprimovanom texte,
ale chceme vzdy v konStantofase spracovat' cely Usek textu reprezentovany jedgigiom
vrchola zo vstupu. Po éanicCisla vrcholazg chceme v konstantnom stave zistit, v akom
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stave bude DKA na konci textu reprezentovanom tymto vramolBripom&me si, ze tento
stav zodpoveda najdlhSiemu sufixu textu, ktory je prefixowrky P. SU dva pripady:

e Tento sufix je cely vo vnutri retazca reprezentovaného elam z,. Pre kazdy vrchol
lexikografického stromu teda chceme vediet, aky najdlafikgeho slova je prefixom
vzorky. Tato hodnotu si budem ukladat priamo vo vrchole atéame ju lahko pri
vytvarani vrcholu aplikovanim jedného kroku DKA na stav kgeodicovi.

e Tento sufix obsahuje cely retazec reprezentovany vrchapemnavySe zasahuje aj do
textu reprezentovanél®...z;_1. To znamena, Ze vrchal reprezentuje nejaky podre-
tazecP][]..k] vzorky P. Takych vrcholov je v strom@(n¥). Nech stav DKA po préitani
Z4—1 bol i, teda zodpoveda prefiXe[0..i — 1]. Predpg@itame si vopred tabulku velkosti
O(m?), ktora pre kazdé, j a k vrati najdihsi sufix vP[0..i — 1]P[j..K], ktory je prefi-
xom P. Indexy j ak budeme mat uloZené vo vrchole a gftame ich hoci aj trivialnym
vyhladavanim WP, ale len pre vrcholy, kde rodibol podretazconfe.

Ak po niektoromCisle dostaneme hodnotu stamunasli sme vyskyt. MézZe sa vSak stat, Zze
DKA by nadobudol stavn niekde uprostred Useku reprezentovaného jedcighom a vypaet
tychto stavov sme preski. Prvy vyskyt vzorky nikdy nebude cely vo vnutri isekupre-
zentovaného jednyraislom, lebo taCislo zodpoveda retazcu, ktory sme uz museli predtym
najst v texte. Ted&]i..m— 1] bude na zéiatku Useku kédovanéhimslomz, aP[0..i — 1] bude
v predchadzajucich usekoch. Pritom stav pcatfiemizg_; musi byt nejakéj > i. Pre kazdy
vrchol reprezentujuci slova si paméatame aj idku najdihSieho prefixw, ktory je sufixom
vzorky. Toto si tiez skopirujeme z raii a zmenime len ak celge sufixom,Co sa stane ibm
krat v niektorych 20(m?) vrcholoch, ktoré st podslovarRi Ak teda cez hranicu medzi_1
a zq ide vyskyt vzorky, musi sa nachadzat’ vo vniRiD..i — 1]P[k..m— 1]. Pre kazdé ak si
predp&itame Ci tento retazec vzorku obsahuje a ak ano, tak kde.

12 Regularne vyrazy

Aj ked' by mali byt Citatelovi tychto pozndmok regularne vyrazy doéverne zaanmezaskodi
pripomenut’ si ich definiciu.

Definicia 2. Regularny vyraz definujeme rekurzivne takto:
e ¢ jeregularny vyraz generujuci prazdny jazyle) = {&}
e Ak ac %, tak potom jearegularny vyraz generujici jazyla) = {a}

e Ak R; aRy su regularne vyrazy aj

— (Ry) ageneruje jazyk((R1)) = L(R1)

— (R1.R2) a generuje jazyk ((R1.R2)) = L(R1).L(Ro)

~ (Ri|Re) a generuje jazyk((Ra|Rz)) = L(Ry) UL(Ry)
~ (R}) ageneruje jazyk((Ri)*) = L(Ry)* = UZoL(Ry)'
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Regularne vyrazy najdu Siroké uplatnenie v kazdodennowt&iWNapriklad regularnym
vyrazom [0-9] [0-9]1 [0-9] [0-9]1[0-9] mbZeme overovat slovenské poStové smerovacie
Cisla. Regularne vyrazy pouziva aj unixovy progrgnep. Taktiez si mézeme vSimnut, ze
regularne vyrazy generuju prave mnozinu regularnych jazykvnako ako napriklad kogeé
automaty alebo regularne gramatiky.

Priklad: Majme reguléarny vyraa(((a.b)|(cd))*) ktory po vynechani zatvoriek mézeme za-
pisat akoa(ablcd)*. Tento regularny vyraz generuje jazyk
L(R) = {a,aab acd aababaabcd acdabhacdcd.. .} )

Pri vyhladavani regularnych vyrazov dostaneme na vstdapTtallzky n a regularny vyraz
R dizky m. Nagou tlohou bude najst vetky vyskyty slov z jazyk®).

12.1 Thompsonov algoritmus (1968)

Pri spracovavani regularnych vyrazov by nam mohla pristdvlj SikovnejSia reprezentacia
regularneho vyrazu ako len otgjny retazec. Jednou z takychto reprezentacii je aj tavse
tree:

e Listami stromu su prvky abecedyalebo prazdne slove.

¢ Vnudtornymi uzlami stromu su reprezentované operatarys dvoma synmi a operater
s jedinym synom.

a(ablcd)*

a b c d

Obr. 17: Strom regularneho vyrazu

Ulohou Thompsonovho algoritmu je z regularneho vyrRza pomoci vy$sie popisaného
stromu skonStruovat nedeterministicky k@ng automat akceptujuci rovnaky jazyk ako
Tento automat si z parsovacieho stromu zostrojime jedradsmerom zdola nahor nasledu-
jucim rekurzivnym postupom:

e Pre jednotlivé uzly budeme konsStruovat automaty s jedngiigiacnym a akcepianym
stavom.
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Automat pres bude mat pg@iatacny a akceptény stav, spojené budu epsilénovym pre-
chodom.

Automat prea bude mat’ p@iatatny a akceptény stav, spojené budu prechodom na znak
a.

Automat pre konkatenaciu vyrobime z jednoduchSich autovrtak, Ze spojime akcep-
tatny stav prvého s giatacnym stavom druhého automatu.

Automat pre zjednotenie vytvorime tak, Ze najprv vytvorimogy pciatatny a akcep-
taCny stav. Z p@iatacného stavu urobime prechody do péiatacnych stavov jedno-
duchsich automatov. Z akceptg/ch stavov jednoduchSich automatov povedieme d'alSie
prechody n& do nového akceptaého stavu.

Automat pre iteraciu zostrojime tak, ze novyCmiocny a akceptény stav prepojime
prechodom na& alebo viacerymi prechodmi cez jednoduchs$i automat.

Do pctiatatného stavu vysledného automatu nakoniec pridaniisiona kazdé pismeno
abecedy, aby sme mohli @rigat’ fubovolne dlhy nezaujimavy usek textu pred vysyt
regularneho vyrazu.

Obr. 18: llustracia rekurzivneho spéajania automatov pilegdivé operatory regularneho vy-

Takouto konsStrukciou vieme zostrojit nedeterministickijtaanat, ktory bude mat pren

uzlov parsovacieho stromu najviamatavov a 4n prechodov. Vieme totiz zaéit, ze kazdy
stav méa najviac dve vstupné a dve vystupné hrany.
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Zostrojenie parsovacieho stromu ndm zaberie najian) Casu. Vysledny automat vieme
simulovat v€aseO(mn) Thompsonovym algoritmom. V bitovom pdlisi budeme paméa€isla
dosiahnutelnych stavov a postupne ich biggd’ o d'alSie.

B[O] = 1; B[1..k—1]=(0,0,...);
epsilon (B);
for (int i=0; i<n; i++) {
B2[0..k-1] = 0;
foreach transition a>b labeled T[i] {
if (B[a]==1) { B2[b]=1; }
}
B=B2;
epsilon(B);
if (B[k—1]) { print occurrence ending at i }
}
void epsilon(B) {

for (int i=0; i<k; i++) {
if (B[i]) { search(B,i); }
}
}
void search(B,i) {

foreach epsilon transition —>j {
it (! Bl {
B[j]=1; search(B,));
}
}

}

CviCenie: Thompsonov algoritmus najde konce vyskytov, akorbg sasli zaiatky, pri-

R

12.2 Iné pristupy

Pre vyhladavanie regularnych vyrazov vieme pouZzit aj meobmeny predchadzajaceho al-
goritmu. MéZeme sa ¢aseO(nm?2"a) pokusit zostrojit deterministicky kod@y automat s
exponencialnym p&tom stavov, ktory ale bude pracovattaseO(n). Inym pristupom by bolo
vytvorit viacero malych deterministicky automatov, kédsy sme prepojili do jedného velkého
automatu.

Vyhladavanie si tiez m6zeme zjednodusit filtrovanim vaaro ktorych vieme, Ze sa v
regularnom vyraze musia vyskytnut. Zrychlenie by sme mdbkiahnut’ pouZitim bitového
paralelizmu.

12.3 Vzorky so zolikmi

M®&Zu nastat situacie, ked nepotrebujeme presid’ uriektoré symboly podslova, ktoré chceme
najst, ale vystaime si s fTubovolnym znakom. Vytvorime si novy symbglktory bude zastu-
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povat lubovolny iny symbol z abecedy. Ide teda o Specialnu podtriedu regularnych vyrazov
(pozor, znaks uz neznamena Kleeneho uzaver ale Zolik).

Priklad: Regularnemu vyrazaa*b vyhovuju textyaaab, aabb,aacb,aadb atd'.
Na vyhladavanie takychto vyrazov si vieme fahko upratit/ialny algoritmus. Stéi roz-
Sirit podmienku, ktorou sme overovali rovnost' znakov rikjad takto:

if (P[j] == %> || P[j] == T[i, j]

Obdobne vieme upravit aj algoritmy BNDM a Shift-and.

Casova zloZitost upraveného trividineho algoritmu ost@&inm). Upraveny algoritmus
Shift-and bude pracovat &aseO(n+m+ o). Pomocou sufixovych stromov si neskér ukazeme
aj algoritmus pracujaci €aseO(kn), kdek je paCet hviezdEiek v regularnom vyraze. Teraz
sa vSak pozrieme ako sa da vyuzit rychla Fourierova transhgcia (Fast Fourier Transform -
FFT) na zkonStruovanie algoritmu pracujuceh@ageO(nlogm).

12.4 Vyuzitie Fast Fourier Transform na hladanie vzoriek

Fourierova transformécia sa hojne pouziva pri analyzeadiggidebo v oblasti ptitacového vi-
denia. Pomocou Fourierovej transformacie si vieme rolddity signal na jednotlivé zlozky.
Efektivny algoritmus na vypet Fourierovej transformécie sa v3ak d& pouzit na ndselpen
lyndmov. UkadZeme si, ako pomocou takéhoto nasobenia poigudyuzitim FFT dokazeme
vyhladavat regularne vyrazy v texte. Najprv sa vSak rapggajme,Co to vlastne nasobenie
polynémov je.

Nasobenie polyndmov. K danym polynomom
AX) = Z0-lax
B(x) = I 2b
chceme vypoitat polyném

Cx) = A(XB(X)
Cx) = = loukkde
~1
Ck = Z?:Oaj b
V pripade potreby si méZzeme nedefinované koeficienty polaiiné nule. Trivialnym
algoritmom vypditame siin polynémov vtaseO(n?), Fourierovou transformaciou to viak

zvlddaneme £aseO(nlogn). Uk&Zme si ale najprv, ako vyhladat vyskyt otgjnej textovej
vzorky vyrazu pomocou hasobenia polynémov.

Hladanie vzorky v texte. Pozrime sa na znaky nasSej abecedy na chvilu akoisia. Nas
text tak bude nad abeced@u= {1,...,m+ 1}. Pre kazdé = 0O,...n— msi vypcCitajme vyraz

a = Iy(Pl]-Tli+i)?
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T 1 | |
PL_| |
P[jl = TIi + j]

Obr. 19: Reprezentacia hodnaty

Comu ale takyto vyraz zodpoveda? MdZeme si ho predstavditiiési onodnotenie zarovnania
textu a regularneho vyrazu@aajuceho na pozicii

Dalej si treba uvedomit, Ze jednotlivleny sumy st rovné nule prave vtedy, ked' nastava
zhoda na prislusnom pismene textu a vzorky. Cela suma bdaedena nule, ak nastala zhoda
na vSetkych poziciach vzorky a prehladavaného textu. Ktfimzaverom d6jdeme, ak si tato
sumu rozpiseme.

a = (Pl -Tli+i)?
= PP =28 P T+ 1] + 2 Tl + 2

Mézeme si vSimnuat, Ze prvglen siEtu nezavisi na pozicii vzorky v texte, preto sa da
predp@itat. Poslednu sumu si sice predftat nevieme, ale vieme ju ratat' rychlo pomocou
prefixovych sum.

6 — TATIR
i1 = 9i+T[i]2

A teda poslednglen si&tu je prea; rovny gi.m— gi. Ostava nam vypitat druhyClen. Tu
si pomdbzeme trikom a prehladavany text reverzneme. Vysledbude vyraz, ktory sa viac
podoba na nasobené polynémy spominané vysSie.

SUOPITI+i] = ZgPHITRn—1—i—j]
= IGPlITRk=1]

Tento vyraz uz vieme vypgitat pomocou FFT \taseO(nlogn) pre reverznuty text a po-
vodny vzor, t.j. preTR.P. Tlto Easov( zlozitost vSak vieme zlepsit pouzitim d'alSieliéu.
Vzorovy text si rozdelime d¢. okienok dzky 2m, pricom nasledujice okienka sa budu pre-
kryvat o m symbolov. VysSie nazii@nym vyp@tom najdeme vzory v jednotlivych okienkach
v CaseO(mlogm). Ked'Ze okienok jell, vyslednycas budeD(nlogm), ktory je ocCosi lepsi,
pretozem< n.

Tento algoritmus zrejme nebudeme chciet pouzit na nagebycajnej vzorky, pretoze
mame rychlejSie algoritmy. Je vSak velmi jednoducho motehy na vyhladavanie vzoriek
so zolikmi.
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Obr. 20: Rozdelenie prehladavaného textu.

VyuZitie Fourierovej transformacie na hladanie vzoriek sZolikmi. Ak si uvedomime, ze
zhodu na jednotlivych znakoch sme v predchadzajucom aigerrozoznavali tak, Ze jeden
Clen zlozitej sumy je nulovy, fahko vymyslime spGsob, akstovat rovnost na zolika. Pre
naSe potreby bude rozumné, ak si symbbudeme reprezentovat hodnotou 0. Vyslednud sumu
tak upravime nasledovne:

a = (P[] -Tli+i)Ti+ P[]
= EPLPTI+ ] — 22T g PLPT [+ )7+ 2 P T [ + )

Vyskyt zolikov povolime aj v textefo najde uplatnenie pri prehfadavni neupinych alebo
poSkodenych textov, pri ktorych si nemodzeme byt isty vgetkich symbolmi. Ak sa na danej
pozicii vyskytuje Zolik, tak potom prislusrglen sumy bude nulovy bez ohladu na hodnotu
toho druhého symbolu. Na pitanie tohto vyrazu pouZzijeme postupne tri FFT, konkrétae
si&iny polyndmovT 3P, T?P2 a T P2,

Ostava nam eSte objasnit, ako pomocou Fourierovej tramsfoie vynasobit dva poly-
némy.

Nasobenie polynobmov pomocou FFT. Pre lepSie pochopenie d’alSieho textu nam pomdoze,
ak si uvedomime, Ze polyndm mbzeme reprezentovat’ dvonmyndizspdsobmi, pomocou ko-
eficientov pri jednotlivychX, alebo podra aspon+ 1 bodov v rovind, ktorymi prechadza graf
daného polynomu. Medzi jednotlivymi reprezentaciami \a@gkonkrétny polynom prevadzat,
body v rovine jednoducho @ime tak, Ze ich do polyndmu dosadime. Opau transformaciou
je interpoléacia.

Reprezenticia pomocou bodov v rovine je pre nas vyhodnépeimocou nej vieme poly-
nomy nasobit’ vel'mi jednoducho. Vezmime si ted@odov prislichajucich polyné

(X07y0)’ (X17y1)7 K] (men)
yi =A%)

Cez tieto body prechadza prave jedna krivka Baumenej aka. S(Ein dvoch polynémov
si takto vieme zratat' po bodoch. Jednoducho si Wfaamen bodov pre polynénB v rovna-
kych suradniciachx ako pre polynémA. Hodnotyy; pre s&in polynédmovA(x)B(x) ziskame
sttinom hodndy; pre jednotlivé polynomy.

kden je stupé polynému
2n musi byt dost verké, aby sa dozmestil aj stupk s(Einu polynémov.
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Obr. 21: Vizualizacia 6smych odmocnin komplexnej jednotky

Stupeé polyndmov s ktorymi péitame je vSak prilis maly, preto ho zvyéilBeﬂan take,
aby sa dé zmestil aj vysledny stin. Dalej je potrebné, aby tento stupbkola mocnina dvojky.

Hodnotyy; pre dané polynémy vieme &it v O(n?) tase pomocou Hornerovej schémy
(O(n) Cas na kazdg). Transformacia v ogaom smere, t.j. ako z mnoziny bodo\Citrkoefi-
cienty polyndmu, ktory cez ne prechadza by sa dala rieStastiu rovnic, kedy by nam kazdy
par (x;,yi) prispel jednou rovnicou. V oboch pripadoch je vSak ryclitej§eSenim pouZitie
Fourierovej transformacie.

Z tedrie Fourierovej transformacie vyplyva, Ze jej vgpam pre dany vektor koeficien-
tov polynému moézeme vyhodnotit' polynémrvréznychn-tych komplexnych odmocninach
jednotky. Nasleduje jednoduché nasobenie po spravanyaldrsgiach a spatny prevod do re-
prezentacie pomocou koefecientov vyuzitim inverznej levavej transformacie.

Potrebné komplexné odmocniny vyitame pomocou nasledujuceho vzorca.

- 2 . .21
W = ez’“:cosF—HsmF

Nasobenie na jednotkovej kruznici v komplexnej rovine saéep ako Sitanie uhlov, pri-
pomina tedagtovanie modula: o, e = e ™9M,

Pomocou tzv. rychlej Fourierovej transformacie (Fast Fdrransform - FFT) vypoitame
hodnoty polynédmu v komplexnych odmocninach metédou rdzjobbanuﬂ Koeficienty po-
lyndmuA si rozdelime do dvoch skupin podla tolt su pri parnej alebo neparnej mocnixe
a ziskame tak dva polynonfy a A;.

X xt x2 L o xvzlro o el
A a a a ... 8nj2-1 --- @an-1
Al ag a a ... ap2
A a; a3 ag ... an—-1

Pre takto rozdeleny polyndm plai{x) = A1 (x?) +XAp(x?)

Vyuzitim vztahu w? = wr‘]/z platného pre komplexné odmocniny zratame vyslednud hod-
notu pomocou vysledkov dosiahnutych v rekurzivnom krokadibty pre mocninyqu uz
pozname prg < 3 —1. Ak je j > § —1, vyuZileme modularnost nasobenia na kruhu:

-2 _ i-n/2

n/2

I 2,50-n/2
Ol)n/z_o‘)n/zo‘)n/z _1wn/2

3Pre vysoké mocniny nastavime nulové koeficienty
4Prave rozdel'ovacia faza tohto pristupu spdsobi, Ze pajeete polyndm, ktorého stupge mocnina dvojky
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Teraz uz m6zZeme smelo pisat program na \Ggid-FT.

complex FFT(A,n) {
if n=1, return (A[O0]);
Al = A[0,2,4,...,n-2]; Y1l = FFT(Al);
A2 = A[1,3,5,...,n-1]; Y2 = FFT(A2);
omega = cos(2pi/n) + ix sin(2xpi/n);
X = 1;
for (int j=0; j<n/2; j++) {
Y[j1 = YI[J] + x=Y2[j];
Y[j+n/2] = Y1[j] — xxY2[]];
X = omegax;
}
return Y,
}

Tento vyp@et bude pracovat ¢ase utenom rekurenciod (n) = 2T (n/2) + O(1) teda v
caseO(nlogn).
Celkové nasobenie polynémov zostavime postupom:

e najdin = 2¢také, ZeA(x)B(x) ma stup@ < n

pridaj nulové koeficienty, abg a B mali dizku n

spcf:l’tajA(wA) prej=0...n—1 pomocou FFT

sSpcitaj B(wn) prej=0...n—1 pomocou FFT

sp&itajC () = A( ') (w,%) pre vietkyj v O(n)

preved'C(x) spat na koeficienty pomocou FFT

Zostava vysvetlit spétny prevod polyn(’)mu na koeficient9DO, len kratke poznamky:

Given values of/j = A(wh 1) for j =0...n—1, computeA with degree< n. CoefficientaJ
(1/n) 3= OYK% ki (without proof). Compare with original FFT computiyg = 5~ Oakwn
Use FFT-like algorithm, us¥ asA, usew; ! instead ofawy,, multiply result by ¥/n.

125 TO DO

Spatny prevod na koeficienty pri FFT. Trochu podrobnejSgveylit rozdeluj a panuj algorit-
mus pre FFT.

13 Lexikografické stromy

Na jednej z predchadzajucich prednasok sme si uz spomiatdva Struktaru trie. Trie je
strom, ktorého kazda hrana je ozeaa znakom z abecedy pricom hrany z jedného vrchola
su ozn&ené roznymi znakmi. Slovo zodpovedajuce vrcholu dostanenkatenaciou znakov
na ceste z kor@a. Vrcholy zodpovedaju prefixom slov zo vstupnej mno8nys, .... Ak vrchol
zodpoved& ozn&ime ho indexon (tak ako na obrazka. 1).
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Obr. 22: Trie pre{femama mamumamaemu

13.1 Ulohy

JeQv{S,...,.S}? Predpokladdme, Ze mame trie. Postupne prechadzame pchemdze
nastat’:

e MiniemeQ a skortime v akcepténom vrchole=- vratime "ano".
e MiniemeQ a skortime v neakceptamom vrchole=- vratime "nie".

¢ NeminiemeQ a nemame sa kam posunsgt vratime "nie”.

Zlozitost je zjavneO(m), kdem= |Q|.

Pridanie novéhoQ

e MiniemeQ a skortime v akcepténom vrchole=- nerobime i, ked'Zze dané slovo uz v
trie je.

e MiniemeQ a skortime v neakceptanom vrchole=- ozn&ime vrchol ako akceptay.
e NeminiemeQ a nemame sa kam posungt priddme hrany pre zvySok slova.

Zlozitost je znovaO(m).
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Zmazanie Q z existujuceho trie  Najdeme vrchol zodpovedajuQ:

e Ak je list, tak mazeme cestu ku kame az kym nedojdeme po vrchol, ktory je akcejpta
(okrem seba samého) alebo rozvetvenie.

e Ak nie je list tak odznéime, Ze je akceptay.

Zlozitost je taktieZO(m).

Vieme teda spravit operacie search, insert a delete. Tekpa trie mdzeme pozerat ako na
slovnikovu Strukturu. Keby sme mali napr. vyvazeny vyhdaaci strom, tak by povedzme in-
sert trvalO(mlog(z)), zatial Co v trie to jeO(m) (pokial predpokladame malu resp. konStantne
velku abecedu).

Aby sme trochu zjednodusili algoritmy pracujice s triedpme za kazdé slovo v mnozine
Specialny symbol $, ktory sa nenachadza. Budujeme teda trie pre retaz&$, ..., S$, ako
je nazn&ené na obrazKu 23. Po takejto Uprave kazdému slovu z mnpddpoveda jeden list
v strome.

a u $ m

/ /
\/\\

Obr. 23: Trie pre{emab, mab, mamup, mamab, emib}.

13.2 Priklady pouzitia lexikografického stromu

Trie m6Zeme pouzit na rieSenie roznych Uloh s mnozinanvi siko napriklad:

e Spellchecking: zostavime trie pre slova v slovniku, hla@aslova v kontrolovanom
texte.
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e Ratanie frekvencii vyskytu jednotlivych slov v texte - kuzkému listu pridame pi-
tadlo; zloZitost' jeO(n).

e Hladame najdlhSie slovo, ktoré je prefixom agpmivoch retazcov &, ..., S,. Najdeme
najhlbsi vrchol, ktory ma pod sebou agpdva listy.

e Pokial by sme chceli hfadat najdlhSie slovo, ktoré je gtaom aspi dvoch retazcov
zS,...,Stak nato satrie prilis nehodi, pretoZe vrcholy zodpovegdegfixom. Skusime
to vyrieSit' rozSirenim trie a to tak, Ze vybudujeme trie th§eh sufixov. Tym padom
vrcholy budd zodpovedat' prefixom sufixov sloeg, ..., S, a to s prave podslova. A na
takto skonStruovanom trie hfadame najhlbSi vrchol, ktod pod sebou aspalva listy,
ktore st z dvoch roznych slov (t. nie sufixy toho istého sjokaoblém ale je, ze velkost
takejto trie a tym padom aj zloZitost jej konstrukcieQ¢sZ , |S|?), pretoze sbet dZzok
sufixov slova t¢ky mje ©(m?). Aby sme sa vyhli takejto kvadratickej zloZitosti, budeme
namiesto lexikografickych stromov pouZzivat' sufixové styom

$
b
S a

14 Sufixové stromy

5
P

Obr. 24: Lexikograficky strom so vSetkymi sufixae@balt$

Sufixovy strom dostaneme z lexikografickeho stromu tak, heatime kazdu postupnost
k vrcholov bez vetvenia jednou hranou, ktoru oZimae prislusSnym retazcomlzky k. Napr.
pre S= aababdostavame lexikograficky strom sufixov ako na obrdzku 24 x®wji strom
ako na obrazk{i 25 hore. Aby sme vSak naozaj usetrili paméitiudeme si pamatat samotne
retazce dzky k, ale len suradnice tohto retazca v sid&@br.[25, strom dole).

47



Teda v sufixovom strome su hrany ozeaé retazcami. Retazce pre hrany z jedného vr-
chola z&inaju r6znymi pismenami. Kazdy list zodpoveda jednémws 8% a naopak. Kaz-
dému vrcholu zodpovedéa podslo8®, ale nie nutne naopak (kvdli skompaktneniu).

Obr. 25: Skompaktneny sufixovy strom mabal$ a pod nim dany strom so suradnicami na-
miesto retazcov na hranach.

Kol'ko mé vrcholov sufixovy strom? Nec$| = m. Potom sufixovy strom mén+ 1 listov,
jeden pre kazdy sufix. Potom vnatornych vrcholov je najviam, lebo kazdy ma aspodve
deti. Spolu mame ted@(m) vrcholov. V kazdom vrchole si paméatame smerniky do detk (pri
padne na roda), tedaD(1) smernikov (ked predpokladame konStantni abecedu), Xyndie
Sa v listoch este&islo sufixu (listyCislujeme od najdihSieho sufixu ktory reprezentuju, napr.
pre strom na obr. 4 je list pri hraradal$ ozna&eny 1, list do ktorého ide hrana $ z kbeeozna-
ceny 6, atd'.). Spolu ted@(log(m)) bitov v kazdom vrchole respektiv&1) registrov. Pre cely
strom to tvoriO(mlog(m)) bitov & O(m) registrov.Cas na zostrojenie sufixového stromu je pri
trivialnej implementacii ab(m?) ale pri pouziti par ,trikov” sa dostaneme@®(m), pricom
takyto algoritmus je opisany v poznamkach nasledujucejnzgky.

14.1 ZovSeobecnené sufixové stromy pre retaz&, S, ...,S

ZovSeobecneny sufixovy strom vytvorime tak, Ze vSetky ze€aukorfime znakom $, teda
dostanen$;$, $$, ..., S$ (obr. 5). Potrebujeme si pamatat’ v kazdej hrane okremxioapod-
slova aj z ktorého retazca dany sufix je a v kazdom liste apaaz prisluSnych retazcov
(ked'Zze mbze byt dany sufix pre viac retazcov).
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Obr. 26: ZovSeobecneny sufixovy strom pabah, bbab a pod nim skompaktneny zovSeobec-
neny sufixovy strom s indexami pre tie isté vstupy

14.2 Priklady pouzitia sufixovych stromov

Znovu ich je viacero, napriklad online vyhladavanie vesirv statickom texte. Mame tet

a postupne prichadzaju vzorly, P, . ... Ulohou je najst pre kazdd vzorku vyskyty. Doteraz
sme to vedeli len cez KMP algoritmus(iR | + |T|) pre kazdd vzorkdr. Pomocou sufixovych
stromov to zvladneme ©O(|R| + k), kdek je pcet vyskytov (poO(|T|) predspracovani na
vybudovanie stromu). Pre vzorlRisledujeme cestu z kaiea, az kym:

e neminiemeR, a neda sa pokéavat (mb6ze sa stat’ aj uprostred hrary)nema vyskyt

e miniemeR a skortime vo vrcholev. Potom potrebujeme vypisat’ indexy sufixov vSet-
kych listov v podstrome. ZloZitost prezretia podstromu ©(k), kdek je pcCet vysky-
tov.

e minieme vzorku a skatime uprostred hrany. Postupuje rovnako ako v predchactaaju
pripade pre spodny vrchol hrany na ktorej sme gkon

Iny priklad pouzitia je najdihSie podslovo, ktoré sarwyskytuje aspn dvakrat. Tento
zodpoveda nejakému vrcholu (Ba®). Zaujima nas ret azcoviélla vrchola,to je dzka zod-
povedajuceho retazca pre dany vrchol. H'adame vnutomepel s maximalnou retazcovou
hibkou.

Vratme sa k naSmu moticaému prikladu, t.j. najst najdlhSie slovo, ktoré je padsim as-
pon dvoch retazcov &, ..., S,. Zostrojime si zovSeobecneny sufixovy strom pre tietozeéa
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a hladame najhlbsi vrchol, ktory ma pod sebou listy zodplayé@ce sufixom aspodvoch réz-
nych§.

Ako ho ngjdeme? Prehladavame strom od listov a pre kazdyolrsi paméatamegi ma
pod sebou sufixy jedného slova alebo viacerych. Ak iba jedngamatame si aj ktorého, aby
sme v rodtovi vedeli tiez rychlo vyhodnotit' tito podmienku. Celkmvieme priklad rieSit' v
linearnomcase pre konstantnu abecedu.

14.3 Hradanie maximalnych opakovani

UZ sme videli ako ngjst najdlhSie podslovo s vyskytom v dvodznych textoch. Ni& po-
dobné by sa nAm hodilo pri detekcii plagiatorstva, avSakgbotvali by sme hladat’ skor pri-
blizné nez presné zhody. Ako uvidime neskér, hfadanieligrigch zhéd je vypétovo né-
rocnejSie, preto pre zrychlenie méZeme chciet' n4jst’ asgacero fragmetov presnych zhéd.
Nasledujuci problém takyto ciel presnejSie formalizuje.

Maximalny péar vSje dvojica podsloHi..i+ k| aSj..j + k| taka, zeS[i..i+ k| = §j..] + K]
aSi—1]#9j—1aSi+k+1] # ] +k+i]. Inymi slovami, pred a za rovhakymi podslovami
st rozdielne znaky a teda sa rovnd@igét uz neda prd#it. Pre jednoduchost s predstavime
(resp. upravime) naS$, aby sa ndm nestalo ze vypadneme z retazca.

Priklad NechS= xabxabyabzMaximalny par jexabna poziciach 1 a 4b na poziciach 2
a 8 a taktieab na poziciach 5 a 8.

Maximalne opakovanie je retazec, ktorygastou maximalneho péaru. Pre predchadzajlucu
ukazku to jeab axah.

Chceme teraz pre retazec S njst vSetky maximalne opakavAaostavime sufixovy strom
pre S. Kazdé max. opakovanie zodpoveda nejakému vnutoraérhalu. Tym padom je naj-
viac n max. opakovani. Nect je list, ktory zodpoveda sufix8i..n]. Zavedieme si, Ze favy
znak listuv budel (v) = Si — 1]. Dalej povieme, Ze vrchol stromuije roznorody, ak v jeho pod-
strome su aspodva réznd (v). Potom tvrdime, Ze vnutorny vrchol zodpoveda maximalnemu
opakovaniu prave vtedy, ked’ je r6znorody. Jedna implikgeizjavna, pretoze ak vnutorny vr-
chol zodpoveda max. opakovaniu, tak z definicie sa vo vstugsiove vyskytuje dany retazec
aspa dvakrat a znaky nalavo od vyskytu sa odliSuju. Opaimplikaciu si ukazeme:

Majme retazeca zodpovedajuci roznorodému vnutornému vrcholu. Potomt@xisiva
znakyx ay také, Zexa, ya st podslové. Co nasleduje za v tychto vyskytoch? Mame dve
moznosti:

e rOznexapayar - a teda je to maximalny par

e rovnakéxap ayap. Z vrcholua vsak ide aj d'alSia hrana zenajlca na nejake # p.
Co ide predag? Znova mame dve moznosti:

— vzdy x (xaq) a teda manxaqg aya p
— aleboz # x (zaq) a z toho dostavarmaq axa p

Ako hladat' r6znorodé vrcholy? Prehfadavame strom otblsv post-orderi. V kazdom
vrchole si paméatame bud' jedinév) ak nie je réznorody, alebo Specialnu Zka ak je. Toto
sa lahko spaoita pre dany vrchol prezretim vSetkych deti.
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TakZe celkovo vieme vypisat vSetky maximalne opakovar@®w) case. Algoritmus sa da
d'alej rozSirit na detekciu opakovani, ktoré nie su pddetami inych, resp. na vypis maxi-
malnych dvojic.

14.4 Zhrnutie
e Sufixové stromy si kompaktna reprezentacia vSetkych sufettazca
e Daju sa zostrojit' v linearnoniase, ako uvidime na buducej prednaske

e Potrebuju vSak pomerne dost’ vela pamate na kazdy znakzezt,Co je problém pre
dihé retazce

e Pomocou nich vieme v linearnoéase odpovedat na mnohé zaujimave problémy o rov-
nosti podslov

15 UKkkonenov algoritmus na konstrukciu sufixovych stro-
mov

Algoritmov na konstruovanie sufixovych stromov je niekolkapriklad:

e Weiner 1973 (ktory Knuth nazval ,algoritmom roku '73")
e McCreigh 1976
e Ukkonen 1995

BlizSie si popiSeme Ukkonenov algoritmus. Najprv budemianat implicitny sufixovy
strom, bez koncového $ (v takomto strome niektoré sufixy nk@hdit' uprostred hrany). Nech
Ti je implicitny sufixovy strom pre51..i] (prvychi pismen retazc&). Budeme postupne vy-
tvarat 1; pre dlhSie a dihSie prefixy a pouzivame implicitny strom resto sufixového stromu,
lebo by nebolo efektivne po kazdom kroku (tj. 28énii) pridavat a uberat' $.

Samotny algoritmus vyzera nasledovne (pozi) = 1)):

zostav T(1)
for i = 2 to |IS]| + 1

// nazveme to "faza i" - prerob T(i-1) na T(i)
for j=1¢to i
// nazveme to "prediZenie j" - pridaj S[j..i] do stromu

najdi koniec cesty zodpovedajicej S[j..i-1];
pridaj k tejto ceste S[i] (%)

V kroku (*) mdzu nastat 4 pripady:

e pripadl - cesta kofi v liste, do ktorého ide hrana oatenda = pridaj S[i| k hrane do
listu, tj dostanem hrana Si]
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e pripad2a- skortime vo vnatornom vrchole a nedéa sa pakneat Si| = pridame dieta
k vrcholu s hranowgi] a index listu budg

e pripad2b - skortime uprostred hrany a neda sa d'alej pdkrat Si] = méame teda
hranua 3 a zaoa nem6zeme poktvat, tak rozsekneme hranu na diesti, kde prva
Cast ostane hrana za ktorou nasleduje vrchol s dvoma detmi - jeden s hrafoa
druhé dieta s indexon, kde hrana je ozrt@naS]i|

e pripad3 - cesta pre§i.. j] uz je v strome=- netreba robit' nt

Takato trivialna implementacia algoritmu rhasovd zlozitosto(n?), €o nie je prilis dobré.
ZlepSime to trikmi medzi ktoré patri odburavanie pochoddwv@o cestach a (rozumnym) pre-
skoCenim v&Siny pripadov 1 az 3.

15.1 Trik 1 - sufixové linky

Ak v je vrchol pre retazeaa (X € Z, a je retazec), sufixova link&(v) je vrchol pre retazec
a. Udrzujeme sB(v) pre vSetky vnutorné vrcholy.

Vytvorenie linky pre novo-vzniknuty vnutorny vrchol:  Nové vnutorné vrcholy vznikaju
iba v pripade 2b. NecHj..i] = xay (x,y € X). Pridali sme vrchol pre retazew. o je uz
v strome. Vrchol prexa ma aspa dve deti zainajuce nay,z Vo fazei — 1 strom obsahoval
xaz a teda apz (ked'Zze obsahuje kazdy sufix). Po rozSir¢ri 1 fazyi urCite bude existovat’
vnuatorny vrchol prex. V tom kroku tiez navstivime vrchol pre a dorobime linku za.

Otézka znie, ako ndm takéto sufixové linky pom6zu? V roz§ireme nasli pozicij..i].
V d'alSom kroku hfadamé&|j + 1..i]. Nadjdeme najblizSieho predi&j..i], ktory maS(v) (nech
to je §[j..K]) a cez jeho sufixovu linku sa dostanemeSjip+ 1..k] a zideme dole d§]j + 1..i]).
Sufixova linka je najneskor v praotcovi (prip. v koreni, pterl sufixova linka nie je defino-
vana, ale to ndm nevadi), pretoZe v strome je najviac jedé@toumy vrchol (okrem konéa),
ktory eSte nema sufixovu linku a méze to byt prave otec notamgného listu.

Lema: Ak hibka vrcholav je h, tak Hbka S(v) je aspdi h— 1.

Pozn.: V leme jeh— 1, pretoZe syn kore nemusi mat vzdy sufixovu linku na ,vedlajsi”
vrchol, ale aj do korea.

Zacneme Vv tbke 0. Dokopy vo fazeé stupame najviac orB(najviac dve stupania do praotca
a jedno cez linku (z lemy)). Na konci fazy skiime v Hbke 1. Hbku teda zvysime najviac
3n-+ 1-krét. Spolu teda prejdeme @jn) hranach resp. linkach.

15.2 Trik 2 - zrataj a preskoc

Sme v stave, Ze sme dokilh spracovaniexay a chceme spracovatly a na to potrebujeme
najst a. Vieme, Zea je uz niekde v strome. Trik je, Ze na kazdej hrane nari steontrolovat
len prvy znak a zvySok uz musi sediet, pretoze z kazdéhoolaamusia hrany Z&dnat' inym
znakom. Na kazdej hrane sa teda zdr@if). Spolu teda jedna faza tré& n) a cely algoritmus
tym padomO(n?). Stéle to v3ak nie je t@o chceme.
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koren

S[i+1..k]

S[i.jl - _Psw)
: 7 sli+1.04]

Obr. 27: Strom so sufixovymi linkami. PreruSovatiary zn&ia sufixové linky a bodkovana
predstavuje obe moznosti sufixovej linky.

15.3 Trik 3 - tri a dost’

Treti trik znamena uvedomit si, Ze ak sme v rozSireny faaypouzijeme pravidl@®, tak vo
zvySku fazyi uz budeme pouzivat uz len pravidB Inymi slovami, akSj..i] uz je v strome,
tak aj Sk..i] (prek > j, teda vSetky d'alSie sufixy) su tiezZ v strome. TakZe ked' goaitme
pouZzijeme pravidl@, tak skortime fazu.

15.4 Trik 4 - list zostane listom

Ak pre §j..i] vyrobime list (to m6Zeme pravidlofy 2aalebo2b), tak preSj..i + 1] pouzijeme
pravidlol na tento list. Nechj; je prvykrat, ked’ vo fazeé pouzijeme pravidla@.

j=1 Ji i

fazai pravidla 1 a 2 pravidlo 3

ji+1 i+1

fazai+ 1 pravidlo 1 pravidlda 1 a 2 pravidlo 3

Obr. 28: Pravidla pouzivané pas faz ai+ 1 s vyuzitim trikov 3 a 4
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V hranach do listov pouZzijeme Specialny index na koniearet (napriklad nekotro)
reprezentujuci aktualne Nasledne, vo faze+ 1 m6ézeme preskiit prvych ji — 1 rozSireni
(obrazok 3). Preskom len prvychji — 1, pretozej; uz je pravidlo3.

Po aplikovani vSetkych trikov vyzera fazaasledovne:

j=3-G-1);
while (j <= i) {
sprav roz8irenie j (podTa pdvodnych pravidiel);
ak sa pouZzilo pravidlo 3 {
Jj-1 =33
break;
}
}

Patet rozsireni je najviacr?v celom algoritmeCas na jedno rozsirenie (1) + pocho-
dovanie dole po hranach. Toto zlepSime tak, Ze si voifaapamétame posledny vrchol a tento
bude prvy vo fazé+ 1, takZze v prvom kroku netreba pochodovat'.

Kolko je teda moznych pochodovani? Spravime najviaa@zsSireni, pitom v kazdom
stipneme najviac o 3. Zmame v fbke 0 a po skodeni sme najviac w+ 1. Spolu teda
najviac -+ 1-krat klesneme (2« 3+ n+ 1) a tedaO(n).

16 NajnizSi spol@ny predok

Budeme sa zaoberat hladanim najnizSieho spaéiho predka (lowest common ancestor) dvoch

e

predkom vrcholow av.

Obr. 29: Strom v preorderdislovani

Na strome na obrazKu P9 vidiet nasledujuce prikléady

Ica(2,4) =

1
Ica(2,6) =0
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Ica(9,10) =9

Trivialnym algoritmom vieme néjstca pre fubovolné dva vrcholy WCaseO(n). St&i
sledovat' cestu od vrcholov do kadra a prvy vrchol, ktory je na oboch cestach sgolpbude
Ica.

Budeme sa zaoberat’ algoritmom, pomocou ktorého najdemere fubovolné dva vr-
choly v€aseO(1), pricom na predspracovanie budeme potreba@asdO(n). Takyto algoritmus
vymysleli Harel a Tarjan 1984, neskor zjednodusSili Schieb¥ishkin 1988 a my si ukazeme
eSte jednoduchSiu verziu podédanku Bender a Farach-Coulton (2000).

Prehfadajme strom doibky. V&imnime si prvy moment kedy objavime vrchol prvy
moment kedy objavime vrchel NajblizSieho spoléného predkai, v spozname jednoducho.
Je to najvySSie poloZeny vrchol spomedzi vrcholov, ktoré gnechadzali medzi objavenimm
av.

Pomocou tejto myslienky prevedieme Ulohu hladania nzfidiho spoldbného predka na
inU na prvy pohlad lahSiu ulohu.

Prehladajme nas strom ddbiiky. V kazdom kroku prehladavania si zapamatartikhb ak-
tualneho vrchol®(t) acislo aktualneho vrchoM(t). NavySe pre kazdy vrchol si zapaméatame
kedy sme ho prvy krat objavili (polg).

Najdenielca(u,v) bude vyzerat nasledovne. Zistime kedy boli objaveng ozn&me tieto
Casyty,ty (bunv. nechty < ty). Teraz najdeme takéz intervalu< ty,ty > aby D(t) bolo Co
najmensie. Potorfta(u,v) =V (t). VSimnime si, Ze polid,V majd dzku 2n—1, Co je stale
O(N).

Takto sme previedli tlohu hfadanie najblizSieho sgwliého predka na tlohu rychleho hla-
dania minima v Useku pola (range minimum query - RMQ).

Napriklad pre strom na obrazku]29 dostaneme polia:

i 0123456 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21343 5 3 1 06 7 6 8 6 0 910 9 O
21232 3 2 1 01 2 1 2 1 01 2 1 0
2 4 5 7 11 12 14 17 18

PO < =
o|lo o
Ny

Odpoved' v CaseO(1), predspracovanie vcaseO(NIgN): Zatnime najprv algoritmom,
ktory nam hfadanie minima v useku pola umozni v konStantriase, ale eSte nebude mat
optimalnyCas predspracovania a pouZziti pamat.

Majme pole A[1..N] v ktorom chceme rychlo vediet odpovedat na otazky typugehk
minimum zCiselA[i], Ali +1],...,A[j — 1]?

Pre kazdy prvok pola& a vSetky zmyslupln& si zapamatame nasledovné minima:

B[i] (K] = min(A[i], Ali +1],... Ali + 2~ 1])

Tychto hodn6t jeO(NIgN) a sp&itat’ ich vieme v rovnakoniase (treba pitat najprv pre
k =0, z nich potom pr& = 1, atd).

Odpoved na otazkumin(A[i],...,A[j —1]), potom vieme vypoitat' nasledovne:

1. Najdeme najvéiek také, ze B < j —i.
2. A potom plati:

min(A[i],...,Alj — 1)) = min(min(A[i],.. ., Ali + 2= 1]),min(A[j — 24],...,A[j — 1]))
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min(Ali],...,Alj — 1]) = min(B[i][K], B[] — 2[K])

Druhy krok vieme zjavne spravit v konStantaiase. Na to, aby sme v takonitase vedeli
spravit' aj prvy krok si potrebujeme prislusné hodn&tpredpd@itat’ (zaberie nam t@(N)
paméate a rovnako veléasu na predpitanie).

VylepSenie na predspracovanie YO(N) Nasekajme naSe pdvodné pole na useligadM.
Potom pri odpovedi na otdzku o minime v intervale, j) mozu nastat dva pripady: bud’ cely
interval leZi v tom istom Useku, alebo vieme hladany inéémozdelit na koniec Useku, kde
lezii, niekolko celych usekov a Zaatok Uuseku, kde lezi.

Uplne prvou vecou¢o mozeme spravit je pre kazdy Gsek &fiat minimum a tieto mi-
nima ulozit do nového pola'. Toto vieme spravit \aseO(N) a nové pole bude matlzku
O(N/M). V tomto poli budeme chciet opat hfadat minimum, pougine na to predspracova-
nie popisané v predchadzajucejti. Toto predspracovanie bude mat zlozZit@gtN/MIg(N/M)).
Ak M = O(lgN), tak toto predspracovanie ma zlozitost' linearnuhd

ESte ale treba vyriesSit hfadanie minima v Usekoch. Tu smrBme, Ze naSe pol® v
ktorom hfaddme minimé& ma jednu Specialnu viastnost’: jehsedné hodnoty sa liSia41
alebo—1.

ZapiSme si kazdy usek ako postupnast— (prvy znak mézeme odignorovat’) podla toho
ako sa dany prvok liSi od prechadzajuceho. Takto dostan@rkeliko typov Usekov (ak bude
M dostat@ne malé, tak typov Usekov bude menej akogiosSetkych Usekov). Pre kazdy typ a
kazdu dvojicu zéiatok, koniec predptitame poziciu minima (t& je jednoZive ucena len z
+,-).

Ako vhodna hodnotaM sa ukazujeM = 1IgN. V tomto pripade mame2?! = /N/2
rdznych tsekov. V kazdom z nich potrebujeme néjst odponatVl? = %Igz N otazok. To celé
je teda radov@d(v/N1Ig?N) hodnét a v rovnakordase vieme aj tieto hodnoty Sfitat.

Cely algoritmus sa da teda zhrnut nasledovne. Préitgoie:

1. Prehladaj strom doibky a popritom generuj poli¥,D,R.
2. Nasekaj pol® na tseky ttky M = 2 IgN.

3. Pre kazdy Usek zisti jeho minimum to uloz do pdba Nad pofomD predpd&itat’ pole
popisané v predoslépsti.

4. Pre kazdy Usek zisti jeho typ a pre kazdy typ preii@ap prisluSné odpovede.
Odpoved' na otazkica(u,v):

1. N4jdi v poliR prisludné hodnoty pre, v: t,, .

2. Zisti v ktorych usekoch su hodnaty; t.

3. Zisti prisludné minimum v prvom a poslednom Useku. Pomdétauktiry z predchadza-
jucej Casti zisti minimum z usekov medzi nimi.

4. Z tychto troch minim vyber najmenSie:

5. Odpoved jev(t).
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17 Vyuzitie najnizSieho spol@ného predka na vyhfadavanie
v texte

Na minulej prednaske sme ukézali, Ze hodrd®A(u,v) vieme p&itat v konStantnontase s
predspracovanin®(n). V sufixovych stromoch, kde mame listy pre suf8y..n] a§j..n], je
hodnotou CA(i, j) vrchol pre najdihSi spolmy prefixSi..n] aSjj..n|.

17.1 Hradanie palindrémov

Lca sa da vyuZzit' aj pri hfadani palindromov. Palindrém ¢¢azec, ktory sa odprediita rov-
nako ako odzadu, ted&= SX. Maximalny palindrém \8je podslovaS]i.. j], ktoré je palindrom
aSi—1] # §j+ 1], teda sa neda rozsirit.

VSetky maximalne palindromy pre nejaky sufixovy strom viendgst v CaseO(n). Vy-
tvorime zovSeobecneny sufixovy strom, kam vloZzi®a Sz. Budeme testovat' vSetky mozné
stredy palindrému. Zvlast budeme robit palindromy pgra@eparnej teky.

Nech mé palindrom nepérnﬂéﬁu, teda 3 + 1. Nech je stred na pozigiiPotom musi pla-
tit: S[i+1 ... i+j] = Sn-i+2 ... n - i +j + 1]. Chceme n4jst najdlhsi spalay prefix S[i+1 ... n]
aSn-i+2...n]. Sta&i zavolat’lca(s+1,S§_i+2). Index j je dZka retazca zodpovedajuceho
vrcholuv. Podobne budeme postupovat aj pre périik)dpalindrému.

17.2 Hradanie pribliznych vyskytov P v T v Hammingovej vzdialenosti

Dalej mdZzeme Ica vyuZit aj v stvislosti s Hammingovou vieliestou. Hammingova vzdia-
lenost dy (S1,S) medzi retazcamiS; a S rovnakej dzky je potet pozicii, takych Ze plati
Si[i] # Sfil.

UkaZeme ako pre darneé a P ndjst vSetkyi, pre ktoré platdy (T[i..i+m—1],P) <Kk, t..
namiesto presnych vyskytdv T hfadame priblizné vyskyty.

Pristup 1 Zostrojime sufixovy strom preé aT a potom pre kazdu poziciu v texte zistujeme,
Ci sa tam da najst priblizny vyskyt.
for(i =1; i<=n-m+ 1; i ++){
j=1;
err = 0;
while(j <= m){
q = dizka max. spolo&ného prefixu T[i + j - 1 .. n] a P[j .. m]
// nadjdeme pomocou lca
//P[j .. j+q-11=T[Hi+3j-1..1i+j+q-2]
if (j +q <=m{
err ++;
if (err > k){
break;
}
}
J

= j+q+1 //presunieme sa za chybu
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if (err <= k){
print 1i;
}
}

PretoZe chyb bude nanajviscelkova zloZitost tohto algoritmu bud@(nk).

Pristup 2 Tento pristup nema éispola@né s LCA. Hodi sa, ked mame vela vzoriek nad
malou abecedou. Zostavime si sufixovy strom lenlpriéotom budeme skimat vSetky retazce
P’ také, Zedy (P,P’) < k. Budeme zistovatfi P’ je podslovoT (sledujeme cestu v strome).
Prvy krok bezi v€ased'(n), posledny wased' (m) pre kazdéP'. Patet roznychP’ vyratame

nasledovne: mame najviae< k chyb, musime uvazovatpozicii chyb a na kazdej novy znak,

coje
5 (7)o,

¢o je najviac((mo)K). TakzZe celkova zloZitost j©(n+ mkt1aX). To je vyhodné, ak mame
vela vzoriek a mall abecedu. VyuZziva sa to napriklad aj inidsmatike, ked’ hfadame (napr.
v DNA) kusok, na ktory sa napr. viaze molekula rozpoznaayjircity motiv (vzorku), v ktorej
sa moOze vyskytovat chyba, tj. nechceme presny vyskyt. kbgat pre fTudsky geném mdzeme
mat n napr. radovo 1%) velkost abecedy je 4 a méZeme uvaZzovat vela vzorielpmeiiky
ccam= 10 sk = 2 chybami.

17.3 NajdlhSi podretazec viacerych retazcov

DalSiou aplikaciolLCA je zovdeobecneny sufixovy strom meetazcov{S,...,S;}. Ulohou
je vyratat hodnotuC(v) — paCet roznych retazco§ s listom v podstrome s kofemv. Ak
by sme tuto hodnotu vedeli zratat, vedeli by sme sa pyt&g j@ najdlhSie podslovo, ktoré
sa vyskytuje v kazdom ret'azci. (Pozrieme vSetky vrcholyadame najhlbsi taky, ktory ma
eSte hodnota.) M6Zeme sa tiez pytat, ake je najdlihSie podslovo, ktoreyskytuje v asp k
retazcoch.

Obr. 30: Priklad stromu s hodnota@j{v).
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Jednoduchy algoritmus. Ukazeme si najprv jednoduchsi sposob — v kazdom vrchole-si bu
deme pamatat zoznai§, potom hodnota&C(v) je dizka tohto zoznamu. Zmeme od listov,
ktorym priradime im prislichajici retazec. Problém je mtaZze Casova zloZitost je/'(nz),
lebo otcovi ratame zoznam ako zjednotenie zoznamov jehovsyareto pre velké& je tento
algoritmus neefektivny.

Rychlejsi algoritmus  Zostrojime algoritmus sasovou zlozitostow’(n) pomocou funkcie
LCA. Algoritmus najprv prejde strom dollikky a urobi zoznam listov v poradi, ako sa cez
nich prechadzalo. (t.j. graficky zlava doprava) RozhadZeintento zoznam nazoznamov
L1,...,Lz pricomL; obsahuje sufixy pre retazes.

Potom prejdeme cez kazdy zo zoznangwa sp@&itamelLCA pre kazdé dva prvky, ktoré
idd za sebou v tomto zozname. Tieto zoznamy maju dokdikuch, LCA vieme ratat v kon-
StatnomCase, takze zatial je cely algoritmus linearny. Navysersil@zdy vrchol poitame,
kol'kokrat bol ten vrchoLCA. (V premenneh(v).) Nechs(v) je stiEet hodndh(v) v podstrome
s koréiomv. Spcitame ich zdola hore v linearnogase, lebo

s(v) = Z s(w) +h(v).

wechild(v)

Spcitame taktiez v premennkjv) pocet listov v podstrome s kofemyv, Co mdzeme tiez
ratat’ zdola hore ako €@t pre vSetky deti, ptom listy maju hodnotu 1. Potom tvrdime, Ze
C(v) =I(v) —s(v) a vysledok dostanemed(n). Pr&o je hodnot&(v) takato?

v

listy
Obr. 31: Podstrom s koh@myv a listy, pre ktoré bude vysleddiCA v tomto podstrome.

Uvazujme vrcholv a retazecS. Nech saS v podstrome z komom v vyskytuje k-krat.
(Nechk listov patri kS.) Potom akk > 0, tak chceme tento retazec z&pat jeden krat. V
[(v) je zaratank-krat a vs(v) je zaratank — 1 krat. (Ked' sa pozrieme natie listy, tvoria nejaky
interval — st pokope ako na obraZku 31 a pre kazdé dva vedila z@/olamé. CA. Hodnota
s(v) udava p@et, korko krat vysledoK.CA “spadol” do tohto podstromu, a to je pre kazdu
dvojicu, ktora je vo vnutri, tk — 1 dvojic.) Preto je rozdidl(v) — s(v) rovny 1. Akk = 0, tak
ajl(v) =0, ajs(v) = 0. (Kazda dvojica je mimo podstromu, preto aj ich predok niysitiez
mimo podstromu.)

17.4 TODO: Vypisovanie dokumentov

Prelozit, spisat’ (S. Muthukrishnan, Efficient algoritefior document retrieval problems. SODA
2002: 657-666 )

We have arrayA precomputed for RMQ.
For giveni, j, xfind all indicesk € {i,..., ]} s.t. Ak < x.
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void small(i,j,x) {
if (j>i) return;

k = rmq(i,j);
if (a[k]<=x) {
print k;

small(i,k=1);
small(k+1,j);
}

}

cas vypoctu: O(p), kde p je pocet vypisanych indexov (kazdeajdenemu k zapocitaj dve

dcerske rekurzivne volania - celkovy pocet volani je naj\2a+1)
Preprocess textsS,, ..., S}

Query: which documents contain pattétp

We can doO(m+ k) wherek =number of occurrences &f

WantO(m+ p) wherep =number of documents containify
Array of leaved. in DFS order

For leafL[i] let Afi] be the index of previous leaf from the sage
Occurrences oP: subtree of corresponding to intervalj] in L

Find allk € [i,..., j] that haveA[k] < i
Running time? Preprocessing?

18 Sufixové polia

Sufixové polia su jednoduchSia Struktira podobna sufixowyomsem. Problém pri sufixovych
stromoch je pamatova natnost' na ich ulozenie. V pgotaCi vieme ulozit' n znakovy retazec
nad binarnou abecedou v pamati velkastBB. Sufixovy strom pre tento retazec pri priamo-
Ciarej implementacii potrebuje pre kazdyz-21 vrcholov dva indexy do retazca, pam vo
vnutornych vrcholoch navySe potrebujeme smerniky na dtieadelistoch index zéiatku su-
fixu, €o je T Eisel alebo smernikov. Na 32-bitovomgitati potrebujeme pamat 28. Casto
si vSak ukladame vo vrcholoch aj d'alSie informacie, ndpdksmernik na roda, retazcovu
hibku, sufixovt linku a podobne.

Definicia 3. Sufixové pole retazc8&je pole vSetkych sufixov retazca v lexikografickom uspo-
riadani.

Priklad 5. V lexikografickom usporiadamhab < mama < mamw. Znak $ budeme pouvazo-
vat za prvy v abecede. Sufixové pole [8e- mama(ozn&ujemeSA) je poleSA= (5,4,2,3,1).
Tieto Cisla zodpovedaju retazcom &, améab, mab, mama a su to indexy z&atku prislus-
ného podretazca.

Vidime, Ze na uloZenie sufixového pola potrebujeme podstatenej paméate, ako na ulo-
Zenie sufixového stromu.

18.1 Vyhladavanie vzorky v sufixovom poli

Ak mame sufixové pole pre retazég hfadame vyskyty vzorkyP v T.
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Algoritmus 1. Ked'Ze je toto pole usporiadané, mézeme pouzit binarnéagavanie. Hla-
dame teda Usek v poli ddpo j, pre ktory vSetky sufixysAli]...SAj] zeCinajuP.

search (X) {
/I najdi max i take, ze T[SA[i]..n]<X
L=20; R=n,;
while (L < R){
k =(L+R+ 1)/ 2;
if (T[SA[k]..n]<X) { L =k; }
else{ R=k — 1; }
}

return L;

}

PcCet iteracii cykluwhile v tomto algoritme jeo'(logn). Po skoeni vieme, Ze prvy vy-
skyt mbze byt na pozicii + 1. Ak teda chceme vedieti vzorka ma nejaky vyskyt, sta
porovnat P a T[SAi + 1]..n]. Celkovy€as na vyhladanie vzorky je get iteracii krato’(m),
lebo porovnanie retazcov je&(m).

Ak chceme poznat’ vSetky vyskyty alebo ichdat, m6Zeme spustit' binarne vyhladavanie
dvakrat: raz preX = P$ a raz preX = P#, kde # je Specialny znak, v lexikografickom poradi
za vSetkymi ostatnymi znakmi abecedy. Ak prvé vyhladagamiatilo indexi a druhé index
j, vyskyty vzorky budu na poziciacBAi + 1],...SAj]. VSetky vyskyty teda nijdemeGase
0 (mlogn—+Kk), kdek je ich pcet.

Algoritmus 2. Tento algoritmus vynechava niektoré zbgné porovnania. Nediep(A, B) je
dizka najdihSieho spofmého prefixu refazcot a B (longest common prelixobr.[32).
Budeme udrzovat invariant:

XL=Ilcp(T[SAL]..n],X)

XR=lcp(T[SAR]..n],X)

L=20; R=n;
XL = lcp (X, T[SA[L]..n]); XR = lcp (X, T[SA[R]..n]);
while (R — L > 1){

k =(L+R+ 1) / 2;

h = min(XL, XR);

while (T[SA[k]+h]==X[h]) { h++; }

if (T[SA[Kk]+h]<X[h]){ L = k; XL = h; }

else{ R = k; XR = h; }
}
/I skoncime s intervalom dlzky 1 alebo 2
if (T[SA[R]..n] < X) {return R;}
else {return L;}

Tento algoritmus ale stale fungujed(mlogn).
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XL
SALL:
SAIK: [AT 2] ]

SARL [A[c] |
XR
x[alB] |

Obr. 32: llustracia druhého algoritmu pre hladanie vzovigufixovom poli, podpripa&X L >
XR

Algoritmus 3. Tento algoritmus uz ma lepSiu zlozitost ako predchadzapa. Podobéa sa
na algoritmus 2, ale v kazdej iter4cii nechcemeéataporovnavanie od pozicie, ktora je mi-
nimom XL a XR, ale od pozicie, ktora je ich maximom. OzZmae si akoLCP(i, j) hodnotu
lcp(T[SAi]..n], T[SA]]..n]). Predpokladajme, Ze vybrané hodnb@P(i, j) pozname (nezavi-
sia od vzorky, len od’).

Predpokladajme, Ze v aktualnej iterdXii. > XR Pripad, ZeXL < XRsa rieSi symetricky
podobnym spésobom. M6Zu nastat' nasledujlce tri pripadyr(pbr[33:

LCP(L.K) XL

sAlL: [A [ B] | SA[LL: [A[B] | salL: [A [x | x<z
x>
sak: [A]B] ] SAK: [A[Cl | sak: [Aly | o
x: [alc[ ] x[alBl | x[Al |
XL LCP(L,k) XL=LCP(L,k)
PripadLCP(L,k) > XL. PripadLCP(L,k) < XL. PripadLCP(L,k) = XL.

Obr. 33: Tri pripady v tretom algoritme pre vyhladavaniswfixovom poli

1. akLCP(L,k) > XL, z tejto nerovnosti vieme, ZE[SAK]..n| < X a teda. =k, XL zostava
take iste.

2. akLCP(L,k) < XL, priamo z nerovnosti vieme, ZE[SAK]..n| > X, a tedaR =k, XR=
LCP(L, k).

3. akLCP(L,k) = XL, potom porovnavamx aT [SAK]..nj od XL+ 1.

Casové zloZitost MameO(logn) iteracii, v kaZdefd(1) + porovnavanie znakov. méXL, X R)
neklesa. Nerovnosti znakov3{logn). Rovnost znakov posunie méXL,XR) 0 1. maxXL,XR) <
m, teda dokopy urobime porovnani. Celkové zloZitost' j©(m+logn).

Ked' robime binarne vyhladavanie, nepotrebujeme vSatkyhodnoty. Konkrétne, v algo-
ritme sme potrebovaliCP(L, k) aleboLCP(R, k), pricomk sa stalo novynh aleboR. Pozrime
sa na rozhodovaci strom na obrazkl 34 — ked'ze sa pytame lentemzaly z tohto stromu, a
vieme, Ze strom ma dokopy najvian2 1 vrcholov, st&i nam spaitat a ulozit 2n— 1 hodn6t.
Najprv sp&itame hodnoty.CP pre listy (hodnotyCP(i,i + 1)).
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Obr. 34: Rozhodovaci strom potrebnylcip hodnét pri vyhladavani

Ak vieme sp@itat LCP(i,i + 1), tak ostatné hodnotyCP dopcitame fahko, pretoZe pre
LCP(i,j) kdej >i+1aprekazd&e {i+1,...,]— 1} plati

LCP(i, j) = min{LCP(i,k),LCP(k, j)}.

Pre&£o? Mézeme to vidiet na obrazkul35. (Keby sa retazce nagiéaii a j zhodovali na
viacerych znakoch ako retazce na poziciéalk, tak potom by retazce nemohli byt zoradené
podla abecedyto v sufixovych poliach su.) Z toho vyplyva, Ze ak vieme hogime listy,
tak vieme linearnym prechodom stromu éfiat’ pre vSetky vrcholy. TakZe potrebujeme uz len
spcitat LCP pre listy,Co sa da \taseO(n), ako ukazeme ¢asti18.5.

SA
i [Bla]
k [Ba] l
j Ed |

Obr. 35: Odbévodnenie formuly na zratah€P(i, j)

Zhrnutie V tabulke[3 vidime prehlad datovych Struktir preberanparprednaskach minuly

tyzden. Vidime, Ze sufixové pole je lepSie preto, lebo potrebujemeej pamate. S pouzitim

LCP mame eSte nejaké urychlenie — ak si predfonel.CP pre niektoré dvojice, dosiahneme
vyhladavanieZ’(m+-logn) pri zachovani paméatovej natnosti.

18.2 TO DO

Trochu Wesat'.
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konStrukcia| vyhladavanie vzorky] pamat (p@&et smernikov)
sufixovy strom O (nlogo) ¢ (mlogo) ccah
sufixoveé pole o(n) 0 (mlogn) n
sufixové pole 4.CP o(n) O (m+logn) 3n

Tabulka 3: Porovnanie sufixovych stromov, sufixovych patuéixovych poli 4. CP.

18.3 Konstrukcia sufixového pola

Klasickym triedenim. Sufixové pole mézeme zostrojit’ pouzitim klasického trieide napr.
merge sortu. Ten urola¥(nlogn) porovnani sufoxov, kazdé porovnanie t&én), dokopy je
to &(r?logn).

Triedenim pomocou radix sortu. Trochu lepSie je pouzit radix sort. Radix sort vo vSeobec-
nosti triedid cifernécisla vk-arnej sustave, ptom kazdu cifru triedi pomocou counting sortu.
Counting sort utriedn Cisel z mnoziny{0..k — 1} v ¢ased'(n+ k). Radix sort vola counting
sort postupné krat v poradi od najmenej vyznamnej cifry po najvyzmanejBneto je celkovy
Cas radix sortw'(d(n+k)). V naSom pripade predpokladajme, Ze abeceda je nejaka pedmn
Zina mnoziny{0,..n— 1} a teda sufixy sin-cifernécisla vn-arnej sustave. Radix sort ich teda
utriedi v ase’(n?). Sufixové pole by sme ale chceli zostrojit v linearnéase.

Pomocou sufixového stromu. DalSia moZnost je zostrojit sufixovy strom v linearndiase a
potom ho prejst do i’mky tak, Ze v kazdom vrchole neprejdené hrany vyberdmeéaallecedy.
Potom to poradie, v ktorom navstivime listy, je poradie, wrakmaju byt sufixy v sufixovom
poli. Takto vieme zostrojit sufixoveé pole v linearnatase. Problém je v tom, Ze sme nechceli
pouZzivat sufixové stromy kvoli velkosti pamaéte a takto juak budeme potrebovat.

Linearny algoritmus na konstrukciu sufixového pofa. Existuje niekolko linearnych algo-
ritmov na konstrukciu sufixového pola, my si ukazeme jedeawotorov Karkkainen a Sanders
(2003). Pracuje nad abecedfls...,n}, kden je dzka retazca, piiom pracuje aj pre takuato
velka abecedu ¥aseO(n). Iné abecedy mdzeme @islovat triedenim znakov textép vsak
moZe zhorsit' zlozitost. Za koniec retazca pridame nikdaonul, ktoré budu simulovat' Spe-
cialny znak $.

Pracu tohto algoritmu si ukazeme na prikl&je= fabbcabbdV tabulke[4 m6Zzeme vidiet
prepisanie tohto slova do pracovnej abecedy.

L.
01—+ O
R Y-
N[T N
N T w
wlo|bs
R oo
N T O
N TN
Aol

Tabulka 4: Prepisanie vstugiy do pracovnej abecedyl .. .n}
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Krok 1:  Utriedime sufixyS3i +k..n] prek = 1,2 do polaSA ». Triedime teda dve tretiny
zo vSetkych sufixov pévodného retazca. Dosiahneme to &aky®orime novy retaze€ nad
abecedowx?, t.j. znakmi budu trojice znakov z pdvodného retazcaiqm

S =91.3]94..6]...93n" +1..3n" 4+ 3]52..4]S5..7]...93n" + 2..3n" + 4],
kden' je najmenSie také, at§{3n’ + 3] = 0. V naSom priklade je to
S = [abl[calj [bd0][bbd[abhl[d00] = [1,2,2](3,1,2][2,4,0][2,2,3][1,2,2][4,0,0].

Sufixy v S zodpovedaju vybranym sufixo®a su aj v tom istom lexikografickom poradi.
Stati nam teda pré& rekurzivne vytvorit sufixové pol&A. Predtym vSak eSte musime pre-
Cislovat znaky vS, aby sme dostali retazec nad abeceddu...,n}. To spravime tak, Ze
utriedime trojice znakov, ktoré tvoria znal§/radix sortom vtaseO(n). Mame novy retazec
S =1,4,3,2,15,0, pricom |S| ~ 2/3|S. Teraz m6Zeme rekurzivne pustit algoritmusS$ia
¢im dostaneme sufixové pdiX. V nasom priklade dostanerB& = (6,0,4,3,2,1,5).

Ked sme spaitali sufixové poleSA pre S, prep@&itame indexy tak, aby sa vztahovali na
povodny retazeSa ulozime do poleSA ». Vysledné poleéSAneskor spravime z pol8A o
povkladanim tych sufixov, ktoré sme neuvazovali. Priklgo teansformacie vidime v tabulke
5.

S 1 43 2 150
poziciavS§ |0 1 2 3 4 5 6
poziciavS |1 4 7 2 5 8

SK 6 0 4 3 2 15
SA - 15 2 7 4 8

Tabulka 5: PoliaSA a SA; > pre priklad z tabulky #4.

Vytvorime tiez vO(n) Case poleank definované nasledovne:

0 i>n
rankjij=¢ — imod3=0
j SAj]=i

Ak teda chceme porovnat lexikograficky dva sufixy na pozkid + k a 3j + k' kdek, k' &
{1,2}, sta&i ndm porovnat prisluSné hodnoty v padink (pozri priklad v tabulké B).

Poz|0 1 2 3 45 6 7 8 9

S f a b b c ab b d
51 2 2 3 12 2 40

rank|— 1 3 - 5 2 - 4 6 (

Tabulka 6: Pole rank pre priklad z tabulky 4.
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Krok 2:  Utriedime sufixy tvarg[3i..n] doSAy. Sufix§3i..n| reprezentujeme ak&3i], rank{3i +
1]). V naSom priklade dostavan®0..n| ako (f,1), §3..n] ako (b,5) a §6..n| ako (b,4). Ak
chceme porovnavat dva sufixy na poziciacta3j, stai porovnavat ich reprezentaciu pomo-
cou dvojic, lebo

S3i..n] < §3j..n] <= YF3i] < §3j] vV (F3i] = F3j] Arank[3i + 1] < rank[3j + 1]).

Takto vzniknuté dvojice teda vieme utriedit' lexikografyatadix sortom WaseO(n). V naSom
priklade dostavam8Ay = (6, 3,0).

Krok 3:  ZluCime triedené zoznamy sufix@®#y a SA » do vysledneho sufixoveho pol®A
Postupujeme podobne ako pri ¢avani zoznamov v MergeSorte, chceme vSak kazdu dvojicu
sufixov (jeden SA a jeden ZSA; ») porovnat v konStantnorbase. Majme teda suffi..n| z
pola SA » s sufixS[j..n] z SA.
aki mod 3=1:
Si.n < gj..n] <= (Si],rankli+1]) < (5j],rank[j+1])
aki mod 3=2:
Si.n<gj.n <« (Si],Si+1],rankfi+2]) < (Sk],§j + 1], rank]j +-2])
Priklad niekolkych porovnani:
S3..n < §7..n] <= (b,5)
S3..nj < 94..n] <= (b,5)
S3..n| < §2..n] < (b,c,2)
S6..n] < §2..n] <= (b,b,6)

Zlozitost
e Krok 1: radixSortO(n), rekurzia nas, T(%n), vytvorenieSA o, rank Q(n).

e Krok 2: radixSort vO(n)

e Krok 3: zluCovanie vO(n)
Celkovy Cas je teddl (n) = T(%n) + O(n) (Uplne spravne by sme mali uvazovat aj drobny
aditivnyclen pri %n, to vSak pre jednoduchost zanedbame). Rekurencie Wamy=aT(g) +
f(n) vieme riesit pouZitim Master theorem, paim nas zaujima pripaf{n) = Q(nl°%(@+¢),
ktory sa da pouzit iba ak navySe plati f(g) < c- f(n) pre nejaké < 1. Potom dostavame
T(n) =0©(f(n)).

V naSom pripade manse=1,b= % Iog% (1) = 0. Lahko overime aj dodatmu podmienku,
leboa- f(§) = %n. Dostavame teda, Z&s nasho algoritmu je linearny(n) = ©(n).

Namiesto Master theorem mdZeme &ipat’ Cas straveny na kazdej Urovni rekurzie. Na vr-
chnej Grovni potrebujeméasc- n, a na kazdej d'alSej Grovni sa nam velkost vstupu zmensi na

dve tretiny, na-tej Urovni teda potrebujenm@&asc- (%)' n. SCitanim tejto geometrickej postup-

nosti dostavame . i . i
T(n) < i;o n <§> =cC- ni; <§) =0O(n).
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18.4 Konstrukcia sufixového stromu zo sufixového pola

Do stromu budeme pridavat sufixy v poradi, v akom su v sufixopoli. V kazdom vrchole bu-
deme mat uloZend hodnotl(u) ur€ujucu sufixovu lbku vrcholu, t.j. dzku retazca, ktory mu
zodpoveda. Predpokladajme, Ze uz mame v strome s8#j, SA1],...SAi — 1] a chceme
pridat’ T[SAi]..n—1]. Nechk je dzka najdlhSieho spofmého prefixul [SAi —1]..n—1] a
T[SAi]..n— 1]. So v8etkymi ostatnymi sufixami, ktoré uz mame v strome, ntééky sufix
tiez spol@ny prefix dzky najviack. Novy sufix bude teda novy list, ktory sa natagny strom
napéaja vo vrchole retazcovejliky k leZiacom niekde na ceste z listu pre susii — 1] do
korena.

Zatneme teda v liste pre sufSAi — 1] a posivame sa smerom ku kbwe kym nendjdeme
prvy vrcholu sd(u) < k. Ak d(u) =k, novy sufix prilepime novy list ozig@ny sufixonSAi].
Ak d(u) < k, rozdelime hranu & do jeho dietata novym vrcholom s retazcovoibkou k a
pripojime novy list. V d'alSej iter&cii pre+ 1 za&neme opat hladat smerom hore z tohto listu.

Na prvy pohfad je tento algoritmus kvadraticky, lebo nadpnie jedného sufixu mézeme
potrebovat vyjst hore az pa hranach. Da sa vSak dokazat, Ze celkovggigposuvania sa po
strome je linearny, podobne ako pri konstrukcii kartézsksfnomu. Pri vkladani sufix8A|
sa totiz postivame zdola z listu pre suB&i — 1]. Kazdy vrchol, cez ktory takto prejdeme a
zistime, Ze jeho retazcovdika je prilis verka, uz nikdy nenavstivime pri vkladanhedtalsich
sufixov, lebo budeme Z&at z novych listov, ktoré nezdielaju tutmst cesty.

Zostava nam len rychlo @it hodnotu najdlhSieho spotmého prefixu pre kazdé dva su-
sedné sufixy v sufixovom poli. Toto vieme @t v linearnom¢ase pomocou algoritmu,
ktory uvedieme v kapitole 18.5.

create roofand leaf w corresponding to SA[O]
V = w;
for (int i=1; i<=n; i++) {
while (v. parent.string_depth>L[+1]) {
V = v.parent;
}
if (v.parent.string_depth<L[+1]) {
split edge from v.parent to v with aew vertex
at string depth L[F1]
}
attach new leaf w for SA[i] from v.parent;
vV = Ww;

Ak teda spojime linearny algoritmus na konstrukciu sufixavpola, linearny vypoet spo-
locnych prefixov a linearny prevod so sufixového pola na sufp&tvom, dostavam@®(n) al-
goritmus na konstrukciu sufixového stromu, ktory fungugaseO(n) aj pre abeced{l1,2,...,n}.
VSimnite si, Ze deti kazdého vrcholu budu pridavané v abeoedporadi a teda ich mézeme
pridavat’ na koniec utriedeného pola dynamickej velkost
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18.5 Vypcaet LCP hodn6t pre sufixove pole

Pripoméime si, zdcp(A,B) je dzka najdihsieho spotmého prefixu retazcok aB a pre dany
retazecS definujemeLCP(i, j) = Icp(T[SAi]..n— 1], T[SA]]..n—1]). V tejto Casti uvedieme
algoritmus, ktory pre kazdy prvok sufixoveého pola sfia dzku najdihSieho spolaého pre-
fixu medziT[SAi]..n—1] aT[SAi + 1]..n—1], t.j. LCP(i,i + 1). Takdto hodnotu uloZzime do
nového polal[i]. Ako sme videli, tieto hodnoty s potrebné pre rychle vyddaanie vzoriek
v sufixovom poli aj pre konStrukciu sufixového stromu zo sufétwo pola. Teraz uvedieme
kracovu lemu algoritmu.

SA
z|j—1 c|la
z+1li—1 c|la
j L]
Yyl ok a
y+1| i a

Obr. 36: Obrazok ilustrujici lenfd 3.

Lema 3. Majmex ay, pre ktoré platSAx+ 1]+ 1= SAy+ 1]. PotomL[y] > L[x] — 1.

Dokaz. Pozrime sa na pol8A (obrazok{ 36). Chceme zistit hodnotlCP(y,y + 1), pricom
SAy+ 1] =i aSAy] = k. Najdeme si hodnotu— 1 na nejakej pozick+ 1 a pozrieme sa na
hodnotu tesne pretbu, j — 1. Nech najdIhSi spolmy prefix sufixov zéinajucich na poziciach
i—1aj—1jeca. Sufixy z&inajuce na poziciachaj j sa teda zénaju slovoma. Ked'ze
S[j —1..n] je v lexikografickom poradi pref]i — 1..n|, tak ajSj..n| musi byt predSi..n| preto
aj §k..n] ze€ina naa. Vidime, ZeLCP(y,y+1) > LCP(x,x+1) — 1. O

Na vyuZitie tejto lemy potrebujeme vediet rychlo zistkde v poliSAje nejaka hodnota
Na to pouZzijeme inverzné potank, pre ktoré platfank(i] = x <= SAXx] = . Toto pole vieme
vypcCitat jednym prechodom pol8Av caseO(n).

for (i=0;i<=n,i++){
rank [SA[i]] = i;

}

Samotny algoritmus postupuje od najdihSich sufixov po a&§ke a pre kazdy sufix spita
jeho prefix s jeho predchodcom v p&8A

h = 0;
for (i=0; i<=n; i++) {
if (rank[i]>0) {
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k = SA[rank[i]—1];

/1l porovnavame sufixy S[i..nl] a S[k..n-1]

/Il vieme vsak, ze maju aspon h znakov spolocnych
while (T[i+h]==T[k+h]) { h++; }

I/l nasli sme prvu poziciu, kde sa retazce nerovnaju
L[rank[i]—=1] = h;

if (h>0) { h—; }

Ak v nejakej iteracii pra — 1 najdeme hodnoth, tak prei bude hodnotaCP aspah— 1.
Najprv sa pozrieme, kde v poBAje i, ak to nie je na zaatku, pozrieme sa, aky retazec je
pred nim, a potom ich porovnavame bdej pozicie. Nakoniec upravimenah— 1, lebo v
nasledujucej iteracii mame garantovanych 1 zhod.

Casova zlozitost. Budeme ratat péet porovnani vo vnitornom cykle algoritmu.do ite-
racii, v ktorych porovnanie dopadne nerovnostou, je rgvi, lebo v kazdej iteracii mame
najviac jednu nerovnost'. et rovnosti uz nie je taky jasny, ale vieme Ze kazda rovaogsi

h o jedna. Ked'Zeh zatne na nule a dosahuje hodnotu najwiaw kazdom kroku sa zmenSi
najviac o jeden, preto sa najviackrat znizi. Takze péet rovnosti méze stupnut najviat 2
krat. Dokopy teda mame najviac porovnani.

18.6 Burrows-Wheelerova transformacia

Burrows-Wheeler transformacia (BWT) je transformaciauexyuzivana pri kompresii (na-
priklad v programe bzip2), ale ako uvidime neskoér, aj v uspcn datovych Struktdrach na
hradanie vzorky v texte. BWT transformuje vstupny retaZna retazedow(S), pricom z
retazcabw(S) vieme neskor spétne ziskat' retazgédRetazedow(S) je permutaciou retazca
S, no tato permutacia Sasto da ovela lepSie skomprimovat’ ako pévodny retazec.

Transformacia. BWT pozostava z niekolkych krokov.

e na koniec retazc& pridame Specialny symbol $, ktory sa nevyskytuje v

e vytvorime maticu cyklickych posunov retaz&

¢ lexikograficky utriedime riadky matice

e bw(S) je posledny dpec matice
Treti krok vieme spéitat pomocou sufixového poldaw(S)[i| = S[SAi] — 1], alebobw(S)[i] =
Sn|, ak SAi] = 0.

Priklad. Zoberme vstupny retaze8=banana a pridajme nakoniec znak $. Matica cyklic-
kych posunov a matica utriedenych cyklickych posunov:
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b a n an a $ $ b anana
a namnads$hb a $ b an an
n ana $ b a a na $ b an
a na $ b an a namna $b
n a $ b a n a b a n an a$
a $ b anan n a $ b a na
$ b anan a n ana $ ba

bw(S$) = annb$aa

Spéatna transformacia. Mame dany posledny isEc matice lexikograficky usporiadanych
cyklickych rotacii. Z neho vieme spaat’ prvy stpec tejto matice jednoduchym triedenim
posledného mca Pre jednoduchost’ ozérae prvy sllpec maticeF a posledny $|becL L=
bw(S$).

S S0 QD HAT
QAL S S OH

Plati, ZeF [i] nasleduje pa.[i] v S. Preto symbolu $ \ prislichaS0] =

Nasledne mo6zeme naj§0] v L a tym dostatS/1] v F. TedaS[1] = a. Takto by sme mohli
pokratovat’ d'alej, no ku pismena v L prislichaju pismena z mnoziqyn, $}. Nevieme teda
jednoznéne utit §2|.

$ b an a na
a $ b a n amng
aa n a $ b an
az nana$hb
b a nana$
ng a $ b a n ag
nn ana$ bag

Mbzeme si vSimnut, Ze relativne poradie pisnaalebon je vL aF rovnaké. Pozrime sa
napr. na pismena afv. Ich poradie (5,3,1) je @ené na zéklade kontextu na konci (banan, ban,
b). Tento kontext wuje aj ich poradie \.

Teraz uz vieme jednoziiae vytvorit pdvodny retazec. N4jden®0] v L, dostanem&][1]

v F (1] = tretiea). Najdeme treti@ v L, dostanem&[2] v F (S)2] = druhén, atd'.

Na realizaciu pouzijeme nasledovné datovée Struktury.

Reprezentécia pozicii pismery
$:4
a:0,5,6
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A A A
PEERLEE
g

n:1,2

Pouzitie BWT v kompresii

Riadky matice, v ktorej su usporiadané cyklické retazcejinmako prefixy postupne prvky
zo sufixového pola. Prvky zo sufixovehom po&# ktoré maju spolény prefix (vSAsU za
sebou) maju \& casto ako predchodcu rovnaké pismeno. Tieto pismena sé p@oaslednom
siipci matice. V nasledujticom priklade pismenu predchadzaju pismena u,a, pretow S)
je usek obsahujuci iba tieto pismena.

S = ema.ma.mamu.mama.ma.emu.ema.sa.ma$

bW(SP) = avaaaauaammsmmmmmm$....ae.e..ea.mm

MbZeme pouZzit Move-to-front(MTF) recording, kde pisme®jg nahradime p&tom réznych
pismen od posledného vysky8li| v S0..i — 1|. Pred retazedw(S$) eSte pridame vSetky
pismena z abecedy od najmensieho po ridiéaby sme vedeli skonStruovat’ postupnost'.

$.aemsulauaaaauaammsmmmmmm$ . . . .ae.e..ea.mm je zakddovany do postupnosti
4110001103031000006600046211012240

Z tejto postupnosti vieme lahko ziskdtiv(S$) a z nehadS. V tejto postupnosti su malésla,
vela nul. Pre anglicky text viac ako 50% tvoria nuly. Tak@stupnost je lahko komprimo-
vatelna.

V priklade je entropi&rovna 2,37, entropia MTF retazdav(S$) je rovna 2,18. Napriklad
pri pouziti aritmetického kddovania na dostate dlhom retazci potrebujeme na zakédovanie
jedného znaku v priemere pet bitov, ktory sa priblizne rovna entropii. BliZzSie infoécie o
BWT nédjdu zaujemcovia ¢lanoku Manzini: The Burrows-Wheeler Transform: Theorg an
Practice. MFCS 1999, kapitola 2.

18.7 TO DO

V BWT miestami podrobnejSie vysvetlit, napr. pouzité datruktury.

19 VypoCet editatnej vzdialenosti

Hradanie pribliznych vyskytov vzoriek v texte je dolezitéviacerych pohladov. Za vSetky
spomenieme napriklad biolégiu, kde méze vzniknut naptéoia v DNA, chyby v texte alebo
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odhalovanie plagiatorstva. Videli sme uz vyhlfadavanidammingovou vzdialenostody a
algoritmus pre takéto vyhladavani€asovou zloZitostow (nk).

19.1 Editatna vzdialenost

Definicia 4. Editatn& alebo Levenshteinova vzdialenadt' je vzdialenost, ktora dovoluje
robit' tri operacie naretazcoch: (Zapis— vznamena, Ze operacia zmeni ret aaea retazec
V.)

substitlcia uav— uby, kdeu,ve X*aabe Z,
inzercia uv— uay, kdeu,ve 2* aac Z,
delécia uav— uyv, kdeu,ve 2* aa € 2.

Vzdialebnost je definovana
de (S T) = najmensi pbet operacii, ktoré transformufinaT .

Priklad 6. Majme retazecS = strom Vykoname nasledovné operacie: zmaz Stvry znak (do-
stdvamestrm), vloz a na tretie miesto (dostavanstarmm), zmen piaty znak nay (dostdvame
stary). MGzeme si tiez vSimnut, Ze slowsiromna slovostary nevieme prerobit na menej ako
tri operacie. Pretdg (strom stary) = 3.

Zamyslime sa, aka mdze byt napfa editéna vzdialenost medzi dvoma retazcami.
MoZu sa liSit v kazdom pismene, napriklad @fea b™ to bude maximum ich ldok. (Mu-
sime substituovat’ vSetky pismena kratSieho slova na piaméhSieho a doplnit pismenka
na koniec.) Naopak najmenSia edité vzdialenost retazcov dzkamin am bude absolttna
hodnota rozdielyn — m|, pretoZe v najlepSom pripade je kratSi retazec podreitaztihSieho,
preto st&i dopisat chybajuce pismenka.

Definicia 5. Zarovnanie alebo alignment je dvojriadkova tabulka (wefipozostavajuca z
pismen retazcov alebo podbikk. V prvom riadku je prvé slovo, v druhom druhé. @@m v
oboch riadkoch mézu byt nejaké pothly.) Je zostavena tak, Ze pod seba napiSeme pismenka
ktoré sa nezmenili alebo sa zmenili substiticiou. Tie pisn®® boli zmazané alebo vlozené
chceme mat v samostatnychpstoch, doplnené porékami.

Tabulka 7: Zarovnanie pre operacie uvedené v priklade 6

Zodpovedajuce zarovnanie k priklddu 6 je zobrazené v taidl Zo zarovnania sa lahko
vypiSe postupnost’ krokov, ako zmenit prvé slovo na drufiéz vieme lahko zratat peet
operacii — tam kde sa naSe dva riadky liSia. (V tabllke 7 e§ené hrubo.)

Na edit&€nu vzdialenost sa m6Zzeme pozerat aj ako na cenu najlp&ahovnania. iné
zarovnanie tych slov je napriklad to zobrazené v tabllke 8.
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Tabulka 8: Iné zarovnanie retazcov z priklddu 6

Ako spcCitat’ editacna vzdialenost PouZijeme dynamické programovanie. (Zratame to pre
podproblémy — podretazce — a z toho pre cely retazec, &itpoé hodnoty si budeme pamatat’
v tabulkeA.)

PodproblémAi, j| = de(S[1..i], T[1..j]). Chceme zistitA[m, n|, kde budeme mat uloZenu
edita&nu vzdialenost retazcogaT.

Zakneme vyfiat tabulku od trividlnych pripadov. Pla#[0, j] = j, pretoZze do prvého

retazca musime vlozitf znakov. Rovnako plat\[i,0] =i, z toho istého dévodu. VSeobecny
pripad, hodnotu na pdlku Ai, j], mdZeme vyratat formulou
Al j] = min(Ali— 1, j]+ 1A, j—1]+1LAli—-1,j-1]) akSi| =TIj],
T min(Ali -1 ]+ LA -1+ LA -1, ) —-1+1) akSi]#TIj].

Tato formulu méZzeme odvovodnit' nasledovne. UvazujmeauajejSie zarovnanie. Ak su
poslednom znaku dve pismen4, tak je to tretia zlozka preldelpacej formuly, (pouzijeme
substitaciu alebo Bi) ak je tam pomnidka, tak jedna z prvych dvoch zloZiek. (Bud' delécia
alebo inzercia.)

for(i=0;i<=n;i++){
for(j=0;j<=n;j++){
vypocitaj A[i,j] podla rekurencie;
}
}

Vysledok jedg (S T) = Am,n.

Casova zloZitost Je zjavneZ (mn).

V niektorych aplikaciach chceme nielen zistit' editdl vzdialenost, ale aj ako premenime
jeden retazec na druhy. (tj. chceme ngjst minimalne zaaove.) Preto si prAfi, j] m6zeme
pamatat, ako sme to dostali. (Je to v prvom pripade inzevaitiuhom delécia, v tretom sub-
stitcia.) Budeme to robit napriklad v pddi, j|, potom postupnost’ krokov ziskame “odzadu”.
Graficky méZeme pol8 znazornit ako Sipky, pozri tabulku10.

Priklad 7. Majme retazces=baah T = abaa V tabulke[9 a v tabulké 10 vidime hodnoty poli
A aB. Minimalne zarovnanie dostaneme, ak péjdeme po Sipkachi\Bgak, Ze z&neme na
policku Bm, n]. Pritom vodorovné Sipka zdginzerciu, zvisla deléciu a diagonalna substiticiu
alebo Ziadnu operéaciu. Preto retaZedostaneme z retazcavykonanim operacii: vloa na
poziciu 1, zmad z poslednej pozicie.

Vadi nam, Ze tento algoritmus pouZziva kvadratickli pamathddou je, Ze ak nas zaujima
iba hodnota edit&nej vzdialenosti a nie zarovnanie, potrebujeme si pamétapredchadza-
juce hodnoty, takZze nam $tiaz’(n) pamat. Nabuddce bude algoritmus, ktory bude asympto-
ticky rovnako rychly, ale s linearnou pamatou aj pre vymsa/nania. Na dynamické progra-
movanie sa mézeme pozerat aj ako na hladanie najkratSgj eeacyklickom grafe (vid' obr.
[37,[38).
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-lalblala R A
-lof1]2[3]4 — O] |||
bi{1/1{1/2|3 b I+
al2/1]|2|1]2 EIANENENEN
al3|2|2|2|1 a ? v\\\\
b(4|3]2|3]|2 ARIENENEE

Tabulka 9: PoleA k prikladuT. Tabulka 10: PoleB k prikladuT.

Obr. 37: Reprezentacia editzej vzdialenosti grafom

Najkratsie hrany v grafe sa daji Etat napr. Dijkstrovym algoritmomCo ale skuténe
hradame, je najkratSia cesta v orientovanacyklickomgrafe — Dijkstru nutne nepotrebujeme,
steCi ndm dynamické programovanie:

1. topologicky si zoradime hrany
2. pre vrcholyi a j budeAli, j] dizka najkratej cesty @,0) do (i, j). Toto vieme spoitat

dynamickym programovanim — pozerame sa na predkov aktuaireholu, a hodnotu
ziskame ako

Ali, ] = min{A[i", J'T+w((i, 1), (i, 1) | (1,1, (i, ]) € E}

Mame slubené dynamické programovanie, ktoré fungu@aseO(mn) a pamatio(mn).
NavySe, pokial chceme letlz (S, T), st&€i nam pamat lei©®(n+ m) (paméatame si iba 2 riadky
A). Ak chceme vypisat zarovnanie (postupnost operacalgbujeme tabulkis o rozmeroch
povodnej tabul'kyA.
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w(87);d%3%)

i3

Obr. 38: NajkratSia cesta(®,0) do (i, j)

19.2 Hirschbergov algoritmus (1975)

Tento algoritmus sa od klasického vygto edit&nej vzdialenosti liSi tym, Ze potrebuje pamat’
iba O(n+ m) namiestiO(nm). Rozdiely oproti predchadzajicemu algoritmu raz prejdeta c
maticu a spoitam vSetkyA. Zapamatam si, kde moja cesta prejde cez stredny riadokenati
pricom ju p&itam tak, Ze si pamatam iba dva riadky.

Stredny riadok matice ozimek-ty. Zavedieme si zovSeobecnené pBidi, j| — najv&si
index v riadkuk, cez ktory prechadza najkratSia cest@z0) do (i, j). HodnotyBy]i, j] poci-
tame podobne ako hodnoBy Konkrétne pré > k mame

1. akAfi, j]=Ali—1,j —1]+w(Si], T[j]), potomByli, j] = Bk[i — 1, ] — 1].
2. akA[i, j]=Ali—1,j]+1, potomByli, j] = Bk[i — 1, j].
3. akA[i, j] =Ali,j— 1]+ 1, potomBli, j] = By[i, ] — 1]

Prei = k nastavimeBy[i, j| = j.

Ak uz pozndm@e\i — 1, ] aByli — 1, x|, vieme sp@itat’ A, *] aj Bk[i, |.

Nechk’ = Bx[m,n]. Potom v optimalnom zarovnani Sé...k] zarovna §[1..k'] aSk+1..m|
sT[K + 1..n]. Toto pouzijeme na rekurzivny algoritmus na v§pbzarovnania:

optA(I1, r1, 12, r2) {
/1l zarovnaj S[I1..rl1] a T[I2..r2]
if (rl1—-11 <=1 || r2-12 <=1)
vyries pomocou dynamickeho programovania
else {
k=(r—1+1)/2;
for (i=0; i<=k; i++)
pocitaj Ali,x] z A[i —1,%]
for (i=k+1; i<=r—|+1; i++4)
pocitaj A[i,x], B_k[i,*x] z A[i —1,x], B_Kk[i —1,%]
k2=B_k[r1-11-1,r2—-12 —1];
optA(11, 11+k-1, 12, 12+k2-1);
optA(I1+k, r2, 12+k2, r2);
}
}
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Ozn&me siN = nm(sCin diZky dvoch danych retazcov). Na hornej trovni rekurzie$pu
tame dynamické programovanie pre cell matictas bude ted& c- N. Teraz vzniknu dva
podproblémy — ozriane ichN; aN, (obr.[39):

Ny = (k—1+1)(k—I"+1)

Ny = (r—k)(r' —K)
T(N) < T(Ny) +T(Np)+¢-N

kO

Obr. 39: Vzniknuté podproblémy pri vypte hodnot matice

Plati, ZeN; + N, = %N. Na hlavnej trovni rekurzie mame problém velkolsti ktory sa
rozpadne na na mensie problémy (@br. 40).

/®\
a%n %

Obr. 40: Strom rekurzie pre vypet matice

o= e N
z =z

Z

VysSka vzniknutého stromu bude lpg.

1 1 ® 71\
T(n)=c-N+=c-N+>c-N+...<c-N -
(n)=c +5CN+7eN+...<C i;(z)

2-N

~~
normdyn prog

V priemere kazdé patko vyplnim dvakrat, tedaasO(mn) je zhruba dvojnasobny. Pama-
tové zlozitost — potrebujeme 2 riadky z oboch maticBy (O(n)), zasobnikO(logm), vstup
O(n+ m), vystupO(n+ m). Celkova pamat je@(n+m).
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19.3 ZovSeobecnené editaé vzdialenosti

Definicia ZovSeobecnena editatna vzdialenasth&ujemed, je edit&€né vzdialenost, ktora
ma ku kazdej operacii priradena cenu:

e Ws(a,b) — substiticiaa zab
e Wy(a) —zmazania
e W;(a) — vlozeniea

Ak mame dvojpismenkove retazed a ba, kde ceny budivg(a) = wi(a) = 1, wy(b) =
w; (b) = ws(a,b) = ws(b,a) = 2 (obr.[41).

Obr. 41: Graf pre dvojpismenkoveé retazaleaba

Al —1,j]+wy(S

{ Ali =1, — 1] +ws(S[i], T[j])
Ali, j] = min )
Ali, j — 1] +wi(Ti])

de (S T) je metrika:

Priklad
1. wy(a) =1,wi(a) =2,de(g,a) #dE(a )

2. ws(a,b) =1, ws(b,c) =1,ws(a,c) =3.a—b—c=2
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ala a-
alb -a
skére:|0| >0 >0

Vol'ba vahovacej funkcie na hfadanie optimalneho zarovnaia. Pri vdhovanej editane;
vzdialenosti sme hladali zarovnanie s minimalnou cenaigm ceny sipcov boli nasledu-
juce:

Mo6zeme vSak namiesto vzdialenosti hfadat podobnost @mobudeme hfadat zarovna-
nie s maximalnou cenou, kde cenipsbv su takéto:

ala a-
alb -a
skére:|0| >0 >0

Tabul'ka 11: priklad typického ohodnotenia
Uvazujme retazec acbaa abcaéa vahovaciu funk@pi najucu podmienky:
e W(Xx,X)=0
o W(X,y) =WwW(y,X)
e W(X,y) >0

Optimalne zarovnania mozu vyzerat napriklad nasledovne:

SV

acb
a ¢ b }ZW(b,C) (l)
ac b

C

o 2 Jaw(e,-) )

b
a ¢c b a -

_ a b c a t2w(a, —) +2w(a,c) 3

Na uvedenych prikladoch si mézeme vSimnut, Ze podla wastia vah mozu byt rdzne za-
rovnania optimalne.

19.4 Podobnost retazcov

Ak su retazce tie isté, maju vysoku podobnost.

Definicia s(a,b) — podobnost znakov, kde b € ZU {—} (tab.[12).

a - a
- a b
s(a,~)| s(-,a)| s(a,b)

Tabulka 12: Priklad podobnosti retazcov
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Definicia Cena zarovnanige s(tet podobnosti znakov viptoch.s(S T) je maximélna cena
ich zarovnania.

Priklad Hrfadame najdihSiu cestu v grafe(,0) do (i, j) — v normalnom grafe je to tazké,
ale ked'Ze nas graf je acyklicky, méZeme pouzit dynamicidgpamovanie (obl._42).

O—7®

Obr. 42: Priklad grafu pri hfadani podobnosti retazcov

Ked'Ze chceme podobnost, podobnost medzi rovnakymi emg& zvyCajne 0, medzi r6z-
nymi nizsia:

sa,a) > O
sS(a,b) < 0O,a#b

Priklad
s(a,a) = laeX
s(a,b) = —-l,a#babezu{-}
(tab.[I3)
- b a a b
a b a a -
-1 1 1 1 -1
Tabulka 13: Priklad zarovnania
Priklad
sa,a) = O
s(a,b) = -1
S(ST) —d(ST)
Priklad
saa) = 1
s(a,b) = 0

Pri tejto definicii dostavam&S T) = dizka najdlhSej spolénej podpostupnosBaT.
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20 NajdlhSia spol@na podpostupnost

Definicia Podpostupnospostupnosteia;. ..a, je postupnosts;, aj,ai, . . . a;,, kde 1<i; <
i< ...<ik<n

Definicia: PostupnostA je spol@&na podpostupnost postupnoSta T, ak je podpostupnos-
tou Saj T. DIZzku najdihSej spolénej podpostupnosti (longest common subsequencefozna
jemelcs(ST).

S
T

EMA_MA_MA--MU
-MA-MA_MA_EMU

Obr. 43: NajdlhSia spofma podpostupnostS = EMA MA MAMU a T =
MAMA_MA_EMU je MAMA_MAMU, teda lcs(S,T) = 9.

Problém hladania najdihSej spdioej podpostupnosti sa da redukovat' na problém podob-
nosti retazcov, ak hodnotiacu funkciu zvolime nasledovne

s(a,a)=1
s(a,b)=s(a,—) =s(—,a) =0
Vysledny algoritmus pouziva dynamické programovanie &as®dvl zlozitostO(mn), paméa-

tovd zloZitost vieme dosiahnu®(m). Specifika tejto hodnotiacej funkcie vyuziva nasledujuci
algoritmus.

20.1 Algoritmus Hunt-Szymanski, 1977

Predstavme si polg[1..m|, ktoré bude pre kazdy vyskyt pismen&yna poziciii) obsahovat
zoznam indexovj do T, pre ktoré platiT[j] = Sji] ("kde v poli T najdem pismend]i]").
Utriedeny bude od \&ichj k menSim.

Priklad:
Z[1] = 9
Z[2] = 106,31
Z[3 = 7,42
Z[4 = 85
Z[5] = 10,6,3,1

Teraz spojime vSetky zoznardyi| do jedného zoznama, pricom si pre kazdéislo paméatame
z ktorej pozicie ktoréhd[i] pochadza (ozré@ame si|Z| =r):

Z2-9,106,3,1,7,4,2,8,5,10,6,3,1,...

Dalej vyuZijeme nasledujicu lemu.
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Definicia: Rastuca podpostupnost postupnasfe taka podpostupnosti,, Zi,, ..., Z, pre
ktord platizi, < Zj, < --- < Z,. DIzku najdlhSej rasticej podpostupnaatflongest increasing
subsequence) zbanelis(Z).

Lema: lcs(ST)=Iis(2)

Dékaz vyplyva zo silnejSieho tvrdenia: medzi rasticimi podppsistamiZ (IS) a spol@-
nymi podpostupnostana T (CS) existuje bijekcia (ktora zachovavézkl). Pre kazdu IS,
ktor4 obsahuj&]i, j| totiz existuje CS, ktor& na danej pozicii obsahuje pisn®@ne- T[Z]i, j]].

A naozaj, z kazdého zoznardli] vyberieme najviac jednéislo (ked'Ze je klesajuci), takze vy-
sledna CS bude podpostupndStNavysSe dana IS je rastica postupnost indexovi doeda
vysledna CS bude aj podpostupndst

Algoritmus teda pozostava z dvoch krokov:

1. konsStrukciaZ

2. vypccetlis(Z)

Konstrukcia Z

e Pre mall abecedu pouzijeme p@lf..o], kde A[c| bude zoznam vyskytov pismena
T:
for (i=1; i<n; i++)
pridaj i na zaciatok A[T[i]]
for (i=1; i<m; i++)
Z[i] = A[S[i]];

A WNPEF

Casova zloZitost' tohoto algoritmu {@(n+m+ o +r).

e Pre velkl abecedu ulozimA do hashovacej tabulky alebo vyhladavacieho stromu
(klace budu pismena abecedy, hodnoty budd zoznamy). V druh@ade budeme mat
strom s najviaen prvkami, do ktorého vykoname+ m pristupov,co nam dava&asovu
zlozitost O((n+m)logm+-r).

e Ak za abecedu povazujeme riadky vstupnych suborov tvor&smgnami z nejakej ma-
lej abecedy, potom je vyhodné ako datovu Struktlrufmvolit’ lexikograficky strom
(kI &e budu riadkyT). Casové zloZitost bud®(r' +m +r), kden' (resp.nv) je sitet
dizok riadkov v stbord (resp.S).

20.2 Vypcetlis(Z)

Najskor ukazeme trivialne rieSenie pomocou dynamickébgramovania, ktoré pobezicase
O(r?). To neskér zlepdime ra(r logr).

Budeme vyfiiat taburku A[1..r,1..r], kde na poliku Ali, j] je najmensigislox také, ze
X je posledny prvok nejakej rastucej podpostupnd%ﬁyij postupnostiZ;Z». ..Z; (zoberieme
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prvychi Cisel postupnos a pozrieme sa akym najmensgislom moze kodit jej rastica
podpostupnost idky j). Okrajové pripady vyrieSimayi, j| = c ak tak& postupnost neexistuje
aA[i,0] = —co.
Priklad: Zoberme si prvych @isel postupnos# = 9,10,6,3,1,7,4,2,8, . ..:
e pre j =1 mame podpostupnog®), (10), (6),...,(1),..., tedaA[9,1] =1
e prej =2 mame podpostupnog®, 10),(6,7),(6,8),...,(1,2),..., tedaA[9,2] = 2
e prej = 3 kortia vietky podpostupnos, 7,8), (3,4, 8),... Cislom 8, teda\[9,3] = 8
Ako terazAli, j] vypcCitat? Posledny prvok postupnosti reprezentovajiejj] moze byt

e Z;j, pricom pred nim je rastlica podpostupnoi;fkgf j — 1 postupnost?;Z;...Z 1. Z;
pritom na jej koniec vieme pripojit len vtedy, ak existujejaka postupnostldky j —1,
ktora kor€i ¢islom menSim ak&;, ¢o vieme lahko zistit zA[i — 1, j — 1], kde mame
informaciu o postupnosti s najmensaislom na konci.

e Z, pre nejakék < i. V takom pripade&i nevyuzijeme a vysledok pre prvych- 1 Cisel
mame VA[i — 1, j].

A[0,0] = —oo;
for (i=1; i<r; i++) {
Ali,0] = —oo;
A[0,i] = o;
}
for (i=1; i<r; i++) {
for (j=1; j<r; j++) {
if (A[li —-1,j—-1] < Z_i)
Ali,j] = min(Z_i, Ali —-1,j1]);
else Ali,j] = A[i —-1,j];
}
}

Z takto vyplnenej tabulky potrebujeme zistit’ nag&iek, pre ktoré existuj&-prvkova pod-
postupnost, tedés(Z) = maxk: Alr, k] < «}.

Pod'me teraz zlepSitasovu zloZitost'. Zjavne pla#i, j] < Ali,k| pre j < k (in&€ by sme
postupnost’ zodpovedajudli, k] skrétiliok— j prvkov a dostali lepSiy prvkovd postupnost’,
rovnost nastane len ak su obidve hodnoty row)éZ toho vyplyva, z&isla v kazdom riadku
A budu v neklesajucom poradi. Pozrime sa teraz v kol'k§ishach sa budu [iSit dva po sebe
iduce riadky. Prvych niekolk@isel riadkui — 1 bude menSich akg, ozn&me si najvyssi in-
dex takéhotc&islak. V prvychk iteraciach cyklu z riadku 7 bude plati[i — 1, j] < Z;, teda
min na riadku 9 vyberie hodnoty z predchadzajuceho riadkultey. V nasledujlucej iteracii
uz bude platitAli — 1, j — 1] < Z; <A]i — 1, j], teda ddA[i, j| sa priradi hodnotd;. V d'al'Sich

iteraciach nebude splnena podmienka z 8. riadku, teda beiteamkopirovat hodnoty z pred-
chédzajuceho riadku tabulky. Z toho vyplyva, Ze jedind mmenedzi dvomi po sebe iducimi
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riadkami bude \k + 1. sipci. Ked'ze &isla st v riadkoch utriedené, indexmdzeme hradat
binarnym vyhladavanim.

A[0] = —o;

for (i=1; i<r; i++)
A[i] = oo

for (i=1; i<r; i++) {
k = najvacsi index taky, ze A[k] <;
Alk+1] = Z;

}

Tento algoritmus nam teda sfita dzku a posledny prvok najdlhSej rasticej podpostup-
nosti. Ak potrebujeme zrekonStruovat cell podpostupnpstiziieme pomocné pole ukazo-
vatelov na dvojiceB|[1..r]. Prvy Elen dvojice bude; pre nejaké, teda prvok podpostupnosti,
ktory patri na prislusné miesto. Drubilen bude ukazovatel na zvySok postupnosti. Zakazdym
po priradeni na riadku 6 si dBk + 1] uloZime dvojicu Z;, kopia ukazovatela Bk]). Celu
podpostupnost potom mame uloZenu ako spéjany zoznBftis{Z)] od posledného prvku.

V druhej faze algoritmu sme-krat volali binarne vyhladavanie naprvkoch. Eitanim
casovych zlozitosti obidvoch faz teda dostavame odh@d-+ m)logm-+r +rlogr). Bez ujmy
na vieobecnosti budeme predpokladet: m. Dalej r je poet nejakych dvojic, kde et
moznosti pre prvylen jen a pre druhyClenm, teda mézeme pouzit’ ohraignie 0<r < nm
Potom plati aj log < logn? = 2logn. Z toho vyplyva odhadasovej zloZitostD((n+r)logn).

Pozrime sa teraz natakavanu hodnotu. PlatiP(S]i] = T[j]) = % pretoZe k f'ubovolne
zvolenému znaki] existuje prave jeden znak zg ktory sa s nim rovna (za predpokladu, Ze

vSetky znaky sU I zastupené rovnako). Potom
nm

E(r) = Y P(SI] = T[i) = 5

v, |

V priemernom pripade teda plati odh&asovej zloZitostD( T logn).

21 Zrychlenia dynamického programovania na vypaet edi-
tacnej vzdialenosti

21.1 Ukkonenon algoritmus: Zrychlenie pre vefmi podobné etazce

Ukazeme Ukkonenov algoritmus z roku 1985, ktory pracupaseO(nD), kdeD = dg(ST).
Uvazujeme zakladnu definiciu editeej vzdialenosti, v ktorej ma kazda operéacia cenu 1. V
grafovej reprezentacii dynamického programovania ma &axisla a vodorovna hrana cenu
1 a uhlopri€ne hrany maju cenu 1 alebo 0 podla tolkiosa prislusné znak a T zhoduju.
Hladame najkratSiu cestu (0,0,) do (m,n). Ak dg(S T) = D, mdZeme pouZit najviad
vodorovnych alebo zvislych hran.

Ocislujme uhlopri€ky v matici dynamického programovania (resp. v grafe) Zak hlop-
rieCka k obsahuje potika Afi, j| prek = j —i. Optimalne zarovnanie Zé&na na uhlopriéke
0. Kazda uhlopriéna hrana nechaw@slo uhlopri€ky rovnaké, kazda zvisla a vodorovna ho
meni o jedna. Nakolko najkratSia cesta obsahuje naiaodorovnych a zvislych hran, bude
sa cela vyskytovat' v pase uhloptek —D,...,D.

83



Rozhodovaci problém. Najskor vyrieSime rozhodovaci problém, v ktorom mame dané r
tazceSaT a hodnotk a chceme vedietGi de (S T) < k. UvaZzujme vSetky cesty @,0) do
(m,n), ktoré nevyb@ia z pruhu uhlopriéok —k; ... k. Z tychto ciest vieme najst najkratSiu
jednoduchou modifikaciou dynamického programovania, kdépzdy vrchol budeme v reku-
rencii uvazovat len tych z troch predchodcov, ktorf st vétvipruhu. V kazdom $pci matice
pocitame najviac R+ 1 hodn6t, celkova zlozZitost je teda(kn).

Ak nakoniec dostaneme hodnoim, n] < k, odpoved' na problém je ano, lebo sme nasli
aspa jedno zarovnanie s cenou mensou &kdoto zarovnanie musi byt aj optimalne, lebo
zarovnania, ktoré sme neuvazovali (tie, ktoré §ia@ ndsho pruhu), maju cenud&u akok.
Teda vieme, Zelg (S T) = Aim,n].

Ak naopak dostaneme hodnofim,n] > k, odpoved' je nie, lebo v3etky zarovnania (v
pruhu aj mimo pruhu) maju cenu &iu akok. StCasne vSak nepozname cenu optimalneho
zarovnania, vieme iba, Ze< dg (S, T) < Al[m,n|, lebo optimalne zarovanie modZe vyjst mimo
pruh.

Hlfadanie hodnoty D. Ak vopred nepozname hodnofly ktorl by sme mohli pouzit' pri
rozhodovacom probléme, mézeme ju najst postupom podobmgrhinarne vyhladavanie.
Zactneme s hodnotok = 1 a vzdy ked' odpoved' na rozhodovaci problém je nie, hodkotu
zdvojnasobime. Ked' narazime na pkiépre ktoré dostaneme odpoved ano, mézeme&kon
lebo zarové sme spoitali ajD = dg(S, T) a optimalne zarovnanie. Vieme, k&/2 < D < k*

a tedak® < 2D. Ak Cas potrebny na rozhodovaci problém je najwikc pre nejaku konStantu
c, Cas pre hfadani® bude

logk*
Z) c2'n < 2k*cn < 4Dcn= O(Dn).

HodnotaD je najviac maxm,n) a tedacas tohto algoritmu nebude nikdy asymptoticky
horsi akocas zakladného dynamického programovania. M6Ze vSak bgitadepSi pre velmi
podobné retazce.

21.2 Technika “Styroch Rusov”

Teraz predstavime d'alSie zrychlenie dynamického progkamia na vypoet edit&nej vzdia-
lenosti. Zakladna myslienka je rozdelit problém na malégoblémy, predpcitat rieSenie
kazdého mozného podproblému a potom pouZit' tieto préaoé rieSenia na zrychlenie al-
goritmu. Tato techniku vymysleli Arlazarov, Dinic, Krordcand Faradzev v roku 1970, na
edita&nu vzdialenost' ju adaptovali Masek a Paterson v roku 183 and Farach-Colton
(2008) tento pristup rozsirili pre velké abecedy.

Predpokladajme, Ze vstupné retazce su rovnako [Bh€ |T| = n a velkost abecedy je
2. MaticuA dynamického programovania rozdelime na Stvorce (blokiRosti t x t, tak aby
sa susedné bloky prekryvali jednynipstom a jednym riadkom. Kazdy blok bude tvorit jeden
podproblém. Uvazujme blok s favym hornym rohom v 6&li (i, j). Vstupom pre podproblém
bude prvy riadok a prvy kiec bloku ako aj prisluSnéasti retazco\saT, t.j. dvojica vekto-
rovxy = (Ali,j..j+t =1 Ali+1.i+t—1j]) axo=(Si+1l.i+t—1,T[j+21.j+t—1)).
Vystupom je vektoly = (Ali+t—1,j+1..j+t—1Ali+1.i+t—2 j+t—1]) obsahujdci
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posledny riadok a ltec bloku. Uvedomme si, Ze vstup jednozne utuje vystup, lebo pri vy-
pocte vnutra bloku potrebujeme len hodnoty z hranice blokudigttazce vstupnych retazcov
V Xo.

V3etkych moznych podproblémov j@+ 1)2-122-2  |ebo vektorx; ma dzku 2 —1 a
kazdy jeho prvok je editaa vzdialenost medzi nejakymi prefixa®a T, Cize celéislo od 0
don. Podobne vektox, obsahuje B— 2 znakov zo vstupnej binarnej abecedy. Tentogige
prilis velky a uz pre¢ = 2 by predp@gitanie trvalo dihSie ako bezné dynamické programovanie.
Potrebujeme zredukovat velkost vstupy.

Lema 4. Susedné patka v sipci alebo riadku maticé@ sa liSia najviac o 1.

Dokaz. UvaZzujme dve susedne pokia v riadku. Z definicieAli, j| < Afi,j — 1] + 1, lebo
existuje hranaldky 1 z vrcholu(i,j —1) do (i, j) a teda zo zarovnanigl..i] s T[1..] — 1]

vieme vytvorit' zarovnanieS[1..i] s T[1..j]. Podobne zo zarovnanBl..i] s T[1..j] chceme
vytvorit zarovnanie preS[1..i] s T[1..j — 1]. Odliime tri pripady podia poslednéhdpsta
optimalneho zarovnanig1..i] sT[1..]]:

e Ak posledny s]pec obsahujd [j] zarovnany s medzerou. Tentém{c mdzeme vynechat
a dostaneme tak zarovnanie s cenou o jedna nizSou. Teda Alaje 1] < Afi, j] — 1.

e Ak posledny spec obsahuj&]i] a T[j], vynechdme zo EﬂcaT[j]. Tym cena vzrastie
0 1 alebo ostane také isté, podla tokog|i| = T[j] alebo nie. Teda mam&i, j — 1] <
Al j]+1.

e Ak posledny dpec obsahuj&]i] zarovnané s medzerovu, najderipet obsahujucT [j]
a z nehaoT [j] zmazeme. Ak $pec ostane prazdny, zmazeme aj cely tenljpest Tato
zmena zase moze skoére bud' nechat rovnaké, znizit' alehsitzo 1.

V kazdom pripade teda plati, 24i, j| > Ali, j — 1] — 1. Podobne méZeme tvrdenie dokazat pre
stipec.

Tato lema ndm dava navod ako UspornejSie zakddovat' vektppmocou hodnotii, j| €
{0,1,...,n} a vektorux; hodndt rozdielov medzi susednymi hodnotami v prvom riacispr
stipciAfi, j+k|—Ai, j+k—1] aAfi+k, j]—Ali+k—1,j] €{0,1,—1}. Teda moznych vektorov
X1 je najviac(n+ 1)3%~2. Podobne zadefinujme vektgrrozdielov na vystupd\[i +t — 1, j +
K—Ai+t—21j+k—1, Ai+k j+t—1 —Ali+k—1,j+t—1].

Teraz zmenime definiciu podproblému tak, Ze nebudefmg, x;) potitat’y, ale z(x},x2)
budeme poitat' y nasledovnym postupom:

e Do lavého horného patka bloku dame hodnotu O (namie#tp, j|, ktoré nepozname).
e Z vektora rozdielow; spc&itame prvy riadok a prvy 'lsptec.

e Pomocou dynamického programovania vyplnime zvy3ok blétalicko (i + p, j + Q)
bude obsahovat hodno#li + p, j +q] — Ali, j].

e Z posledného riadku aipt:a sp@itame vektor rozdieloy, v ktorych €len A[i, j] vy-
padne.
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Tento algoritmus trvé(t2) pre kazdy blok dany vstupo(;, xo) a mame 3-222-2 moznych
blokov. Teda celkov§as predspracovania @t26%). Vysledky pre jednotlivé bloky uloZzime
do pola indexovaného vstupom prejtanym na celé&islo. Pre dany vstup viemetaseO(t)
spcitat index podproblému a néjst’ rieSenie v poli.

Po predspracovani algoritmus funguje nasledovne:

e Vypln nulty riadok a sipec matice, sptitaj rozdiely medzi susednymi pokami.

¢ Pre jednotlivé bloky matice najdi vstupné rozdiglyspcitané v predchadzajlcich blo-
koch a v poli njdi spéitané vystupné rozdiely.

e Na konci sp@itaj z rozdielov hodnoty v poslednonictmatice a vypiA[m, n].

Paet blokov jen?/t?, na kazdy blok potrebujemi&asO(t). Teda celkovytas jeO(n?/t +
t26%), Co pret = logg(n)/2 je O(n?/ logn).

Poznamky. Ak vieme vstup pre jeden blok ulozit do registra, najdemeeaxu rieSenia sa da
spravit v taseO(1) a celkova zloZitost bud®©(n?/log®n). Algoritmus sa da pouZit aj pre
abecedy velkosti végej ako 2, ale dostavame zlozito8{n?/log, n). Naopak, algoritmus sa
bez zmeny neda pouzit, ak operaciam v definicii d@litg vzdialenosti priradime vSeobecné
vahy.

21.3 Prehlad algoritmov na vypctet editatnej vzdialenosti

Algoritmus Problém Cas Poznamka
Zakladné dyn. prog. [ub. vahy O(mn)

Hirschbergov alg. lub. vahy O(mn) O(n) pamat
Hunt-Szymanski Ics O((n+r)logn) 0<r<mn
Ukkonenov alg. de/lcs O(nD) 0 <D < maxm,n)

Four Russians de/lcs O(mn/logn) o=0(1)

Algoritmy Hunt-Szymanski a Ukkonenov su adaptivne, lebadsgptuju na vlastnosti vstupu:
hoci v najhorSom pripade idtas je rovnaky alebo eSte horsi aas zakladného algoritmu, pre
niektoré triedy vstupov bezia ovela rychlejSie.

22 Hladanie pribliznych vyskytov vzorky podla editacnej
vzdialenosti
Hradame pozicié také, Ze existujg¢ <it.z.dg(P,T[j,i]) <k

~—— T .. TIPS N
P[1] .. P[m]

Doteraz sme si predstavili rieSenia podobnych problémov:

de(P,T[i—m+1.))=0 O(n) KMP
du(P,T[i—m+1..i]) <k O(nk) sufixovy strom + Ica

Mozné rieSenia nasho problému:
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e dynamické progamovani@(mn)
e kombinované dynamické progamovanie, sufixové stromy ®lck) (nebudeme robit’)

Pripoméme si, Ze hfadanie zarovnania pri vygie edit&nej vzdialenosti méZzeme repre-
zentovat' aj ako hladanie najkratSej cesty v grafe z vrah@, 0) do (m,n). Tentokrat ale
chceme zarovnat retazdeku kratkemu kusd', zmenime teda aj graf.

0,-1)

(m,)

e pridame na z&atok vrchols
e pridame hranys, (0, j))Vj=0...ns cenou 0

e cesta zesdo (m,i) zodpovedéa zarovnanill]j .. .i], kde j je taka, Ze cesta z&na hranou
(s(0,j-1))

e spustime dynamické programovanie, ako sme mali predtyma gutvy riadok, lebo tam
pouzijeme hranys, (0, j)) s cenou O

e vypiSemd take, ZeAjm,i] <k

Takto budeme vypisovat’ konce, ak chceme najstiatky, tak spustime tento algoritmus
na reverz slova

Patologicky pripad

T=a"m=n/2

P=a" k=n/2

Vyskytom je kazda dvojicdi, j), z toho vyplyva kvadraticky p@et vyskytov. Toto pre nas
nie je efektivne &o koby sme pre kazdy koniec vypisali najlepSiiatok?

Bo[i, j] =1, t.Z.1 je posledny vrchol grafu 0, kde prechadza min, cestsda(i, j). Pokial
nas zaujima aj konkrétne zarovnanie a nie len jeho cena\bpdiAl[i, j] cesta sdo (i, j), v
B[i, j| budeme ukladat poslednd hratfm, j) preA[n, j] <k.

Nepotrebujeme si pamatat’ cell tabulku so vSetkymi \§ignymi hodnotami, ale st
nam posledné 2 riadky, z ktorych vieme dofiat zvysSné nasledujuce. Teda pamatova zlozi-
tost je O(n+m).
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23 Uvod do bioinformatiky

Bioinformatika je odvetvie na hranici informatiky a biolégktoré skima matematické modely
skamanych biologickych problémov.

1. retazce = sekvencie
2. stromy

3. vela pravdepodobnosti a Statistiky

23.1 Ret'azce DNA

>={AC,G,T}

DNA je molekula s genetickou informéaciou. Ludsky gendm(@®Nhbozostava z 24 retazcov
s celkovou #kou ~ 10°. DNA = digitalny zapis, ktory obsahuje predpisy na vyrobatpfnov.
SU ulozené v taburke, ktor( nayvargeneticky kéa {A,C,G,T}3 — aminokyselina

Priklad: ATG— M

DNA okrem proteinov hovori aj kedy, kde a v akych mnozstvé&cma ktory protein tvorit'.
Tato oblast je stale predmetom skimania, lebo stale ejiezmédme do detailov, ako tento
mechanizmus funguije.

23.2 RNA

>={AC,G,U}
Ma dvojaku funkciu, bud’ je to enzym alebo potom méze matkitin daCasne uchovavat
informaciu z DNA

23.3 Proteiny

Protein je retazec nad 20 prvkovou abecedou - 20 r6znychakyselin. V fudskom orga-
nizme je asi 20000 roznych proteinov.
DlZka jedného proteinu je 100— 1000. Proteiny by sme mohli nazvat ako HW bunky.
Maju rozlicné ulohy, napr. enzymy - katalyzatory, dolezité pre Strukbunky, signalizacia
ainé.

23.4 Evollcia

Mutacia meni DNA a z toho pri evollcii vznikaju rozdiely médé@znymi druhmi. Ked'ze je
mutacia vel'ky zasah do organizmu, uchytia sa len tie, kioegobia n€ zl€, alebo su pozityvne
pre jedinca.

Operacie ktoré menia DNA:

e substitlicia, insercia, delécia

e duplikacia, preusporiadanie velkych blokov

88



Ked' porovname DNA dvoch fudji, zistime, ze sa liSia pribizv Q1% znakov.
Clovek a Simpanz sa liSia v 1% znakew 6mil. rokov
Clovek a mys sa liSia v 30% znakey 75mil. rokov

Z tohto vidime, Ze existuju ostréeky podobnosti v mori inych sekvencii. Vidime Ze v tych
miestach pravdepodobne doslo k velkej zmene. Taktiez npordsti m6zeme dedukovat, ze
funkcie, ktoré su velmi délezité pre Zivot bunky nie su zowané a nachadzame aj 200 znakov
dihé rovnaké sekvencie.

AT CGG A
A_CGG A (4)

Jedna z hypotéz je, Ze napr. retazée 4 vznikli zo spodto predka inserciou / deléciou. Z
tohto prikladu si m6zZeme uvedomit', Zarovnanie= hypotéza o evolucii Preto najdélezitejSi
problém, ktory rieSi bioinformatika jekalne zarovnanie

24 Lokalne zarovnanie

Dané siSaT, n4jdi zarovanie medzi podslova§i...j] aT[p...q] s o najv&Sou podob-
nost'ouk.
PouZzitie lokalneho zarovnania:

e hypotéty o evollcii
e urcovanie funkcii na zaklade podobnosti
¢ na zaklade podobnosti najst zachované dolezité regiong DN

Toto zarovnanie zodpoveda cesté z 1, p— 1) do (j, q). Ako modifikovat graf?
Pridame hranys, (i,p))vi=0...m,Yp=0...ns cenou 0. NaSa vysledna rekurencia:

0
) A1 wsi) T
A= AL -1+ w(-T() ®)

Ali =1, j]+w(Si], -)
Konce zarovnan(j,q) t.z. Aj,q] > k.
Nas ciel: Chceme vypisat neprekryvajlice sa rozdielnewaania matice.
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24.1 Lokalne zarovnania s dlhymi inzerciami a deléciami

Uvedomme si, Ze po istej sekvencie mohol byt vloZeny inykigpenetickej informécie a teda
mali by sme to brat ako jednu inzerciu. Preto musime eStaprrany:

(i,j)— (i,k)j <k, vaha 1
(i,7) = (K j)i < k, vaha 1
Co bude teraz rekurencia?
Ali, j] = maxs max.AK, j] -1 (6)
maX.j Ali, k] —1

Casova zloZitost je O(m.n(m+n))

LepSie rieSenie: majme 3 kdpie kazdého vrch@ly), - uhloprie€ka, (i, j )y - vodorovne,
(i,])z - zvislo.

Kam sa dostaneme(g, j)?

(i, ))u — (i,j+1)y -1 z&iatok insercie alebo delécie

(i,])z — (i,j+1)y -1 z&iatok insercie alebo delécie
LDy — (+1,])2 -1 z&iatok insercie alebo delécie @)
(i — (,i+2y 0 pokra&ovanie

(i,))z — (i+1,)); 0 pokraovanie

(ivl)u|v|z <|+17j+1)u W(S[i],T[i])

Potom p@itame maximumum z 9 moznosti a teda dostavaasmva zlozitost: O(m.n)
lebo médme hnhran.

25 Heuristické zrychlenia pre editatnd vzdialenost

Vypocet edit&nej vzdialenosti sltzi na hladanie lokalneho zarovnagdikladny algoritmus
vyuziva dynamické programovanie a beataovej zlozitosti O(m.n). V niektorych pripadoch
vieme pbvodny algoritmus vylepSit. Musime si uvedomig, édit&na vzdialenost budeme
ratat’ pre dlhé retazce, a teda zlozitost O(n.m) je pre m&grijatelna. Vid' tabulka??

n cas

100 0.0008 s
1000 0.08s
10000 | 8s
100000| 13 min
10° 22 hod
10/ 3 mesiace
108 25 rokov
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Obr. 44: Zarovanie

25.1 Baeza-Yates & Perleberg 1992

Priblizné vyskyty vzorky sl <k

RozdelimeP na Useky trky |25 | =r

P= mno6ina kuskov

Kazdé zarovnanie ma agpd kusok bez zmeny. Zoberieme si mnozinu kaskov a ndjdeme
si vSetky ich vyskyty W pouzijeme Aho - Corasickov algoritmus.

Casova zloZitost: Q(+m—+|1|)

VylepSeie: Budeme ratat dyn. programovanim len tam, kda&2e vyskytovat'.

j-m-k jHm+k

Zoberieme kasok Zdnajuci n«(i, j). Pre kazdy vyskyti, j) € | hfadame priblizné vyskyty
Pv T[j —m—Kk, j +m+ k] dyn. progamovanim gase Of¥)

Zlozitost spolu O+ n?|l|) = budeme analyzovat

Praktické zlepSenia: zbwvanie prekryvajucich sa intervalov.

Tymto sme dosiahli, Ze nam sfgprehladat’ mensiéasti. AvSak po pouziti zienia mame
¢asovu zlozitost Qf+ ), to je takéa istd ako ma& dynamické programovanie.

Budeme analyzovall | v priemernom pripade:

1

— > el
on 2 e

c n

Mozeme ich pouZzit viackrat a tak dostaneB€X). PreCo prave takto? Lebo v takomto
pride je to zadefinované aj ked mame nerovnomerne rozdgieavilepodobnost’ na’n. M6-
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i+m

—

nepriatefl vymysll P
simuluje AC na P, T -> spocita |I| = x

kamarat hadze sigma-stennou kockou

zeme pouzit' linearitE(X+Y) = E(X)+E(Y) E(X) = S xz oboru hodnex P(X = X)X

X o — 1 akP=TJi...i+p—1],peP
P 0 inak

X = S X
i;p%P P
=> D E(Xip)
P
E(Xip) = P(Xip = 0).0+P(Xp=1).1
P(Xip=1)=P(T [i]:p[']AT['—i—l]:p[i—l]/\[i+j—1]:p[r]):

= rlP +J— =plj])<o’

vysledok:E(X) =0 ".n.(k—1)
priemerny pripad je O+ n(k+ 1)o~"m?) pravdepodobnost, Z& < m/(6logem) r =
ler1 = % = Zmysiogym = 31090 M

1
o'<ag 3logy m=
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CelkovycCas v priemernom pripade je O(n).,10=4

6m= 10 T=4 k<1

100 k<5 (8)
1000 k<33

O(m.n) L ]

o(k.n) }v najhorSom pripade 9)

hradame nejaké zarovnania(a,a) = 1;w(a,b) = —1;w(a,—) =w(—,a) = —
lokalne zarovnapie s cenouk.
Hradame hrany tkky w, ktoré sa zhoduju:

(,j) Si...itw—1 = Sj...j+w—1]

1-11 1-11 1-11 (10)
N~ Y~ S~——
1 1 1
A GTZCA
A GTZCG (11)

N&jdeme mnozinu dvoji@, j), ktoré sa zhoduju (v jadraclji...i+w—1]=9j...j+w—1].
Pokusime sa ist po uhlopG&e a rozSirit zarovnanie. S rozSirenim skome, ked' je cena
rozSirenia menSia alebo rovna ako cena doterajSieho BegleprozSirenia. Ak je skoré ¢sie
akok vypiSeme.

Ako to mézeme robit'?

e sufixové stromy Qf+ m.|1|)
e Aho-Corasick algoritmus @.n+ n)

Ked budeme analyzovat Q. min(m,n)) zistime, Ze v praxi Q(|) skér zavisi odr .
Pre&o nendjdeme zarovnanie so sk&ré?

e lebo neobsahuje jadnw
e obsahuje jadro, ale skdime rozSirovanie priskoro

e zavisi odT

25.2 BLAST

Algoritmus bol vtvoreny Stephenom Altschulom a sgwitkmi v roku 1990. Vytvorime na-
hodne zarovnanielzky L.
skore v $pci:

e i+1 s pravdepodobnostau

e i —1 s pravdepodobnostad — p)

93



W malé w velké

pomalé vela zarovnani rychlejSie vynechava
vela zarovnani

HodimeL-krat mincou a tym ziskame zarovnanie. Potom zistithea v ziskanom zarovnani
nachadza za sebaujednotiek. Nasledne vygdtame pravdepodobnost P(odpoved je ano) =

9L . Algoritmus vyuziva dynamické programovanie.
Y = poCet + 1 na zéiatku postupnos¥ = {0,1,...,L}

0 i <w
Py epd-pgi—j—1 i>w

%

Y,

Y

Obr. 45: Speéitame si v kazdom pruzku, kolko z nich obsahuje jadro

g =3\ _o((Y =i).P(jadro|Y = j) =
= SIoP(Y =i).P(jadro]Y = j) +P(Y > w).P( jadro|Y > w) =
=51 P (1-p).g-j1+pYE(I]) =mn.P((i,j) €l) =mo"
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i-j-1

1 .. 1] -1

Obr. 46:nai-j- 1 mbze byt jadro

26 Viacnasobné zarovnanie

Zakladny problém: dané su retazces, S, ...,S, n= zikzl |S|. Najdite zarovnanie s opti-
malnou cenou.

Priklad: Zarovnanie troch retazcov

A C

A G
A C
A C

— =

A
- C
G A

O |

A
G
Motivacia: bioinformatika

e hypotéza o evoldcii: rovnaké znaky v jednoﬁpstpravdepodobne pochadzaju od spo-
locného predka

e zistit', Ci ide o inzerciu alebo deléciu

e ndjst pozicie, ktoré sa malo menia (takéto pozicie ngagto dolezitu biologickd funkciu
a mutacia znamena vyhynutie organizmu, teda prirodny vidheudrZuje viac-menej
nemenne)

Cena zarovnania: Cenuw(A) viacnasobného zarovnarAamozZme ugit réznymi spésobmi,
my si uvedieme tieto tri:

1. Sum-of-pairs(SP) - cenutime ako stet cien vSetkych dvojic riadkov viacnasobného
zarovnania. PresnejSie

i<]
kdeda je cena zarovnarisindukovaného viacnasobnym zarovnanim A. Cena prikladu
W(A) = da(S1, ) +da(S1, Ss) + da(S, S3) = 3+ 3+ 4= 10.

2. Porovnanie s konsenzom. Konsen@4sviachasobného zarovnamigje retazec, s -
kou rovnakou ako zarovnania, ktorého znaky siEastejSie sa vyskytujuce znaky v da-
nom stpci zarovnania. Potom cenu definujeme ako:

K
W(A) = _ZldA<Sc,S)

5da je editana vzdialenost a cena substittcie, inzercie, delécie yeptipade dvoch porilek cenu dodefinu-
jeme ako O
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Konsenzus prikladu 4 =ACACT-A a cena zarovnani@(A) = da(Ca, S1) +da(Ca, S) +
dA(CA,Sg,) =1+2+2=5

3. Vyuzitie fylogenetického stromu - predpokladajme, ZemadstromT 0 vyvoji orga-
nizmov. Ku kazdej vstupnej sekvencii je priradeny list sitoT . V kazdom vnatornom
vrcholeu chceme zostrojit retazc§,, také Ze cena

wA) = Y de(SiS)
(uv)eT
je minimalna.
Tato sumu budeme nazyvat fylogeneticka vzdialenost -imainy paet operacii, ktoré
su nutné aby sme upravili retazec z nejakého neznameha&or listy.

VSimnime si, Ze v poslednej definicii sme zadefinovali cersi yo€itd mnoZzinu retaz-
cov, ale nie samotné zarovnanie. Ak chceme zostrojit apwa@anie, pouzijeme nasledovny
pomocny pojem.

Definicia: NechT je strom. Vrcholuu priradime retazecdS,. Hovorime, Ze zarovnani&
retazcovs, je konzistentné § ak pre vSetky hranyu,v) € T platide (S, S)) = da(S,, S))

Lema: Pre kazdy strom existuje konzistentné zarovnanie.

ACACTGA

ACAGTA AACTC GCACTGA
S 1 S2 S3

Obr. 47: Priklad stromu s editaymi vzdialenostami susednych vrcholov

Ak teda pozname strom a retazce vo vnutronych vrcholocHinidée fylogenetickej vzdia-
lenosti, podla lemy zostrojime zarovnanie retazcov psetity vrcholy (vnatorné aj listy) a
zmazeme retazce pre vnatorne vrchdyn dostdvame zarovnanie pre vstupné retazce.

DoOkaz lemy: indukciou vzhladom na p&et vrcholov (retazcov v zarovnani)

1. bazak = 2 2 vrcholy - zoberieme optiméalne zarovnanie dvoch retaachfadom na
edita€nu vzdialenost

2. k> 2 Mame stromT. Odoberme mu list. T" =T —u. Z IP vyplyva, Ze existuje kon-
zistentné zarovnanie piE/, nazvime hoA'. Ozn&mev susedau v T a A, optimalne
zarovnanie§, aS,. Teraz po dpcoch spojime aAp doA.
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Obr. 48: Stromyl aT’ v druhom kroku dokazu lemy

() €Ap

y vlozime podk v A

(5) €Ap

— vlozime podx v A

(y) €Ap

y vloZime slpec — do A a pod nehy

Stipce VA’ s pomEkou vS,
W(A') +de(Su, )

maju pomEku v §,. Takto zostrojené zarovnanie ma cenu

Poznamka: KonsStruktivny dokaz dava navod na algoritmus v polynonuaitase.

26.1 Algoritmus pre SP

Dynamické programovanie: Tak ako v pripade zarovnania dvoch retazcov tak aj v tomto

pripade mbézeme pouzit dynam
troch retazcov:

ické programovanie. Zadefialgi podulohu pre zarovnanie

Ali, j, K] = cena optiméalneho zarovnartg1..i|, $[1..j], S3[1..K]

TaktieZ si zadefinujme funkciu na ohodnotenips v zarovnani:

a
b

v(a,b,c) = cena dpca (
c

Rekurencia:

Ali, j,k] = min

\

)

a,b,ce ZU{—}. Naprikladv(A,A,C) =2,v(—,—,A) = 2.

Ali—1,j— 1L k=1 +Vv(S[i], S[]], Ss[k])
Ali =1, ], k=1 +v(S[i], —, S[K])
A[|_17J 1k]—|—V(S]_H, [J]? )
Ali, j — Lk—1]+Vv(—, S[j], Ss[k])
All, j, k=1 4+ v(—, —, S[K])

All, | —1,K + V(= S[j],-)

Ali — l,]k]—l—V(Sl[l],—,—)

Vo veobecnom pripade pkeretazcov dostavame<2- 1 moznosti. Celkova zloZitost al-

goritmu jeO((2(n+1))X). V roku
pre vSetky 3 typy cien.

2006 Elias ukazal, Ze viacnasobné zarovnanie je&#Ré,
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V praxi sa pouzivaju rézne heuristiky:
e orezavanie dynamického programovania

. préoﬁgresivne algoritmy(rekurzivne rozdelim na @dasti a potom zarovnavam zarovna-
niad)

e pouzitim kotvy - dostaténe dlhy spolény retazec - potom sa zarovnavaju retazce sa-
mostatne pred kotvou a Zeu.

Aproximacny algoritmus pre SP cenu Urcime centralny retaze®& € {S1,S, ... S} taky,
zeyK  de(%,S) je minimalna.

Obr. 49: Strom s centralnym retazco®, z ktorého zostavime konzistentné viachasobné za-
rovnanie

Existuje zarovnanie konzistentné so stromom. V polynonaidl Case zostrojime viacna-
sobné zarovnania.
Pre indukovanu vzdialenosty tiez plati trojuholnikovéa nerovnost

da(S,S)) < da(S, &) +da(&, )
Ozn&meA* optimalne zarovnanie. Potom pre aproxdng faktor plati:

WA) iz dA(S )
W(A*)  Tizjda(S,S)

Precitatel plati
k

'Z\dE(S &)

3 (.5 < 5 (Ge(S: ) +0k(S.5)) = 2D
i#] i#]

pre menovatel

k
;dA*(S,Sj) > ;dE(S,Sj) > > de(S,&) = kZldE(S,St)
i) i#£] 1] i=
z toho

WA _2(k-D3E,de(S,S)  2(k—1)
w(A*>S kyk, de(S, &) K <2

6Tiez NP-tazky problém
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27 Zostavovanie DNA sekvencii

27.1 NajkratSie spol@&né nadslovo (shortest common superstring)
Vstup: §,S,...,5 € 2*
Vystup: NajkratSi retazeStaky, ze kazd& je podslovaS,

Priklad: { ema, ma, mamu, mama, erh& S=emamamuemu

Predpokladame, Ze Ziad&enie je podslovds; aki # j. Pretoze, také slova moézme vyne-
chat.

Uvedeny problém je NP-tazky. Aby sme to mohli ukazat, Zaugme si k nemu rozho-
dovaci problém:

Vstup: $,S,...5 €2 at

Vystup: Existuje spol@né nadslovo slo%;, S, ... S diiky najviact? (ano/nie)

Veta 3. Rozhodovaci problém pre najkratSie spwié nadslovo je NP-tazky.

Doékaz: 1980 Galant, Maier, Storer
V dbkaze pouzijeme redukciu z nasledujucej verzie Hamilskej cesty:

Hamiltonovskéa cesta:

Vstup: Orientovany graf s vrcholmi 1.n, kazdy vrchol, okrem vrcholm ma aspa 2 vy-
stupné hrany.

Vystup: Existuje cesta 1 dao, ktora prechadza cez kazdy vrchol prave raz?

Veta 4. Hamiltonovska cesta je NP-Uplny problém.

Dokaz vety[3 Musime zostrojit polynomialny algoritmus, ktory na vstugostane grab a
transformuje ho naslov&, S, ... S at také, Ze slov&, S, . . . Sc maju nadslovo kkky t prave
vtedy ked'G ma hamiltonovsku cestu. L

Algoritmus bude pracovat nad abecedbu- {1,2,...n} U{1,2,...n—1} U{c,$,#}. Pre
kazdy vrcholv € G a pre kazdu hranu ¥ do wg,wy,...Wx_1 zostrojime slova tvaruwv a
WiVW 1 1 modk- PresnejSie pre kazdy vrchokostrojime mnozinu slov

Ay={vwv:i=0...k—1}U{WiVWi 1 modk:1 =0...k—1}
kdek je patet odchadzajucich hramvz Definujme si Standardné nadslovo
S = VWV 1V ... VW1 Vg

Vidime, Ze slovd,y, je nadslovo mnoZziny slok. Pre kazdy vrchol z mnozinye {2,3,...n—
1} definujme konektor
Cy = {vitv}
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a nakoniec mnozinu terminalov _
T = {c#l,n#$}

Vystupna mnozina slov bude
L= (Uv:l...n—lAv) U (UV:Z...n—lcv) uT

a hradana frka slovat = 2m+ 3n, kdem je poset hran an je patet vrcholov grafiG.

cesta=- nadslovo Mame hamiltonovsku cestu®, ktora prechadza vrcholmi v poradgii, u, . . . up
(up = 1,un = n). K tejto ceste zostrojme retaz&= c#S,, u,#S, u#. . . #S,, 1, #$. Ukdzme,
Ze takyto retaze&je nadslovo slov z mnozinl a jeho dzka je 2n+ 3n.

o Kedze§,,, zafina nal tak retazea#1 je podretazeS. Podobne &, , ., konéi nan,
tedan#$ je podretaze&.

e Hamiltonovska cesta obsahuje vSetky vrcholy, po®wobsahuje vSetky retazc8
prei=1,2,...n—1. Vieme, Z€5 i, je nadslovo pre mnoZing;, tedaSje nadslovo pre
vSetkyA; kdei =1,2,...n—1.

e Je lahké nahliadnut, ze konektar,1#u 1 sa nachadza 8 medziS; u ., #Su,,u.», 8 Z
toho vyplyva Ze aj konektor@; prei = 2,3,...n—1 je podslovons.

Dizka Standardného nadslova pre vrchslk = dout(V) Vystupnymi hranami je R+ 41 Dizka
Sje

S = ,nzll<2dout+z>+<n_z>+4
— omt2(n—1)+ (n+2)
= 2m+3n

nadslovo=- cesta V L je 2m+nretazcov a kazdy z nich médiku 3. Ked' ich poskladame do
nadslova mdzu sa prekryvat najviac o 2 znaky, inak by badidrié. Nech sa prekryvaju o dva
potom dzka nadretazca je aspdm+ n+ 2. Ale konektory a terminaly sa nemézu prekryvat
0 2, pretoZe nemaju na kraji mrezu. Teda sa mozZu najviac mjédennozineA, sU mozné
prekryvy iba v tychto pripadoch:

1. WiVW 1 avW Vv
2. VWV awVw 1

Konektory sa mozu prekryvat iba o jeden znak a to v tychtpamidch:
1. vilvavwv.

2. WiVW 1 awi 1w 1

’Index priw v Standardnom nadslove beZiiopo k — 1 a potom od 0 pé, o je dokopy(k —1 —i+1) + (i —
0+1)=k+1.
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Minimalna dzka nadslova bezohfadu na graf jen2- 2n+ 2(n—2)+2 = 2m+ 3n. Ale my
——

konektory
méame slovo tEky 2m+ 3n a teda musi mat’ tvar

of.. . H#H... #H .. H#H.HS

S, Swz

Medzi mrezami musi by, pretoZe za mreZou je bezprostredreedvojica # sa uz nemoze
nikde inde vyskytovat, lebo konektor tohto typu je len jad8,y, musi byt v kuse, pretoze
inak by narastla lika slova. Analogicky za blokor§,,, musi nasledovat blok,, .. Nadslovo

Siw, reprezentuje hran(v,w;) € E a cely retazec reprezentuje hamiltonovsku cestu v grafe.

27.2 Aproximacie

Greedy algoritmus
1. najdi najv&si prekryv medzi dvoma slovami, t.j. najdihgitaku, zeS = ap aS; = ya.
2. spojS aSjdoyaf

3. opakuj 1. krok, kym nezostane iba jedno slovo

hladanie o Vybudujme sufixovy strom prS, HI’adéme najdlhéi prefix na ceﬁev sufixo-

Aby sme to vSak nemuseli robit pre kazda j zvlast, majme zovseobecneny sufixovy
strom pre5,, S, ... Sc. Pre dan&g hfadame najhlbsi prefig, ktory sufixom nejakeh;(j #1).
Hradame teda najdIihSi dolér, ktory nepatri retaguCelu iteraciu vieme urobit WO(|S|) a
cely algoritmus \€aseO(n).

dolny odhad faktoru Dolny odhad pre aproxintay faktor predchadzajuceho algoritmu je
2. NechLy = {c(ab)¥, (ba)¥, (ab)kc}. Potom

alg. nadslovo | dizka nadslova
greedy| c(ab)*c(ba)¥ 4K+ 2
opt. | c(ab)*1c 2k+4

Aproximatny faktor 342 — 2 prek — w. Je otvoreny problénti je to vzdy najviac 2.

Da sa ukazat, ze uvadzany algoritmus ma faktor 2 pri optraeli pcctu usetrenych znakov
(3 |S]) — c atiez faktor najviac 4 pri optimalizaciizky najkratSieho nadslova.

Maximalizacia uSetrenych znakov: Preformulujme Ulohu tak, Ze maximalizujemecpd
uSetrenych znakoe, potom dzka nadslova budéy |S|) — c. V optimalnom pripade sa ta-
kato dzka bude rovnat ttke najkratSieho spofmého nadslova, inak by sme mohli eSteCoie
uSetrit. Teraz mdézme ukazat, ze takato preformulovahalsa da aproximovat faktorom 2
pomocou uz spomenutého greedy algoritmu.
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27.3 TODO

Dokaz pre 4-apriximaciu usetrenych znakov.

28 Hladanie motivov

Doteraz sme sa prevazne zaoberali problémami, kde smeevdlegeli najst nejakd nami zvo-
lent vzorku. DneSny problém je trochu @pg: na zaklade textov sa snazime najst zaujimavu
vzorku, ktora sa v nicliasto vyskytuje.

28.1 Biologicka motivacia

DNA obsahuje gény (Useky kodujuce proteiny, RNA molekulggkvencie regulujace, kedy sa
ktory gén ma transkribovat' (kopirovat do RNA). Na spuséetmanskripcie sa na DNA viazu
proteiny zvané transkrimé faktory, ktoré “prilakaju” RNA polymerazu k éetku génu, aby
sa mohla zéat' transkripcia. Chceli by sme vediet, ktory transkyy faktor sa kam viaze v
gendme a ktoré gény reguluje. Kazdy faktor rozpoznagayumotiv v DNA sekvencii. Napri-
klad faktor E2F1 sa viaZze na retazec TTTCGCGC, pripustakv&Cité obmeny, napr. 4. a 5.
pozicia m6zu byt C alebo G a jedno z prvych troch T m6zZe byg&mané na iny znak.

Mame teda jeden konkrétny transkaiyy faktor a chceme zistit', na aky motiv v sekvencii sa
viaze. M6Zeme pouzit experimentalne metody, ktoré vedjatihpriblizne miesta, kde sa dany
faktor viaze, s presnostou napr. asi 500 znakov. Na zakiakishoto experimentu dostaneme
vela problizne 500-znakovych Usekov gendmu a chceme’ kéggky motiv, nachadzajici sa
v kazdom alebo aspiovo v&sine z nich. Dostavame teda vyjové problémy nasledujuceho
typu:

Mame dané retazc®,, S, ..., S dizky na dzku motivuL < n. Chceme najst motividky
L, ktory sa vyskytuje v kazdom, alebc®e najviac retazcocly.

Skuma sa niekofrko formulécii tohto problému, ktoré saalidefiniciou motivu a jeho vy-
skytov.

28.2 Problém 1: presné vyskyty retazca

V tomto pripade motiv bude jednoducho retazétkg L a budeme uvazovat jeho presné
vyskyty v texte. Hfadame teda také slovizkly L, ktoré sa vyskytuje ¥o najviac zo vstup-
nych retazcovs;, S, ..., S Trividlne mbézeme tento problém riesit' tak, Zze zoberieragdé
podslovo &ﬁky L zo vstupnych retazcov a spitame jeho vyskyty v ostatnych retazcoch. Ak
pouzijeme trivialny algoritmus aj na hfadanie vyskytoestilneme zloZitos®(n?k?L). Videli
sme vsak, ako sa da tento problém rieSit aj v linearri@seO(nk), ak pouzijeme sufixové
stromy a Struktdry na hfadanie najnizSieho sgmiého predka.

28.3 Problém 2: Consensus Pattern Problem, nepresné vysiptetazca

V tomto probléme je motiv stale obgjny retazec, dovolujeme vsak priblizné vyskyty,qom
meriame Hammingovu vzdialenost. Formalne hfadame zets diZky L a pozicie vyskytu
i1,i2,...ix také, Ze stet vdialenosti ok jednotlivym vyskytomz'j‘:1 dn (S Sjfij..ij+L—1])
je minimalny.
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Poznamka: Ak by sme namiesto Hammingovej pouzili éditavzdialenost, iSlo by o lo-
kalnu verziu viacnasobného zarovnania.

Tento problém je opéat NP-tazky, obsahuje vSak dva podigraly, ktoré sa daju efektivne
rieSit. Ak pozname vyskytys,...ik, vieme optimalnes ndjst’ tak, Ze na kazdej pozicii zobe-
rieme znak s naj\@im p&tom vyskytov. Naopak, ak poznargvieme najstiy, . ..ix tak, ze
v kazdej sekvencii vyberieme podsloviikly L s najmenSou Hammingovou vzdialenostou od
S

Tieto dva algoritmy sa daju spojit do jednoduchej heukistzatneme s nejakym zozna-
mom vyskytov, pre ne ndjdeme najlepSi mdia pre tento motiv znova najdeme vyskyty. To
opakujeme, kym dochadza k zmenam. V kaZzdej iteracii sa deBania zlepsi, alebo ostane
rovnaka.

Druha heuristika zvoli z& nejaké podslovo retazcg dizky L, potom najde vyskyty. Ak
toto spravime pre vSetky podslova vSetkych vstupnychzet'a a zvolime najlepSie, dosta-
vame 2-aproximény algoritmus.

Dokaz: Necho; je optimalny vyskyt optimalneho motiviswv retazci§, nechd; = Dy (i, S)
anechp je index najmensiehd,. Potom ked' skiSame v naSom algoritme matjy dostavame
podlatrojuholnikovej nerovnosti, ktora pre Hammingowadhialenost plati, nasledujaci vztah:

dn (ap, ai) < dy(ap,S) +du (S ai) <2d4(ai, ).

Teda cena motiva, je najviac dvojnasobok cerfy Nas algoritmus najde rieSenie aggak
dobré akaxp (moze zvolit iné vyskyty alebo iny motiv, ale iba ak su aspak dobré).

Tento algoritmus mdéZeme d'alej zovSeobecnit tak, Ze nem&lz&inat' z jedného pod-
slova, ale zr podslov, kder je konStanta zvolena uzivatefom. Budeme skuSat' vSetige
podslov dzky L zo vstupnych retazcov s opakovanim (t.j. to isté podsloddeme pouzit’ aj
viackrat v tej istej-tici). Pre kazdir-ticu najdeme jej konsenzi&(najpcetnejSie pismeno v
kazdom dpci) a preS potom najdeme najlepsi vyskyt v kazdom retazci. Celkovolizne S,
ktoré malo najlepSiu cenu.

Priklad: UvaZzujme retazce abaab, baaba, aabab, bbadz adb= 5, t.j. cely retazec
bude vyskytom. Optimalny motiv je aaaaa s cenou 10 (od kavdettazca sa |iSi o 2). Pre
r =1 zvolime vzdy za motiv jeden retazec. Zhodou okolnosti pérkazdy vyjde cena 12, t.j.
aproxima&ny faktor 1,2. Pre& = 3 napr. pre trojicu abaab, baaba a aabab dostaneme konsenzus
aaaab, ktory ma cenu 11, t.j. aproxitng faktor 1,1.

Li, Ma and Wang (1999) dokazali, Ze tento algoritmus m& apmneg&ny faktor najviac
1+ % v GaseO((nk)'*1L). Ide teda o polynomialnu aproxirdal schému (PTAS):
pre fubovolné e si vieme zvolit'r tak, aby chyba bola mensSia akotle. AvSak Cas rastie
exponencialne s a nedostavame tak velmi prakticky algoritmus.

28.4 Problém 3: Closest substring, nepresné vyskyty retaa

Tento probléme sa liSi od predchadzajuceho iba definicioyieSenia. Namiesto stu vzdia-
lenosti vyskytov od motivu budeme uvazovat maximum: ehaS, Sifij..ij +L—1]). Ak tento
problém preformulujeme ako rozhodovaci, pytame&sgare existuje motiv, ktory ma v kazdom
vstupnom ret'azci vyskyt s Hammingovou vzdialenost' owiej k.

Tento problém je eSte o rie tazsi ako predchadzajuci, lebo aj keby sme poznali wysky
nevieme lahko ndjst motiv. Nasledujuci problém je toigzt NP-Upiny. Closest string prob-
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1 2 3 4 5 6 7 8
A 01 0O O O0O0O0OTO
C 001 0 05 04 1 01
G O OO0 O05 06 01 O0
T 09 691 O OO OO

Obr. 50: Priklad pravdepodobnostného profilu.

lem: pre dané retazc®;,S, ..., Sc rovnakej dliky n najdi retazec, ktoré je od kazdého z nich
Vo vzdialenosti najvia&.

Rovnako ako predtym v3ak aj tu mdZeme dostat 2-apro&maalgoritmus, ak budeme
ako S skuSat' vSetky podslova. Takisto sa v praxi pouziva prdékanie s orezavanim, ktoré
Casto vie najst’ optimalne rieSenie na realistickych intach.

28.5 Problém 4: motiv ako regularny vyraz

Motiv tentokrat bude jednoduchy regularny vyraz, v ktorokneon normalnych znakov, do-
volime aj Zoliky, ktoré reprezentuju jeden z danej mnozimgkov. Napriklad motiv pre trans-
krip€ny faktor E2F1 sa da zapisat aRoT [CG] [CG] CGC, kde na Stvrtej a piatej pozicii dovolu-
jeme C alebo G. Niekedy sa skiimaju aj motivy s flexibilnymi mezemi, napiTTT-N (2, 3) -CGC
reprezentuje motiv, ktory 2éna TTT, potom obsahuje lubovolné 2 alebo 3 pismena (Nkney
v DNA ozn&ovat lubovolny alebo neznamy znak) a potom CGC. Pri léguwych vyrazoch
zvyCajne za vyskyt povaZzujeme podslovo, ktor&isgento vyraz, t.j. uz nepovolujeme d'alSie
substitucie.

Pre dany motiv chceme uvaZovat' qa jeho vyskytov, ale aj jeho Specifickost (motiv s
vela Zolikmi sa bude&asto vyskytovat agisto nahodou). V tejto oblasti existuje zaujimava
kombinaoricka tedria, ktora definuje akusi linearne vebé&zu motivov, z ktorej sa daju odvo-
dit' vSetky ostatné motivy s aspalvoma vyskytmi v danych retazcoch bez toho, aby sme sa
pozerali na tieto retazce.

28.6 Problém 5: motiv ako pravdepodobnostny profil

Regularny vyraz mbze dovolovat naditej pozicii vyber z viacerych alternativ, nevie vSak
zaSpecifikovat, Ze niektoré z tychto alternativ sa vyskytaenejcasto a niektor€astejSie.
Toto sa da dosiahnut pravdepodobnostnym profilom. Tengenyr maticolA rozmerovo x L,
kde Ax,i] je pravdepodobnost, Ze ndej pozicii v motive bude znak S(tet kazdého fica
matice je 1. V priklade na obrazkul50 tretia, Siesta, sieddsaraa pozicia obsahuju vzdy jedno
fixné pismeno s pravdepdobnostou 1, kym na ostatnych @aicgu mozné vzdy dve rézne
pismena potencialne s réznou pravdepodobnostou.

Aby sme utili, Ci nejaky retazear dizky L je vyskytom motivu, sp&itame jeho pravde-
podobnost ako stin py = -, Ali, a[i]] (predpokladame teda, Ze jednotlivé pozicie motivu
su nezavislé). Mé6zZzeme potom obmedzit’ vyskyty ako retazpeavdepodbnost ou nadditou
hranicou.

Ak vSak hfadame novy motiv, z¥ajne neutujeme jednozriany prah pravdepodobnosti,
ale hfadame tabulkiA a vyskyt v kazdej sekvenaii4, . . ., ak, ktoré maximalizuju s€in prav-
depdobnosti jednotlivych vyskytqq'j‘:1 Pa;- Ak UZ pozname sadu vyskytov a chceme zosta-
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vit motiv, ktory by maximalizoval tento stin, sp&itame na kazdej pozicii relativne frekvencie
jednotlivych znakov medzi vyskytmi a tie dame do tabulkgivinite si, Ze toto je podobné na
Consensus pattern problem, kde sme do motivu dali vZzdyasegjSi znak.

Jednym z moznych heuristickych pristupov na rieSenie tphablému je stochasticky al-
goritmus Gibbs Sampling. Tento nattatku zvoli nahodné vyskytgy, ..., ax a z nich zostavi
profil. Potom v kazdej iteracii vyberie jeden zo vstupnydfazeov S a v hom zvoli ndhodne
jednu poziciu ako novy vyskyt; pricom kazdu poziciu v sekvencii zvoli s pravdepodobnostou
amernoupg, pre tuto poziciu. Po zvoleni nového vyskytu préjpame profil a cely postup vefa
krat opakujeme.

Tento iterativny algoritmus sa podoba na jednoduchud h@arjktorti sme videli pre Con-
sensus pattern problem, ale 1iSi sa v dvoch aspektoch: vekdtgdacii menime polohu len
jedného vyskytu, nie vSetkych a ako novy vyskyt neberiementglepsi, ale nahodne, pom
lepSie vyskyty maju véSiu pravdepodobnost.

29 Usporné datové Struktary
Pozor, tatcast’ obsahuje iba zopar utrzkovitych poznamok, kombanpaoezentacie a pripravy

na hodinu.

29.1 Uvod do Gspornych Struktdr, Gsporna Struktira pre binarny strom
a pre rank a select

Pozri prednasku 17, Erik Demaine, MIT
http://courses.csail.mit.edu/6.851/springl2/lectures/

29.2 Zhrnutie rank/select
Rank:

e trivialne riesenie n log n bitov, pamatam si rank pre kazde i
e prakticke riesenie: pamatam si rank iba pre i*t pre nejakeysok dopocitam

e teoreticke riesenie: n+o(n) bitov: pamatam si rank kazd$dhtov, v ramci oblasti kratsi
rank v ramci t2 bitov, predpocitana tabulka pre rank v ranseiku dizky t2

e poznamka: ak chceme spocitat rafik, pouzijeme i+1-rank(i)
Select:
e teoreticke riesenie: n+o(n) bitov, zlozitejsie ako rank

¢ bin vyhladavanie so selectom O(log n) cas
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Obr. 51: llustracia dokazu o Catalanovycislach. Bijekcia medzi prvkami mnoziA =
X(3,3,—») \ X(3,3,0) a B = X(2,4,—). Grafy zobrazuju prefixové &fy. Vedla seba su
vzdy zodpovedajuce si prvky& a B, prevraten&ast’ je zobrazenéervenou.

29.3 Binarny lexikograficky strom

Na Erikovej prednaske sa vieme pohybovat po strome, alemaveistot, ci vnut. vrchol zod-
poveda slovu v mnozine

Jednoduchy fix s 3n bitmi: bitovy vektor pre vsetky vrcholpstu, poznac si, ktore vrcholy
zodpovedaju slovu z mnoziny

Ktory sme ozajstny vrchol zisti pomocou rank

Pre tie slova, ktore su v mnozine mozeme mat dalsie pole owdme cislom slova, ktore
opat ziskame pomocou rank v tomto dalsom vektore, v tomtogmebm mozeme mat dalsie
udaje, ako cisla dokumentov

Urcite existuju aj lepsie datove struktury, napr. nepaijetme explicitne ukladat bit pre
listy

29.4 Catalanovecisla

Budeme uvazovat nasledujuce problémy:
e Kolko je binarnych stromov & vrcholmi?
e Kolko je dobre uzatvorkovanych vyrazowngparmi zatvoriek?

e Kolko je postupnosti, ktoré obsahujukrat Cislo +1 an krat -1 a pre ktoré su vSetky
prefixové sdty nezaporné?

UZ sme videli, Ze prvé dva z tychto problémov su navzajomwetentné. Druhé dva su tiez
ekvivalentné, lebo st kazdu ravu zatvorku nahradit +1 a kazdu prava zatvorkuAby bol
vyraz dobre uzatvorkovany, v kazdom jeho prefixe musi bytbagolko Favych zatvoriek ako
pravych a teda v postupnosti +1 a -1 mame nezaporny prefix@st.s

Uké&Zeme teraz, Ze odpovedou na vSetky tri uvedené probjénBatalanoveislo C, =
(™ /(n+1) (Co=1,C; =1,C,=2,C3=5,...)

Nech X(n,m, k) je mnoZina vsetkych postupnosﬂﬁkiy n+ m obsahujucicm krat Cislo
+1, mkratCislo -1 takych, Ze kazdy prefixovy &t je aspn k. My chceme spoitat’ velkost
mnozinyX(n,n,0).
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Ak by sme nekladli Ziadne poZiadavky na prefixovétgidostali by sme mnoZink(n,m, —).
Verkost tejto mnoziny je|X (n,m,—e)| = ("="), lebo z celkovycm+ m pozicii v postupnosti
musime zvolitn, na ktorych bude hodnota +1, na ostatnych bude -1.

Uvazujme teraz mnozinA = X(n,n,—) \ X(n,n,0), t.j. mnozinu vSetkych “zlych” po-
stupnosti, v ktorych prefixovy $ét aspa raz klesne pod nulu. UkdZeme, Ze tato mnozina je
rovnako velka ako mnozin& = X(n—1,n+ 1, —). V mnoZineB su prefixové stty l'u-
bovolné a teda jej velkost vieme sg@at. NaSim ciefom je najst zobrazenia: A — B a
g: B — A, ktoré st navzajom inverzné a teda ide o dve bijekcie, patyiate rovnaku velkost
mnozinA aB.

Vezmime teda nejaku postupnoat...ag, z A a najdime najmensi index Ze siketa; +
.-+ g je —1. Postupnostf(a; ...ax) € B zostavime tak, Ze od indexwnapravo zmenime
znamienka na ogaé (obr[5]l). Nakolko stet celej postupnosty,...,ax, je 0 a si@et jej
prvychi Clenov je -1, s@iet zvySnycktlenov je +1. Ked im zmenime znamienka na opé,
ich s(Cet bude -1 a teda 6@t celej zmenenej postupnosti bude -2, musi teda obsalmovat
krdt+1 an+ 1 krat—1. Ide teda naozaj o postupnost z mnoziy

Naopak hodnotu zobrazenjgpre nejaku postupnodt; ... by, € B zostavime tak, Ze opat
najdeme prvy indek kde prefixovy stet klesne na -1 (taky musi existovat', lebo celkovgett
je -2). Opat vSetkyntlenom postupnosti napravo odmenime znamienka na apee. Takto
zjavne dostdvame zobrazenie inverzng k

Dokazali sme teda, Zé\| = |B| = (nzfl). Pcet dobre uzatvorkovanych postupnosti je teda
IX(n,n,0)| = [X(n,n,—o0)| — [X(n—1,n+1,~w)| = (") — (,2)). Lahkou Gpravou vyrazov
mozeme overit, Ze tento rozdiel je rovrﬁ{‘)/(n—i— 1).

Iny spésob ako odvodit' vzorec pre @&t dobre uzatvorkovanych vyrazov je najskor zapi-
sat tento p@et rekurenciou. Nech tedgn) je pcCet dobre uzatvorkovanych vyrazow parmi
zatvoriek. Pren = 0 uvaZujeme prazdny vyraz za dobre uzatvorkovany, mameTédja— 1.
Pren > 0 uvaZzujme prvu lava zatvorku a jej zodpovedajucu praviva&u. Nechi je po-
Cet parov zatvoriek medzi tymito dvoma. Vnutri tohto najg@ieho paru mézeme zatvorky
rozmiestnit T (i) sp6sobmi a zvySné zatvorky su napravo od tohto paru a moziyémoz-
miestnenéT (n—i — 1) spésobmi. Dostavame teda rekurentign) = S T(i)T(n—i — 1).

Ak tato rekurenciu vyrieSime metdodami kombinatoricke] lsgag, dostavame opéat Catalanove
Cisla. Na rieSenie je mozné pouzit napriklad generujuo&die.

29.5 Wavelet tree: Rank nad v&Sou abecedou

e Namiesto bitového pola mame retaz8oad v&Sou abecedokl

e Chceme podporovat ragl), co je pocet vyskytov pismerev retazciSO0..i]

OPT jenlog, 0

Pouzijeme rank na binarnych retazcoch nasledovne:

rozdelime abecedu na dve casjia>;

Vytvorime bin. retazec B dizky n: BJi]=1 iff S[i] je \&1

Vytvorime retazcesy a S, kde S obsahuje pismena z S, ktore sy sucet dizok je n
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e Rekurzivne pokracujeme v deleni abecedy a retazcov, az lkegostaneme abecedy vel-
kosti 2

rankg(i) v tejto strukture:

e akac 3, i=rank;(i) v retazci B

e pokracuj rekurzivne s vypoctom ragk) v lavom alebo pravom podstrome

Velkost: binarne retazaelog, o + struktury pre rank nad bin. retazcami (mozem skonkate-
novat na kazdej urovni a dosta(nlog, o)

CasO(logo), robim jeden rank na kazdej urovni. Extrahovanie S[i] tiezageO(logo)
Priklad: 2o={$,.,a}, 21 ={emu}

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
T[il] e m a . m a . m a m u . m a m a . m a . e m u $
Bf[iJ] 1 1+ 0o 0 ¢t 0 01 01 1 01 01 0O1 001 1 10
TO a.a.a.aa.a.$
T1 emmmmummmemnu

29.6 FM index
e Ferragina and Manzini 2000
¢ hladanie vyskytov P v T pomocou BWT a ranku
e T dizky n, pripojime $ na poziciu T[n]
e zostrojime sufixove pole SA pre TH = BWT(T)
e zostrojime wavelet tree pre T, vieme ratat rafikv T’
e spocitameC[a) = Y5 poa POCEL VysSkytovb v T
e nech L(S) = najmensiindexit.z. S je prefix T[SA][i]..n]
e nech R(S) = najvacsi index ...
e pre S = epsilon, mame L(S)=0, R(S)=n
e ak aS je podslovo T,(aS = Cla] + ranky(L(S) — 1)
e ak aS je podslovo TR(aS) = C[a] +ranky(R(S)) — 1
e navyse ak S je podslovo T, tak aS je podslovo T prave vtedy aB)<=R(aS)

e Opakujeme pre stale dlhsie sufixy P, nakoniec dostanemwahteA, kde sa nachadzaju
vyskyty - spatne hladanie

e vieme teda v O(|P|) testovat, ci ma vyskyt a kolko ich je, miegbwjeme ani SA, iba
wavelet tree

e existuju aj techniky na kompaktnejsie ulozenie SA
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Priklad

i 01 2 3 4 5 6 7
T[i] e m a m a . m
SA[i] 23 19 16 3 11 6 18 15
T°[i] w a a a u a m m
r$(i) 0 0 0 0 0 O O O
r.(i) 0 0 0 0 0 0 O O
ra(i) 0 1 2 3 3 4 4 4
re(i) 0 0 0 0 0 0 O O
rm(i) 0 0 0 0 0 O 1 2
ru(i) 1 1 1 1 2 2 2 2
X $ a e m u

C(x) 0 1 6 12 14 22

hladam .ama
L(epsilon) = 0
R(epsilon) = 23

L(a)
R(a)

L(ma) = C(m) + rm(L(a)-1) = 14
R(ma) = C(m) + rm(R(a))-1 = 14

C(a) + ra(L(epsilon)-1)
C(a) + ra(R(epsilon))-1

L(ama) = C(a) + ra(L(ma)-1) =
R(ama) = C(a) + ra(R(ma))-1 =
L(.ama) = C(.) + r.(L(ama)-1)
R(.ama) = C(.) + r.(R(ama))-1

23
19
16

3
11

6
18
15

00 ~NO 0P WNE~ O

NNNDMNRE PR BB R RRe
WONPROW©WWO~NOUI P WNRO ©
N N [ BN =
NOFRNNP® P PNOO0WwWOoO

10

.emu$

.ma.emu$
.ma.mamu.mama.ma.emu$
.mama.ma.emu$
.mamu.mama .ma . emu$
a.emu$

a.ma.emu$
a.ma.mamu.mama.ma.emu$
a.mamu.mama.ma.emu$
ama.ma.emu$

amu.mama .ma.emu
ema.ma.mamu.mama.ma.emu$
emu$

ma.emu$

ma.ma.emu$
ma.ma.mamu.mama.ma.emu$
ma.mamu.mama.ma.emu$
mama .ma . emu$

mamu .mama.ma.emu$

mu$

mu.mama.ma.emu$

u$

u.mama.ma.emu$

29.7 TODO

Prerobit na normalne poznamky, pridat’ d@z MIT prednasky.
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