Obsah

Ůvod 3 Pojmy a oznaĞenia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 1 Amortizovană komunikaĞnă zloŚitos§ 7

1.1 KomunikaĞnă zloŚitos§ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 1.1.1 DeterministickĆ protokoly . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 1.1.2 NedeterministickĆ protokoly . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 1.2 Amortizovană komunikaĞnă zloŚitos§ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 1.3 Metćdy dolnŸch odhadov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 1.3.1 MonochromatickĆ obdŊŚniky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 1.3.2 Metćdy dolnŸch odhadov pre nedeterministickĆ protokoly . . . 14 1.3.3 Metćdy dolnŸch odhadov pre deterministickĆ protokoly . . . . 16 1.4 Odhady pre amortizovanč zloŚitos§ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 1.4.1 Vlastnosti metćd dolnŸch odhadov . . . . . . . . . . . . . . . 17 1.4.2 Optimălnos§ hornĆho odhadu . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 1.4.3 DolnŸ odhad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 1.4.4 Optimălnos§ dolnĆho odhadu . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 1.5 Amortizovană komunikaĞnă zloŚitos§ vĎĞĺiny funkcią . . . . . . . . . . 22

2 Simultănne protokoly 24 2.1 De˛nącie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 2.1.1 De˛nącie protokolov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 2.1.2 Simultănna komunikaĞnă zloŚitos§ . . . . . . . . . . . . . . . . 26 2.1.3 ZăkladnĆ vlastnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 2.2 PrehŇad znămych vŸsledkov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 2.2.1 Aplikăcie v booleovskŸch obvodoch . . . . . . . . . . . . . . . 29 2.2.2 VŸsledky pre konkrĆtne funkcie . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 2.2.3 Zhrnutie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 2.3 Odhady pomocou zăkladnŸch parametrov . . . . . . . . . . . . . . . . 41 2.3.1 Charakterizăcia pomocou p a n . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 2.3.2 Charakterizăcia pomocou p a r . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 2.3.3 Charakterizăcia pomocou p a s . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 2.3.4 Zhrnutie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 2.3.5 Simultănna sprăvovă zloŚitos§ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

Obsah 2

2.4 Charakterizăcia simultănnej zloŚitosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 2.4.1 Grafovă charakterizăcia zloŚitosti takmer simultănnych proto- kolov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 2.4.2 Charakterizăcia zloŚitosti zčŚenŸch simultănnych protokolov . 57 2.4.3 Zhrnutie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 Zăver 72

Literatčra 73

Ůvod

Năjs§ efektąvny algoritmus na vŸpoĞet urĞitej funkcie je obvykle §aŚkă čloha. Eĺte §aŚĺie je Ğasto năjs§ dolnŸ odhad zloŚitosti danej funkcie, teda dokăza§, Śe vĺetky algoritmy pre tčto funkciu majč vĎĞĺiu zloŚitos§. Jednou z technąk vyvinutŸch na dokazovanie dolnŸch odhadov v rŞznych modeloch je komunikaĞnă zloŚitos§.

ZăkladnŸ model komunikaĞnej zloŚitosti bol zavedenŸ v roku 1979 v Ğlănku [17]. V tomto modeli măme dvoch hrăĞov a kaŚdŸ z nich poznă jeden vstupnŸ čdaj. HrăĞi mŞŚu spolu komunikova§ (vymieďa§ si sprăvy) a ich člohou je vypoĞąta§ hodnotu urĞitej funkcie pre danč dvojicu vstupov. Snaha je năjs§ takŸ spŞsob vŸpoĞtu (algoritmus, protokol), pri ktorom si vymenia Ğo najmenej bitov.

Tento vŸpoĞtovŸ model je veŇmi jednoduchŸ a existujč pre neho kombinatorickĆ charakterizăcie zloŚitosti a jednoduchĆ techniky hŇadania dolnŸch odhadov zloŚitosti funkcią. Navyĺe boli năjdenĆ aj redukcie, ktorĆ umoŚďujč previes§ dolnĆ odhady komunikaĞnej zloŚitosti funkcią na dolnĆ odhady v inŸch modeloch. KomunikaĞnă zloŚitos§ bola takto aplikovană ako năstroj na hŇadanie dolnŸch odhadov pre VLSI obvody, booleovskĆ obvody, rozhodovacie stromy, ale aj naprąklad Turingove stroje a dătovĆ ĺtruktčry. TakĆto aplikăcie si Ğasto vyŚadovali pouŚi§ urĞitč obmenu zăkladnĆho modelu komunikaĞnej zloŚitosti, preto dnes existuje mnoho rŞznych variantov.

Aplikăcia dolnŸch odhadov do inŸch modelov vĺak nie je jedinŸm vŸznamom komunikaĞnej zloŚitosti. Jednoduchos§ tohto vŸpoĞtovĆho modelu umoŚďuje lepĺie skčma§ jeho vlastnosti a čĞinok, akŸ majč zmeny zăkladnĆho modelu na zloŚitos§ funkcią.

Tăto prăca sa zaoberă otăzkami sčvisiacimi s dvoma otvorenŸmi problĆmami v oblasti komunikaĞnej zloŚitosti. PrvŸm z nich je amortizovană komunikaĞnă zloŚitos§, druhŸm simultănna komunikaĞnă zloŚitos§. V obidvoch Ğastiach prăca podăva vlastnĆ ĞiastkovĆ vŸsledky, ako aj prehŇad uŚ znămych vŸsledkov.

Amortizovană komunikaĞnă zloŚitos§ je komunikaĞnă zloŚitos§ vŸpoĞtu funkcie na viacerŸch vstupoch naraz. Situăcia je teda takăto: nezăvisle od seba zvoląme dve dvojice vstupov a obe dvojice rozdeląme hrăĞom. HrăĞi majč pre kaŚdč dvojicu vypoĞąta§ vŸsledok. Samozrejme, mŞŚu poĞąta§ tak, Śe najprv vypoĞątajč vŸsledok pre prvč dvojicu vstupnŸch hodnŞt, potom pre druhč dvojicu. To znamenă, Śe komunikaĞnă zloŚitos§ takĆhoto vŸpoĞtu bude dvojnăsobkom zloŚitosti vŸpoĞtu pre jednu dvojicu vstupov. Otăzkou zostăva, Ği to je najlepĺą spŞsob, t.j. Ği hrăĞi nemŞŚu nejako vyuŚi§ skutoĞnos§, Śe poznajč dva vstupy sčĞasne a uĺetri§ tak Ğas§ komunikăcie.

Tčto otăzku mŞŚeme skčma§ v rŞznych obmenăch zăkladnĆho modelu. Ak sa skčma komunikaĞnă zloŚitos§ relăcią, problĆm amortizovanej zloŚitosti mă aj urĞitĆ aplikăcie do zloŚitosti booleovskŸch obvodov. Pre ĞiastoĞnĆ funkcie sa zas objavil prą-

Ůvod 4

klad, kde je naozaj moŚnĆ vŸpoĞtom pre viac vstupov naraz uĺetri§ Ğas§ komunikăcie. My sa budeme zaobera§ prąpadom čplnŸch funkcią, kde problĆm nemă aplikăciu pre inĆ modely, je vĺak stăle zaująmavŸ z teoretickĆho hŇadiska. ProblĆm amortizovanej komunikaĞnej zloŚitosti je jednou zo zăkladnŸch otăzok, ktorĆ si mŞŚeme o urĞitom vŸpoĞtovom modeli poloŚi§, pri zloŚitejĺąch vŸpoĞtovŸch modeloch je vĺak zloŚitĆ ju skčma§.

V tejto prăci podăvame struĞnŸ prehŇad znămych vŸsledkov a dŞkaz, Śe pre vĎĞĺinu funkcią sa nedă uĺetri§ viac ako 4 bity komunikăcie. Takisto uvădzame de˛nąciu komunikaĞnej zloŚitosti, prehŇad metćd dolnŸch odhadov a ich sčvislos§ s problĆmom amortizovanej komunikaĞnej zloŚitosti.

Simultănna komunikaĞnă zloŚitos§ pouŚąva znaĞne odliĺnŸ model komunikăcie. Vychădza z mnohočĞastnąckej zloŚitosti, Ğo je zovĺeobecnenie zăkladnĆho modelu pre viac čĞastnąkov. V mnohočĞastnąckej komunikaĞnej zloŚitosti măme n hrăĞov a poĞątame funkciu n vstupov. HrăĞ i pritom poznă vĺetky vstupy okrem i-teho. Informăcia poskytnută jednotlivŸm hrăĞom sa teda do znaĞnej miery prekrŸva.

V modeli simultănnej zloŚitosti, na rozdiel od mnohočĞastnąckej komunikaĞnej zloŚitosti, măme eĺte jednĆho hrăĞa navyĺe ("rozhodcu"), ktorŸ nepoznă Śiaden vstup. Ostatną hrăĞi nemŞŚu navzăjom komunikova§ a kaŚdŸ z nich poĺle rozhodcovi iba jednu sprăvu zostavenč na zăklade vlastnŸch vstupov. Rozhodca po prijatą vĺetkŸch sprăv musą vedie§ vypoĞąta§ vŸsledok. My sa budeme zaobera§ tŸmto modelom pre troch hrăĞov (a jednĆho rozhodcu).

OtvorenŸm problĆmom v oblasti simultănnej komunikaĞnej zloŚitosti troch hrăĞov je pre nejakč konkrĆtnu funkciu ukăza§, Śe mă veŇkč komunikaĞnč zloŚitos§. Zaująmajč năs vĺak iba takĆ funkcie, ktorĆ moŚno vypoĞąta§ polynomiălne na nedeterministickom Turingovom stroji a pre ktorĆ je dŊŚka jednĆho zo vstupov exponenciălne vĎĞĺia ako dŊŚky druhŸch dvoch vstupov. Ak by sa takŸto dolnŸ odhad podarilo năjs§, znamenalo by to vyrieĺenie dlho otvorenĆho problĆmu pre booleovskĆ obvody.^1 Model simultănnej zloŚitosti je pomerne novŸ (zavedenŸ v Ğlănku [13]), takŚe o ďom nebolo publikovanŸch veŇa prăc. Na rozdiel od zăkladnĆho modelu simultănnej zloŚitosti pre tento model nie sč znăme Śiadne metćdy dolnŸch odhadov. V prăci podăvame prehŇad znămych vŸsledkov | jednak spomąnanč aplikăciu do booleovskŸch obvodov a tieŚ znăme dolnĆ a hornĆ odhady pre niektorĆ skčmanĆ funkcie. VlastnĆ vŸsledky sa tŸkajč dvoch oblastą: charakterizăcie simultănnej komunikaĞnej zloŚitosti pomocou zăkladnŸch parametrov a kombinatoricko-grafovej charakterizăcie.

V prvej oblasti sa snaŚąme charakterizova§ zloŚitos§ funkcie pomocou jej zăkladnŸch parametrov, ktorĆ moŚno pre danč funkciu pomerne jednoducho zisti§. Pomocou tŸchto parametrov urĞujeme hornŸ odhad a kde sa dă aj dolnŸ odhad simultănnej zloŚitosti funkcie. NakoŇko sč skčmanĆ parametre veŇmi jednoduchĆ, ząskanĆ dolnĆ a hornĆ odhady sč od seba veŇmi vzdialenĆ. Poskytujč vĺak zăkladnč orientăciu vo vlastnostiach uvedenĆho modelu. K năjdenŸm dolnŸm a hornŸm odhadom uvădzame dŞkaz ich optimălnosti. Żpeciălne dŞkaz optimălnosti hornĆho odhadu vlastne zna-

1TŸmto problĆmom je pre nejakč konkrĆtnu funkciu (poĞątateŇnč polynomiălne na nedeterministickom Turingovom stroji) dokăza§, Śe sa nedă poĞąta§ booleovskŸm obvodom s hŊbkou O(log n) a veŇkos§ou O(n).

Pojmy a oznaĞenia 5

menă dokăza§, Śe existuje funkcia s veŇkou komunikaĞnou zloŚitos§ou. Năĺ dŞkaz vĺak ŚiaŇ nie je konĺtruktąvny, takŚe neprispieva k rieĺeniu uvedenĆho otvorenĆho problĆmu.

V oblasti kombinatoricko-grafovej charakterizăcie podăvame charakterizăcie dvoch miernych obmien simultănneho modelu pomocou bipartitnŸch grafov a matąc. Simultănna komunikaĞnă zloŚitos§ je zavedenă pomocou pojmov ako protokol, dŊŚka sprăvy a podobne. UvedenĆ charakterizăcie presne charakterizujč komunikaĞnč zlo- Śitos§ funkcie pomocou pojmov z oblasti kombinatoriky a tećrie grafov. Ako prąklad uvedieme poslednč z tŸchto charakterizăcią { k funkcii priradąme mnoŚinu matąc a hŇadăme Ğo najmenĺiu maticu, ktorej budč vĺetky matice z tejto mnoŚiny podmaticami. VeŇkos§ vŸslednej matice urĞuje simultănnu komunikaĞnč zloŚitos§ funkcie. Aj keČ naĺe charakterizăcie neumoŚďujč priamo jednoducho năjs§ dolnĆ odhady komunikaĞnej zloŚitosti, umoŚďujč pouŚi§ na ich hŇadanie prostriedky z kombinatoriky, Ği tećrie grafov.

V dŞkazoch uvedenŸch tvrdeną pouŚąvame predovĺetkŸm informaĞno-teoretickĆ a kombinatorickĆ metćdy (odhadovanie poĞtu objektov urĞitĆho typu). Ăas§ dŞkazov mă konĺtrukĞnŸ charakter, kde priamo konĺtruujeme objekt poŚadovanŸch vlastnostą.

Prăca je Ğlenenă do dvoch kapitol, kaŚdă kapitola sa venuje jednej zo spomenutŸch oblastą. Na zaĞiatku kapitoly je vŚdy uvedenă de˛nącia uvaŚovanĆho komunikaĞnĆho modelu a prehŇad znămych vŸsledkov. Potom nasledujč vlastnĆ vŸsledky.

Pojmy a oznaĞenia

V tejto Ğasti zavedieme niektorĆ pojmy a oznaĞenia pouŚąvanĆ v prăci. Ěalĺie ozna- Ğenia sč zavedenĆ priamo v texte.

De˛niĞnĆ obory, re§azce, matice

V oblasti komunikaĞnej zloŚitosti sa obvykle skčmajč funkcie, ktorŸch de˛niĞnŸm oborom sč koneĞnĆ mnoŚiny. ZvyĞajne sa uvaŚujč n-bitovĆ binărne re§azce, t.j. mno- Śina {0, 1}^n. Vo vĺeobecnosti budeme pre slovo v nad nejakou abecedou oznaĞova§ |v| jeho dŊŚku a prăzdne slovo budeme oznaĞova§ ε. Zre§azenie slov u a v budeme oznaĞova§ u · v alebo len uv. Znaky v re§azcoch budeme Ğąslova§ od nuly a ity znak re§azca u budeme oznaĞova§ u(i). Teda podŇa tohoto oznaĞenia măme, Śe u = u(0) · u(1) · · · u(|u| − 1). V kapitole o simultănnej komunikaĞnej zloŚitosti budeme uvaŚova§ funkcie de˛novanĆ nad mnoŚinou {0, 1, 2, . . . , n − 1}, ktorč budeme oznaĞova§ Z_n. Tčto mnoŚinu budeme zvyĞajne chăpa§ ako podmnoŚinu prirodzenŸch Ğąsel a prąpadnĆ aritmetickĆ operăcie vykonăvanĆ s jej prvkami sč myslenĆ ako operăcie v mnoŚine prirodzenŸch Ğąsel. Ak budeme uvaŚova§ sĞątanie v koneĞnej cyklickej grupe Z_n, budeme ho zapisova§ ako (x + y) mod n.

Ěalĺąm Ğasto pouŚąvanŸm objektom budč matice, spravidla binărne. Ich riadky a stŊpce budeme opĎ§ Ğąslova§ od nuly a prvok matice A nachădzajčci sa v riadku i a stŊpci j budeme oznaĞova§ A(i, j). JednotlivĆ riadky a stŊpce matice budeme Ğasto povaŚova§ za binărne re§azce.

Pojmy a oznaĞenia 6

InformaĞno-teoretickĆ pojmy

O mnoŚine slov X na nejakou abecedou budeme hovori§, Śe je bezpre˛xovă, ak neobsahuje navzăjom rŞzne slovă x a y takĆ, Śe x je pre˛xom y.

Ăasto budeme pouŚąva§ nasledujčcu vlastnos§ bezpre˛xovŸch mnoŚąn. Majme bezpre˛xovč mnoŚinu slov X nad abecedou {0, 1}. Potom ak najdlhĺie slovo v X mă dŊŚku n, tak mnoŚina X obsahuje najviac 2^n slov. Naopak, ak X obsahuje n slov, tak aspoď jedno z nich mă dŊŚku aspoď ⌈log n⌉. Pri tejto prąleŚitosti poznamenajme, Śe oznaĞenie log n pouŚąvame pre dvojkovŸ logaritmus.

BooleovskĆ obvody

BooleovskŸm obvodom budeme rozumie§ orientovanŸ acyklickŸ graf, v ktorom do kaŚdĆho vrcholu vchădzajč nanajvŸĺ 2 hrany. Vrcholy, do ktorŸch nevchădza Śiadna hrana, budeme nazŸva§ vstupnŸmi vrcholmi a vrcholy, z ktorŸch Śiadna hrana nevychădza budč vŸstupmi obvodu. KaŚdŸ vrchol okrem vstupnŸch vrcholov je oznaĞenŸ symbolom AND, OR alebo NOT, priĞom prvĆ dva symboly oznaĞujč iba vrcholy, do ktorŸch vchădzajč 2 hrany a NOT oznaĞuje iba vrcholy, do ktorŸch vchădza jedna hrana. VŸpoĞet takĆhoto obvodu sa de˛nuje prirodzenŸm spŞsobom { na zaĞiatku sa na vstupnĆ vrcholy umiestnia vstupnĆ bity. OstatnĆ vrcholy zodpovedajč hradlăm, ktorĆ poĞątajč z jednej alebo dvoch vstupnŸch hodnŞt prąsluĺnŸ vŸsledok podŇa typu hradla.

Na booleovskŸch obvodoch budeme skčma§ dve zloŚitostnĆ miery: hŊbku a veŇkos§. HŊbkou obvodu budeme rozumie§ poĞet vrcholov na najdlhĺej orientovanej ceste v prąsluĺnom grafe, veŇkos§ou obvodu budeme rozumie§ poĞet hradiel obvodu.

Kapitola 1

Amortizovană komunikaĞnă zloŚitos§

V tejto kapitole sa budeme zaobera§ problĆmom amortizovanej komunikaĞnej zlo- Śitosti. Najprv v prvŸch podkapitolăch zavedieme zăkladnŸ model komunikaĞnej zloŚitosti a uvedieme tieŚ de˛nąciu problĆmu amortizovanej komunikaĞnej zloŚitosti.

Ěalej prăca obsahuje prehŇad pouŚąvanŸch technąk dolnŸch odhadov pre deterministickč i nedeterministickč komunikaĞnč zloŚitos§.

V nasledujčcej podkapitole uvădzame prehŇad znămych vŸsledkov pre amortizovanč komunikaĞnč zloŚitos§. Uvădzame jednak vlastnosti dolnŸch odhadov v kontexte amortizovanŸch vŸpoĞtov, jednak znăme dolnĆ a hornĆ odhady amortizovanej zloŚitosti. Tăto podkapitola tieŚ obsahuje pŞvodnŸ prąklad funkcie, ktorej amortizovană zloŚitos§ sa rovnă presne komunikaĞnej zloŚitosti.

Poslednă podkapitola uvădza tvrdenie, Śe vĎĞĺina funkcią mă veŇkč amortizovanč zloŚitos§, ktorĆ je vlastnŸm vŸsledkom.

1.1 KomunikaĞnă zloŚitos§

V tejto Ğasti zade˛nujeme zăkladnŸ model komunikaĞnej zloŚitosti. Budeme vychădza§ z de˛nącie uvedenej v [10].

Zaoberajme sa nasledujčcou komunikaĞnou hrou: măme danŸch dvoch hrăĞov 1 a 2, ktorą chcč vypoĞąta§ hodnotu funkcie f(x, y), priĞom ale hrăĞ 1 poznă iba vstup x a hrăĞ 2 poznă iba vstup y. HrăĞi si navzăjom posielajč sprăvy podŇa danĆho protokolu, priĞom na konci vŸpoĞtu obaja poznajč odpoveČ. Ůlohou je năjs§ pre danč funkciu protokol, pri ktorom si hrăĞi vymenia Ğo najmenej bitov. UvaŚujč sa rŞzne druhy komunikaĞnŸch protokolov { deterministickĆ, nedeterministickĆ i pravdepodobnostnĆ. My budeme uvaŚova§ predovĺetkŸm deterministickĆ protokoly, uvedieme vĺak aj de˛nąciu nedeterministickŸch protokolov.

1.1. KomunikaĞnă zloŚitos§ 8

1.1.1 DeterministickĆ protokoly

DeterministickŸ protokol je predpis, ktorŸ v kaŚdom bode vŸpoĞtu urĞuje len na zăklade dovtedy prebehnutej komunikăcie, Ği uŚ je koniec vŸpoĞtu. Ak ăno, tak protokol Čalej urĞuje vŸsledok vŸpoĞtu. Ak eĺte nie je koniec, tak urĞuje, ktorŸ hrăĞ mă posla§ Čalĺą bit. Pre hrăĞa, ktorŸ mă posla§ bit, urĞuje protokol tento bit na zăklade jeho vstupu a dovtedy prebehnutej komunikăcie. Formălnejĺie mŞŚeme de˛nova§ protokol ako strom:

De˛nącia 1.1 Nech D_1, D_2 a H sč koneĞnĆ mnoŚiny. DeterministickŸ protokol z D_1 × D_2 do H je binărny strom, pre ktorŸ platą:

• kaŚdŸ list je oznaĞenŸ prvkom z mnoŚiny H,

• kaŚdĆmu vnčtornĆmu vrcholu je priradenă dvojica (i, f), kde i je 1 alebo 2 a f je ŇubovoŇnă funkcia f : D_i → {0, 1},

• hrany v strome sč oznaĞenĆ Ğąslami 0 a 1, priĞom z dvojice hrăn vychădzajčcich z vnčtornĆho vrcholu k jeho synom je vŚdy jedna oznaĞenă nulou a jedna jednotkou.

Intuitąvne teda vŸpoĞet podŇa protokolu zodpovedă niektorej ceste z koreďa do listu. Hodnota v liste urĞuje vŸsledok protokolu. Hodnota vo vnčtornom vrchole urĞuje hrăĞa, ktorŸ je Čalĺą na §ahu a pre neho urĞuje, akŸ bit mă posla§. Z vrcholu vŚdy pokraĞujeme po tej hrane, ktoră je oznaĞenă prăve poslanŸm bitom. Ak by sme teda uvaŚovali pozorovateŇa, ktorŸ nepoznă vstupy, iba vidą jednotlivĆ posielanĆ bity, tak takŸto pozorovateŇ vie, v ktorom vrchole protokolu sa vŸpoĞet prăve nachădza. Vie teda urĞi§, kto je na §ahu, prąpadne akŸ je vŸsledok vŸpoĞtu. Ak vie vŸsledok urĞi§ pozorovateŇ bez znalosti vstupu, tak ho isto vedia urĞi§ aj hrăĞi 1 a 2.

De˛nącia 1.2 Nech D_1, D_2 a H sč koneĞnĆ mnoŚiny a P nech je deterministickŸ protokol z D_1 × D_2 do H. Ěalej nech (x_1, x_2) ∈ D_1 × D_2. VŸpoĞtom protokolu P pre vstup (x_1, x_2) budeme nazŸva§ cestu v strome protokolu, pre ktorč platą:

• ZaĞąna v koreni stromu.

• KonĞą v niektorom liste stromu.

• Ak cesta prechădza cez vnčtornŸ vrchol u oznaĞenŸ dvojicou (i, f), tak pokraĞuje do toho syna vrcholu u, ku ktorĆmu vedie hrana oznaĞenă hodnotou f(x_i).

Komunikăcia protokolu P pre vstup (x_1, x_2) je zre§azenie vĺetkŸch oznaĞeną hrăn na ceste zodpovedajčcej vŸpoĞtu.

VŸsledok protokolu P pre vstup (x_1, x_2) je oznaĞenie listu, v ktorom konĞą cesta zodpovedajčca vŸpoĞtu.

Protokol P poĞąta funkciu f : D_1 × D_2 → H, ak pre kaŚdĆ (x_1, x_2) ∈ D_1 × D_2 je vŸsledkom protokolu P pre vstup (x_1, x_2) hodnota f(x_1, x_2).

1.1. KomunikaĞnă zloŚitos§ 9

Teraz uŚ mŞŚeme pristčpi§ k samotnej de˛nącii deterministickej komunikaĞnej zloŚitosti. KomunikaĞnou zloŚitos§ou deterministickĆho protokolu budeme rozumie§ dŊŚku komunikăcie pre jeden vstup v najhorĺom prąpade. Deterministickou komunikaĞnou zloŚitos§ou^1 funkcie budeme nazŸva§ komunikaĞnč zloŚitos§ \najlepĺieho" protokolu, ktorŸ tčto funkciu poĞąta.

De˛nącia 1.3 Nech P je deterministickŸ protokol z D_1 × D_2 do H. KomunikaĞnă zloŚitos§ protokolu P (budeme oznaĞova§ C_D(P )) je de˛novană ako hŊbka stromu zodpovedajčceho protokolu P (t.j. poĞet hrăn na najdlhĺej ceste od koreďa k listu).

Deterministickč komunikaĞnč zloŚitos§ funkcie f : D_1 × D_2 → H (oznaĞujeme C_D(f)) de˛nujeme takto:

C_D(f) = min{C_D(P ) | P je deterministickŸ protokol poĞątajčci f }.

Nakoniec uveČme prvč lemu, ktoră poskytuje dolnŸ odhad komunikaĞnej zloŚitosti konkrĆtneho protokolu v zăvislosti od poĞtu listov jeho stromu. Je to veŇmi triviălny odhad, je vĺak zăkladom vĺetkŸch uvădzanŸch odhadov komunikaĞnej zloŚitosti funkcią, ktorĆ sa snaŚia odhadnč§, koŇko aspoď musą by§ listov v kaŚdom protokole pre danč funkciu.

Lema 1.4 Nech P je deterministickŸ protokol z D_1 × D_2 do H, ktorĆho strom mă L listov. Potom platą C_D(P ) ≥ log L.

DŞkaz: Pre danŸ protokol P je zostrojme pre kaŚdč cestu z koreďa do listu prą-

sluĺnŸ vykomunikovanŸ re§azec. MnoŚina X vĺetkŸch tŸchto re§azcov je bezpre˛xovă mnoŚina, lebo Śiadna cesta nie je zaĞiatkom inej (kaŚdă cesta konĞą v liste).

Najdlhĺą re§azec z X mă dŊŚku C_D(P ), mnoŚina X teda obsahuje najviac 2^{CD(P )} prvkov. SčĞasne mă mnoŚina X presne L prvkov, lebo do kaŚdĆho listu vedie prăve jedna cesta z koreďa, ktorej zodpovedă prăve jeden re§azec. Teda platą L ≤ 2^{CD(P )}.2

Na năĺ protokol sa mŞŚeme pozera§ aj tak, Śe hrăĞi si striedavo vymieďajč sprăvy (dŊŚky aj vĎĞĺej ako 1), pre kaŚdč situăciu v priebehu protokolu je vĺak mnoŚina sprăv, ktorĆ mŞŚe posla§ niektorŸ z hrăĞov, bezpre˛xovă. V strome tăto mnoŚina sprăv zodpovedă vĺetkŸm cestăm z aktuălneho vrcholu, ktorĆ prechădzajč iba cez vrcholy oznaĞenĆ tŸm istŸm hrăĞom.

1.1.2 NedeterministickĆ protokoly

NedeterministickĆ protokoly sč miernou obmenou deterministickŸch protokolov. Ląĺia sa tŸm, Śe hrăĞi mŞŚu ma§ v jednotlivŸch bodoch vŸpoĞtu na vŸber z viacerŸch sprăv, priĞom "hădajč", ktoră moŚnos§ vedie k vŸsledku. Pre jeden vstup takto mŞŚe existova§ viacero moŚnŸch vŸpoĞtov, priĞom niektorĆ z nich mŞŚu skonĞi§ nečspechom. PoŚaduje sa vĺak, aby pre kaŚdŸ vstup existoval aspoď jeden čspeĺnŸ vŸpoĞet a aby vĺetky čspeĺnĆ vŸpoĞty pre jeden vstup dăvali rovnakŸ vŸsledok.

1Slovo deterministickŸ budeme obĞas vynechăva§.

1.1. KomunikaĞnă zloŚitos§ 10

De˛nącia 1.5 Nech D_1, D_2 a H sč koneĞnĆ mnoŚiny. NedeterministickŸ protokol z D_1 × D_2 do H je binărny strom, pre ktorŸ platą:

• kaŚdŸ list je oznaĞenŸ prvkom z mnoŚiny H ∪ {fail},

• kaŚdĆmu vnčtornĆmu vrcholu je priradenă dvojica (i, f), kde i je 1 alebo 2 a f je ŇubovoŇnă funkcia f : D_i → { {0}, {1}, {0, 1} },

• hrany v strome sč oznaĞenĆ Ğąslami 0 a 1, priĞom z dvojice hrăn vychădzajčcich z vnčtornĆho vrcholu k jeho synom je vŚdy jedna oznaĞenă nulou a jedna jednotkou.

JedinŸ rozdiel medzi de˛nąciu deterministickĆho a nedeterministickĆho protokolu je teda v tom, Śe v nedeterministickom protokole mŞŚu by§ listy oznaĞenĆ aj ĺpeciălnym znakom fail a vo vnčtornŸch vrcholoch mŞŚe ma§ hrăĞ, ktorŸ je prăve na §ahu, pre danŸ vstup neprăzdnu mnoŚinu moŚnŸch bitov. Analogicky ako v prąpade deterministickŸch protokolov zade˛nujeme aj vŸpoĞet a funkciu poĞątanč protokolom. Vĺimnite si, Śe nie kaŚdŸ nedeterministickŸ protokol poĞąta nejakč funkciu.

De˛nącia 1.6 Nech P je nedeterministickŸ protokol z D_1 × D_2 do H. Ěalej nech

(x_1, x_2) ∈ D_1 × D_2. VŸpoĞtom protokolu P pre vstup (x_1, x_2) budeme nazŸva§ ŇubovoŇnč cestu v strome protokolu, pre ktorč platą:

• ZaĞąna v koreni stromu.

• KonĞą v niektorom liste stromu.

• Ak cesta prechădza cez vnčtornŸ vrchol u oznaĞenŸ dvojicou (i, f), tak pokraĞuje do niektorĆho zo synov vrcholu u, ku ktorĆmu vedie hrana oznaĞenă hodnotou z mnoŚiny f(x_i).

VŸpoĞet sa nazŸva nečspeĺnŸ, ak konĞą v liste oznaĞenom fail. VŸpoĞet sa nazŸva čspeĺnŸ, ak konĞą v liste oznaĞenom prvkom h ∈ H. Pre čspeĺnŸ vŸpoĞet sa vŸsledkom vŸpoĞtu nazŸva tăto hodnota h.

Protokol P poĞąta funkciu f : D_1 × D_2 → H, ak pre kaŚdĆ (x_1, x_2) ∈ D_1 × D_2 existuje aspoď jeden čspeĺnŸ vŸpoĞet a vŸsledkom kaŚdĆho čspeĺnĆho vŸpoĞtu pre vstup (x_1, x_2) je hodnota f(x_1, x_2).

Nakoniec zade˛nujeme nedeterministickč komunikaĞnč zloŚitos§ funkcie a protokolu, opĎ§ podobne ako pri deterministickŸch protokoloch.

De˛nącia 1.7 Nech P je nedeterministickŸ protokol z D_1 ×D_2 do H. KomunikaĞnă zloŚitos§ protokolu P | C_N (P ) je hŊbka stromu zodpovedajčceho protokolu P .

Nedeterministickă komunikaĞnă zloŚitos§ funkcie f : D_1 × D_2 → H |

C_N (f) je de˛novană takto:

C_N (f) = min{C_N (P ) | P je nedeterministickŸ protokol poĞątajčci f}.

1.2. Amortizovană komunikaĞnă zloŚitos§ 11

Poznămka: V literatčre sa zvyknč nedeterministickĆ protokoly de˛nova§ trochu od-

liĺne. UvaŚujč sa len funkcie, ktorŸch oborom hodnŞt H je mnoŚina {0, 1}. Protokol potom nemă listy oznaĞenĆ symbolom fail, ale iba symbolmi 0 a 1, priĞom vŸsledkom protokolu pre danŸ vstup je 1 prăve vtedy, ak existuje vŸpoĞet s vŸsledkom 1. Je to teda podobnă de˛nącia nedeterminizmu ako v prąpade koneĞnŸch automatov, TuringovŸch strojov a podobne.

V tejto prăci pouŚąvame de˛nąciu z [5], ktoră sa dă pouŚi§ aj pre viacprvkovĆ mnoŚiny H, akĆ sa vyskytujč pri skčmaną amortizovanej komunikaĞnej zloŚitosti.

Na zăver uvedieme obmenu lemy 1.4 pre nedeterministickĆ protokoly:

Lema 1.8 Nech P je nedeterministickŸ protokol z D_1 × D_2 do H, ktorĆho strom mă

L listov. Potom platą C_N (P ) ≥ log L.

DŞkaz: Podobne ako v leme 1.4 mŞŚeme aj tu pre kaŚdŸ list zostroji§ vykomuniko-

vanŸ re§azec, priĞom najdlhĺą vykomunikovanŸ re§azec mă dŊŚku C_N (P ) a mnoŚina vĺetkŸch vykomunikovanŸch re§azcov je bezpre˛xovă. preto mŞŚe obsahova§ najviac 2^{CN (P )} rŞznych re§azcov a teda măme L ≤ 2^{CN (P )}. 2

1.2 Amortizovană komunikaĞnă zloŚitos§

Vezmime ŇubovoŇnŸ vŸpoĞtovŸ model a zaoberajme sa nasledujčcim problĆmom: măme dve funkcie a pre kaŚdč z nich prąsluĺnŸ vstup, priĞom vstupy sč navzăjom nezăvislĆ. Otăzka je, Ği vŸpoĞtovă zloŚitos§ vŸpoĞtu funkĞnŸch hodnŞt pre obidve funkcie naraz mŞŚe by§ menĺia, ako keby sme poĞątali najskŞr jednu a potom druhč funkciu. Model komunikaĞnej zloŚitosti je dostatoĞne jednoduchŸ a sč v ďom znăme niektorĆ năstroje na ząskavanie dolnŸch odhadov zloŚitosti funkcią, takŚe je moŚnĆ sa v ďom pokčsi§ tčto otăzku rieĺi§. Ukazuje sa, Śe v niektorŸch prąpadoch je moŚnĆ trochu komunikăcie uĺetri§, ak poĞątame dve funkcie naraz. VĎĞĺina problĆmov v tejto oblasti vĺak naČalej zostăva otvorenŸch.

PrvotnŸ impulz k skčmaniu amortizovanej komunikaĞnej zloŚitosti bol v Ğlănku [9]. Autori sa zaoberajč separăciou tried NC^1 a NC^2. Navrhujč postup, akŸm by sa moŚno dalo dokăza§, Śe existuje funkcia, ktorč je moŚnĆ poĞąta§ booleovskŸm obvodom hŊbky O(log^2 n), ale nie obvodom hŊbky O(log n). JednŸm z krokov ich postupu je dokăza§, Śe amortizovană komunikaĞnă zloŚitos§ relăcie sa neląĺi prąliĺ od komunikaĞnej zloŚitosti tejto relăcie. Amortizovană komunikaĞnă zloŚitos§ sa Čalej skčmala v [5, 8, 7].

My sa budeme zaobera§ iba amortizovanou komunikaĞnou zloŚitos§ou funkcią, nie relăcią. Amortizovană zloŚitos§ funkcią sące nemă (zatiaŇ) takĆto vyuŚitie pre booleovskĆ obvody, je vĺak stăle zaująmavă z hŇadiska lepĺieho pochopenia vlastnostą vŸpoĞtovĆho modelu komunikaĞnej zloŚitosti. Najprv presne sformulujeme otăzku amortizovanej komunikaĞnej zloŚitosti.

OznaĞenie 1.9 Majme funkcie f : D_1 × D_2 → H a f^′ : D^′_1 × D^′_2 → H^′. Potom oznaĞme f ⊗ f^′ funkciu f ⊗ f^′ : (D_1 × D^′_1) × (D_2 × D^′_2) → (H × H^′), pre ktorč platą (f ⊗ f^′)((x, x^′), (y, y^′)) = (f(x, y), f^′(x^′, y^′)).

1.2. Amortizovană komunikaĞnă zloŚitos§ 12

Samozrejme funkcie, ktorĆ spăjame operăciou ⊗ nemusia by§ navzăjom rŞzne. MŞŚeme de˛nova§ aj funkciu f^{(l)}, ktoră je vlastne l inĺtanciami funkcie f.

OznaĞenie 1.10 Nech f je funkcia f : D_1 × D_2 → H. Potom de˛nujeme f^{(l)} nasledovne: f^{(l)} = { f pre l = 1 f ⊗ f^{(l−1)} pre l > 1

Naĺim cieŇom bude skčma§ vz§ah medzi medzi C_D(f ⊗ f^′) a C_D(f) + C_D(f^′). Takisto năs pre danč funkciu f bude zaująma§ sčvislos§ medzi C_D(f) a^1_l C_D(f^{(l)}). Napokon zavedieme eĺte jeden sčvisiaci pojem | amortizovanč komunikaĞnč zloŚitos§.

De˛nącia 1.11 Nech f je funkcia f : D_1 ×D_2 → H. Amortizovană komunikaĞnă zloŚitos§ funkcie f je

C_D(f) = lim sup_{l→∞} (1 l C_D(f^{(l)}) ) . Amortizovană komunikaĞnă zloŚitos§ funkcie teda vyjadruje, koŇko komunikăcie treba na vŸpoĞet jednej dvojice vstupov, ak poĞet naraz spracovăvanŸch dvojąc ide do nekoneĞna.

Priamo z de˛nącie triviălnou čvahou dostăvame nasledujčcu lemu:

Lema 1.12

C_D(f ⊗ f^′) ≤ C_D(f) + C_D(f^′) C_D(f^{(l)}) ≤ l · C_D(f) C_D(f) ≤ C_D(f)

Tăto lema năm naprąklad pre mieru C_D(f^{(l)}) dăva hornŸ odhad pomocou C_D(f). Avĺak stăle sme vĺak neuviedli

1. Ği je tento hornŸ odhad optimălny, t.j. Ği existuje funkcia, pre ktorč C_D(f^{(l)}) = l · C_D(f),

2. akŸ je dolnŸ odhad C_D(f^{(l)}) pomocou C_D(f),

3. funkciu, pre ktorč by sa C_D(f^{(l)}) Ğo najviac ląĺilo od l · C_D(f), t.j. funkcia, ktoră by ukazovala optimălnos§ hornĆho odhadu uvaŚovanĆho v bode 2.

V skutoĞnosti je problĆm 1 vyrieĺenŸ, pre problĆm 2 existuje nejakŸ dolnŸ odhad, nie je vĺak jasnĆ, Ği je optimălny. Otăzkou teda zostăva buČ zlepĺi§ tento odhad, alebo năjs§ nejakč funkciu (ako to popisuje bod 3), ktoră by ukazovala, Śe năjdenŸ odhad je optimălny.

Na rieĺenie vĺetkŸch troch bodov ale potrebujeme vedie§ zdola odhadova§ komunikaĞnč zloŚitos§ funkcie. Preto v Čalĺej kapitole uvedieme niektorĆ techniky na dokazovanie dolnŸch odhadov zloŚitosti funkcią.

1.3. Metćdy dolnŸch odhadov 13

1.3 Metćdy dolnŸch odhadov

V tejto podkapitole uvedieme niektorĆ znăme metćdy dolnŸch odhadov deterministickej a nedeterministickej komunikaĞnej zloŚitosti. Prăve existencia vhodnŸch metćd na hŇadanie dolnŸch odhadov robą z komunikaĞnej oblasti pouŚiteŇnŸ năstroj. Żtčdium optimălnosti tŸchto metćd tieŚ čzko sčvisą s problĆmom amortizovanej zloŚitosti funkcią.

1.3.1 MonochromatickĆ obdŊŚniky

MonochromatickŸ obdŊŚnik je kŇčĞovŸ pojem pri vĺetkŸch uvedenŸch metćdach dolnŸch odhadov. Teraz zavedieme tento pojem, ukăŚeme jeho sčvislos§ s komunikaĞnŸmi protokolmi a uvedieme zăkladnĆ dolnĆ odhady.

De˛nącia 1.13 Nech f : D_1 × D_2 → H je funkcia. MnoŚina R ⊆ D_1 × D_2 sa nazŸva obdŊŚnikom, ak sa dă zapąsa§ v tvare R = X × Y , kde X ⊆ D_1 a Y ⊆ D_2.

ObdŊŚnik R sa nazŸva monochromatickŸ, ak funkcia f nadobčda na vĺetkŸch jeho prvkoch rovnakč hodnotu.

Lema 1.14 Nech P je deterministickŸ alebo nedeterministickŸ protokol na vŸpoĞet funkcie f : D_1 × D_2 → H. Pre vrchol v stromu protokolu P uvaŚujme mnoŚinu vĺetkŸch vstupov (x, y) ∈ D_1 × D_2, pre ktorĆ existuje vŸpoĞet prechădzajčci vrcholom v. Potom pre kaŚdŸ vrchol v je tăto mnoŚina obdŊŚnikom.

DŞkaz: Postupujme indukciou vzhŇadom na hŊbku vrcholu v. Pre koreď stromu

tvrdenie triviălne platą, lebo mnoŚina vĺetkŸch vstupov D_1 × D_2 je obdŊŚnik.

Predpokladajme teraz, Śe tvrdenie platą pre nejakŸ vrchol u, ktorŸ nie je listom a dokăŚeme, Śe tvrdenie platą aj pre jeho syna v. Nech hrana uv je oznaĞenă Ğąslom e. Vrchol u je oznaĞenŸ dvojicou (i, f), kde i hrăĞ na §ahu a f je funkcia, ktoră urĞuje Čalĺie pokraĞovanie vŸpoĞtu. Predpokladajme bez ujmy na vĺeobecnosti, Śe i = 1. Vrcholu u zodpovedă podŇa indukĞnĆho predpokladu obdŊŚnik X × Y . Do vrcholu v budč pokraĞova§ takĆ vstupy (x, y) ∈ X × Y , pre ktorĆ platą e ∈ f(x). T.j. ak X^′ je mnoŚina vĺetkŸch prvkov x ∈ X, pre ktorĆ e ∈ f(x), tak vrcholu v zodpovedă obdŊŚnik X^′ × Y (ak by bol na §ahu hrăĞ 2, menila by sa mnoŚiny Y ). 2

De˛nącia 1.15 Majme funkciu f : D_1 × D_2 → H. Pokrytąm funkcie f budeme nazŸva§ mnoŚinu monochromatickŸch obdŊŚnikov, ktorŸch zjednotenie pokrŸva celŸ de˛- niĞnŸ obor funkcie f. Rozkladom funkcie f budeme nazŸva§ rozklad jej de˛niĞnĆho oboru na mnoŚinu po dvoch disjunktnŸch monochromatickŸch obdŊŚnikov, ktorŸch zjednotenie pokrŸva celŸ de˛niĞnŸ obor funkcie f.

OznaĞme teraz Rec_N (f) poĞet obdŊŚnikov v pokrytą funkcie f s najmenĺąm poĞtom obdŊŚnikov a Rec_D(f) poĞet obdŊŚnikov v rozklade funkcie f s najmenĺąm poĞtom obdŊŚnikov.

1.3. Metćdy dolnŸch odhadov 14

Veta 1.16 Majme funkciu f : D_1 × D_2 → H. Potom platą:

⌈log(Rec_D(f))⌉ ≤ C_D(f) ⌈log(Rec_N (f))⌉ ≤ C_N (f) ≤ ⌈log(Rec_N (f))⌉ + 1.

DŞkaz: UvaŚujme ŇubovoŇnŸ deterministickŸ protokol P poĞątajčci funkciu f. KaŚ-

dĆmu listu stromu P podŇa lemy 1.14 prislčcha obdŊŚnik obsahujčci vĺetky vstupy (x, y), ktorŸch vŸpoĞty konĞia v tomto liste. NakoŇko je protokol deterministickŸ, pre kaŚdŸ vstup je jednoznaĞne urĞenĆ, v ktorom liste jeho vŸpoĞet skonĞą. Preto sč tieto obdŊŚniky navzăjom disjunktnĆ a pokrŸvajč celŸ de˛niĞnŸ obor funkcie. Tieto obdŊŚniky sč takisto monochromatickĆ, lebo kaŚdŸ list stromu uŚ jednoznaĞne urĞuje funkĞnč hodnotu. Ak teda protokol P mă L listov, potom existuje rozklad funkcie f na L monochromatickŸch navzăjom disjunktnŸch obdŊŚnikov, takŚe Rec_D(f) ≤ L ≤ 2^{CD (P )}, priĞom poslednă nerovnos§ platą podŇa lemy 1.4. NakoŇko to platą pre ŇubovoŇnŸ protokol P , dostăvame prvč nerovnos§ vo vete.

DolnŸ odhad pre C_N (f) dostaneme podobne, budeme vĺak uvaŚova§ iba listy, ktorĆ nie sč oznaĞenĆ symbolom fail. KaŚdĆmu z tŸchto listov opĎ§ prislčcha monochromatickŸ obdŊŚnik, priĞom tieto obdŊŚniky pokrŸvajč celŸ de˛niĞnŸ obor, nemusia vĺak by§ navzăjom disjunktnĆ.

Aby sme dokăzali hornŸ odhad pre C_N (f), uvedieme nedeterministickŸ protokol. Majme mnoŚinu R monochromatickŸch obdŊŚnikov, ktoră tvorą minimălne pokrytie funkcie f, t.j |R| = Rec_N (f). HrăĞ 1 pre vstup x năjde vĺetky obdŊŚniky X × Y z R, pre ktorĆ platą x ∈ X. Nedeterministicky zvolą jeden z tŸchto obdŊŚnikov a poĺle jeho Ğąslo zapąsanĆ pomocou ⌈log(Rec_N (f))⌉ bitov. HrăĞ 2 năjde obdŊŚnik X × Y prislčchajčci prijatĆmu Ğąslu a pre vstup y zistą, Ği y ∈ Y . VŸsledok testu (bit 0 alebo 1) poĺle hrăĞovi 1. Ak hrăĞ 2 poslal 0, vŸsledkom vŸpoĞtu bude fail, ak poslal 1, vŸsledkom vŸpoĞtu bude funkĞnă hodnota, akč nadobčdajč vĺetky prvky obdŊŚnika X × Y . Uvedomme si, Śe v tomto prąpade x ∈ X a y ∈ Y , t.j. (x, y) ∈ X × Y a teda vŸsledkom čspeĺnĆho vŸpoĞtu bude vŚdy hodnota f(x, y). 2

Poznămka: Predchădzajčca veta charakterizovala nedeterministickč komunikaĞnč

zloŚitos§ funkcie pomocou miery Rec_N takmer čplne presne. Pre deterministickč zloŚitos§ sme vĺak uviedli len odhad zdola, priĞom nie je jasnĆ, nakoŇko je tento odhad presnŸ. Najlepĺą znămy odhad zhora je C_D(f) = O(log^2( Rec_D(f) )). Na druhej strane nie sč znăme funkcie, ktorŸch komunikaĞnă zloŚitos§ by bola od miery log(Rec_D(f)) vŸrazne vyĺĺia (najlepĺą znămy prąklad je funkcia, ktorej zloŚitos§ je konĺtantnŸm năsobkom log(Rec_D(f))).

1.3.2 Metćdy dolnŸch odhadov pre nedeterministickĆ protokoly

Nedeterministickč komunikaĞnč zloŚitos§ sme takmer presne charakterizovali pomocou miery Rec_N . Ak vĺak chceme năjs§ dolnŸ odhad zloŚitosti konkrĆtnej funkcie, takăto charakterizăcia năm stăle nemusą pomŞc§, pretoŚe odhadnč§ zdola poĞet obdŊŚnikov, ktorĆ musia by§ v kaŚdom pokrytą funkcie f, mŞŚe by§ pomerne năroĞnĆ.

1.3. Metćdy dolnŸch odhadov 15

Preto vzniklo niekoŇko metćd dolnŸch odhadov (spomeďme tzv. fooling set alebo metćdu najvĎĞĺieho monochromatickĆho obdŊŚnika uvedenč niŚĺie), ktorĆ sa pouŚąvajč jednoduchĺie, ale ktorĆ nedăvajč presnĆ odhady pre vĺetky funkcie. Tieto metćdy teda dăvajč năvod, ako sa pokčsi§ năjs§ pre danč funkciu dŞkaz toho, Śe sa v kaŚdom pokrytą musą vyskytova§ veŇa obdŊŚnikov.

V prăcach [8, 10] bolo zavedenĆ zovĺeobecnenie rŞznych metćd dolnŸch odhadov, ktorĆ uvădzame v nasledujčcej de˛nącii.

OznaĞenie 1.17 Majme funkciu f : D_1 × D_2 → H a nech μ : D_1 × D_2 → ⟨0, 1⟩ je rozdelenie pravdepodobnosti na mnoŚine D_1 × D_2. Pre R ⊆ D_1 × D_2 oznaĞme mieru mnoŚiny R μ(R) = ∑ (x,y)∈R μ(x, y). Ěalej ak c = max(μ(R)), kde maximum sa robą zo vĺetkŸch monochromatickŸch obdŊŚnikov R funkcie f, tak oznaĞme

B_μ = 1 c B_∗(f) = max_μ (B_μ).

Pre pouŚąvanĆ metćdy dolnŸch odhadov potom moŚno năjs§ nejakĆ rozdelenie pravdepodobnosti μ tak, aby nimi poskytovanŸ odhad bol B_μ. Toto zovĺeobecnenie mă tč vŸhodu, Śe năm umoŚďuje skčma§ vlastnosti rŞznych metćd dolnŸch odhadov sčĞasne. Prąkladom nech je nasledujčca veta, v ktorej pre metćdy spadajčce pod naĺe zovĺeobecnenie dokăŚeme ich sprăvnos§.

Veta 1.18 [8, 10] Majme funkciu f : D_1 × D_2 → H a nech μ : D_1 × D_2 → ⟨0, 1⟩ je rozdelenie pravdepodobnosti na mnoŚine D_1 × D_2. Potom platą

C_N (f) ≥ log B_μ.

TaktieŚ platą, Śe C_N (f) ≥ log B_∗.

DŞkaz: Miera pravdepodobnosti celĆho de˛niĞnĆho oboru je 1. V kaŚdom pokrytą

funkcie f musą teda by§ sčĞet mier obdŊŚnikov aspoď 1. NakoŇko kaŚdŸ monochromatickŸ obdŊŚnik mă mieru najviac 1/B_μ, potrebujeme aspoď B_μ obdŊŚnikov. PodŇa vety 1.16 dostăvame poŚadovanĆ tvrdenie. Druhă Ğas§ tvrdenia je potom uŚ len triviălnym dŞsledkom. 2

Pozrime sa teraz bliŚĺie na jednu z metćd dolnŸch odhadov, konkrĆtne na metćdu najvĎĞĺieho monochromatickĆho obdŊŚnika.

OznaĞenie 1.19 Nech f : D_1 × D_2 → H je funkcia. OznaĞme λ_f veŇkos§ (poĞet prvkov) najvĎĞĺieho monochromatickĆho obdŊŚnika funkcie f.

Miera λ_f je ĺpeciălnym prąpadom B_μ. Ak totiŚ zvoląme μ je uniformnĆ rozdelenie pravdepodobnosti, t.j. μ(x, y) =^1_{|D1×D2|} , monochromatickŸ obdŊŚnik s n prvkami mă mieru^n_{|D1×D2|} . Teda platą, Śe λ_f = (1/B_μ) · |D_1 × D_2|. Z toho priamo vyplŸva nasledujčca veta.

1.3. Metćdy dolnŸch odhadov 16

Veta 1.20 [17] Nech f : D_1 × D_2 → H je funkcia. Potom platą C_D(f) ≥ log |D_1| +

log |D_2| − log λ_f .

Na zăver sa eĺte pristavme pri zavedenej miere B_∗ = max_μ{B_μ}. Ako sme dokăzali vo vete 1.18, tăto miera năm taktieŚ dăva dolnŸ odhad C_N (f). Miera B_∗(f) sa pre danč funkciu odhaduje §aŚĺie ako B_μ pre konkrĆtne rozdelenie μ, ale mă tč dobrč vlastnos§, Śe je pomerne presnă, pretoŚe platą nasledujčca veta.

Veta 1.21 [8, 10] Majme funkciu f : D_1 × D_2 → H. Potom platą

log B_∗(f) ≤ C_N (f) ≤ log B_∗(f) + log log(D_1 × D_2) + O(1).

1.3.3 Metćdy dolnŸch odhadov pre deterministickĆ protokoly

Je zrejmĆ, Śe nedeterministickă zloŚitos§ funkcie nie je nikdy vĎĞĺia ako deterministickă, a preto dolnŸ odhad pre C_N (f) moŚno pouŚi§ aj ako dolnŸ odhad pre C_D(f). Pre mnohĆ funkcie takto dostăvame metćdami uvedenŸmi vyĺĺie pomerne tesnĆ odhady. Vo vĺeobecnosti sč miery C_D(f) a C_N (f) (pre booleovskĆ funkcie) v polynomiălnom vz§ahu, Ğo je jedna z prekvapivŸch vlastnostą modelu komunikaĞnej zloŚitosti. Nasledujčca veta udăva vz§ah medzi C_D(f) a C_N (f), priĞom je znăme, Śe uvedenŸ odhad je takmer optimălny.

Veta 1.22 [1] Nech f : D_1 × D_2 → H je funkcia. Potom platą

C_N (f) ≤ C_D(f) = O((C_N (f))^2).

Existuje aj jedna metćda, ktoră odhaduje priamo deterministickč komunikaĞnč zloŚitos§ (t.j. pomocou ktorej mŞŚeme pre niektorĆ funkcie năjs§ odhad vyĺĺą ako C_N (f)). Je to metćda hodnosti matice. Funkciu f : D_1 × D_2 → H si mŞŚeme predstavi§ aj ako maticu A typu |D_1| × |D_2|, priĞom riadky zodpovedajč jednotlivŸm prvkom z D_1 a podobne stŊpce zodpovedajč prvkom z D_2. Ěalej zvoląme pole F takĆ, Śe H ⊆ F a mŞŚeme poĞąta§ hodnos§ matice A nad poŇom F .

OznaĞenie 1.23 Nech A je matica a F je pole. Budeme oznaĞova§ rank_F (A) hodnos§ matice A nad poŇom F . Ěalej pre funkciu f : D_1 × D_2 → H takč, Śe H ⊆ F oznaĞme rank_F (f) = rank_F (A), kde A je matica nad F zodpovedajčca funkcii f.

Nasledujčca veta dăva dolnŸ a hornŸ odhad deterministickej komunikaĞnej zloŚitosti pomocou miery rank_F (f). Vidąme, Śe tieto odhady sč od seba veŇmi vzdialenĆ. Napriek tomu pre pole reălnych Ğąsel R nebola doteraz năjdenă funkcia, ktorej komunikaĞnă zloŚitos§ by sa od rank_R(f) tak veŇmi odliĺovala a existuje hypotĆza, Śe C_D(f) = log(rank_R(f))^{O(1)}.

Veta 1.24 [12] Pre funkciu f : D_1 × D_2 → H a pre pole F takĆ, Śe H ⊆ F platą:

⌈log(rank_F (f))⌉ ≤ C_D(f) ≤ rank_F (f) + ⌈log |H|⌉ .

1.4. Odhady pre amortizovanč zloŚitos§ 17

1.4 Odhady pre amortizovanč zloŚitos§

V tejto podkapitole uvedieme znăme vŸsledky pre amortizovanč zloŚitos§ funkcie a pre mieru C_D(f ⊗ g). V prvej Ğasti sa budeme zaobera§ vlastnos§ami metćd dolnŸch odhadov v kontexte amortizovanej zloŚitosti. Presnejĺie, budeme sa pre rŞzne metćdy zaobera§ otăzkou, Śe ak tăto metćda dăva pre funkcie f a f^′ dolnĆ odhady b a b^′, akŸ odhad dăva pre f ⊗ f^′.

V Čalĺąch Ğastiach uvedieme prehŇad znămych vz§ahov medzi komunikaĞnou zlo- Śitos§ou a amortizovanou zloŚitos§ou.

1.4.1 Vlastnosti metćd dolnŸch odhadov

Ak sme poznamenali v diskusii za lemou 1.12, na odvodenie netriviălnych poznatkov o amortizovanej zloŚitosti potrebujeme metćdy dolnŸch odhadov. PrehŇad pouŚąvanŸch metćd sme uviedli v predchădzajčcej podkapitole. Teraz ukăŚeme, ako sčvisia tieto metćdy s problĆmom amortizovanej zloŚitosti. UkăŚe sa, Śe pre uvedenĆ metćdy pre deterministickč aj nedeterministickč zloŚitos§, sč dolnĆ odhady aditąvne, t.j. Śe ak urĞită metćda dăva pre funkcie f a f^′ dolnĆ odhady b a b^′, pre f ⊗ f^′ dăva odhad aspoď b + b^′.

Pre niektorĆ odhady uŚ bola tăto otăzka skčmană v literatčre. V Ğlănku [5] autori dokazujč vz§ah pre Rec_N (f). V Ğlănku [9] autori dokazujč vz§ah pre rank(f). V knihe [10] sa uvădza vz§ah pre B_∗ uvedenŸ v dŞsledku 1.26. My sme metćdy pouŚitč v [10] zovĺeobecnili pre B_μ, Ğąm sme dostali vetu 1.25. Z tejto vety uŚ jednoducho vyplŸva vz§ah pre metćdu najvĎĞĺieho obdŊŚnika (dŞsledok 1.27).

Veta 1.25 Majme funkcie f : D_1 × D_2 → H a f^′ : D^′_1 × D^′_2 → H^′ a nech μ a μ^′ sč rozdelenia pravdepodobnosti na de˛niĞnŸch oboroch f a f^′. De˛nujme funkciu μ_⊗ na de˛niĞnom obore funkcie f ⊗ f^′ takto: μ_⊗((x, x^′), (y, y^′)) = μ(x, y) · μ^′(x^′, y^′). Funkcia μ_⊗ je potom rozdelenąm pravdepodobnosti a platą B_{μ⊗} = B_μB_μ′ . DŞkaz: [10] Najprv si uvedomme, Śe pre mnoŚiny X ⊆ D_1, X^′ ⊆ D^′_1, Y ⊆ D_2 a

Y^′ ⊆ D^′_2 platą

μ_⊗((X × X^′) × (Y × Y^′)) = μ(X × Y ) · μ^′(X^′ × Y^′).

Z toho dostăvame, Śe μ_⊗((D_1 × D^′_1) × (D_2 × D^′_2)) = 1 · 1 = 1 a zobrazenie μ_⊗ je teda rozdelenąm pravdepodobnosti.

Podobne mŞŚeme jednoducho dokăza§, Śe B_{μ⊗} ≤ B_μB_μ′ . Nech X × Y je monochromatickŸ obdŊŚnik funkcie f s mierou μ(X × Y ) = 1/B_μ a nech f na jeho prvkoch nadobčda hodnotu u. Podobne nech X^′ × Y^′ je monochromatickŸ obdŊŚnik funkcie f^′

1.4. Odhady pre amortizovanč zloŚitos§ 18

s mierou 1/B_μ′ a nech f^′ na jeho prvkoch nadobčda hodnotu u^′. Zostrojme teraz obdŊŚnik R = (X × X^′) × (Y × Y^′). Funkcia f ⊗ f^′ na vĺetkŸch jeho prvkoch nadobčda hodnotu (u, u^′) a teda R je monochromatickŸm obdŊŚnikom funkcie f ⊗ f^′. Miera obdŊŚnika R je μ_⊗(R) = 1/(B_μ · B_μ′ ). Dokăzali sme teda, Śe 1/B_{μ⊗} ≥ 1/(B_μB_μ′ ), z Ğoho uŚ măme poŚadovanŸ vz§ah.

Naopak, nech R_⊗ = X_⊗ × Y_⊗ je monochromatickŸ obdŊŚnik funkcie f ⊗ f^′ s najvĎĞĺou mierou a nech f ⊗ f^′ na jeho prvkoch nadobčda hodnotu (u, u^′). OznaĞme X = {x | (∃x^′)(x, x^′) ∈ X_⊗} X^′ = {x^′ | (∃x)(x, x^′) ∈ X_⊗}. DokăŚeme teraz, Śe R = (X × X^′) × Y_⊗ je monochromatickŸ obdŊŚnik, presnejĺie, Śe f na vĺetkŸch jeho prvkoch nadobčda hodnotu (u, u^′). Majme ((x, x^′), (y, y^′)) ∈ R. Z de˛nącie R existujč dvojice (x, x^′_1), (x_1, x^′) ∈ X_⊗. Z toho măme, Śe (f ⊗ f^′)((x, x^′_1), (y, y^′)) = (f ⊗ f^′)((x_1, x^′), (y, y^′)) = (u, u^′), Ğo znamenă, Śe f(x, y) = f(x_1, y) = u a f^′(x^′_1, y^′) = f(x^′, y^′) = u^′. Z toho ale măme, Śe (f ⊗f^′)((x, x^′), (y, y^′)) = (u, u^′). TakŚe obdŊŚnik R je monochromatickŸ a R_⊗ ⊆ R, takŚe R mă tieŚ najvĎĞĺiu moŚnč mieru. AnalogickŸm spŞsobom z R moŚno zostroji§ monochromatickŸ obdŊŚnik R^′, ktorŸ uŚ bude ma§ tvar R^′ = (X × X^′) × (Y × Y^′) a ktorŸ bude ma§ stăle rovnakč mieru ako R_⊗.

Dostăvame teda 1 B_{μ⊗} = μ_⊗(R^′) = μ(X × Y )μ^′(X^′ × Y^′) ≤ 1 B_μB_μ′ , Ğo znamenă, Śe B_{μ⊗} ≥ B_μB_μ′ . 2

DŞsledok 1.26 [10] Nech f_1 a f_2 sč funkcie. Potom platą

B_∗(f_1 ⊗ f_2) ≥ B_∗(f_1)B_∗(f_2).

DŞkaz: Nech μ_1 a μ_2 sč takĆ rozdelenia pravdepodobnosti, Śe B_{μ1} = B_∗(f_1) a

B_{μ2} = B_∗(f_2). Pre rozdelenie pravdepodobnosti μ_⊗ skonĺtruovanĆ podŇa vety 1.25 potom platą B_{μ⊗} = B_∗(f_1)B_∗(f_2). Tvrdenie dostăvame z toho, Śe B_{μ⊗} ≤ B_∗(f_1 ⊗ f_2). 2 Vetu 1.25 moŚno pouŚi§ aj na odvodenie aditąvnosti metćdy najvĎĞĺieho obdŊŚnika.

Tăto metćda sa v kontexte amortizovanej zloŚitosti eĺte nespomąnala, my ju vĺak budeme potrebova§ pri dŞkaze vety 1.35.

DŞsledok 1.27 Majme funkcie f : D_1 × D_2 → H a f^′ : D^′_1 × D^′_2 → H^′. Potom platą λ_{f ⊗f} ′ = λ_f λ_f ′ . DŞkaz: Vieme, Śe λ_f = (1/B_μ) · |D_1 × D_2|, priĞom μ je uniformnĆ rozdelenie pravde-

podobnosti na de˛niĞnom obore funkcie f. AnalogickŸ vz§ah platą aj pre funkciu f^′.

1.4. Odhady pre amortizovanč zloŚitos§ 19

Ak teraz z uniformnŸch rozdeleną μ a μ^′ zostrojąme zobrazenie μ_⊗ podŇa vety 1.25, dostaneme opĎ§ uniformnĆ rozdelenie. TakŚe platą λ_{f ⊗f} ′ = 1 B_{μ⊗} |(D_1 × D^′_1) × (D_2 × D^′_2)| = 1 B_μ |D_1 × D_2| 1 B_μ′ |D^′_1 × D^′_2| = λ_f λ_f ′ . 2 Zostăva năm zaobera§ sa metćdou rank_F (f), ktorč sme zaviedli pre odhad deterministickej komunikaĞnej zloŚitosti. Pri tejto miere vyŚadujeme, aby hodnoty funkcie f boli prvkami nejakĆho poŇa F . Tento predpoklad trochu s§aŚuje situăciu, lebo hodnoty funkcie f ⊗ f^′ sč dvojice. Preto sa nebudeme snaŚi§ vyjadri§ rank_F ′ (f ⊗ f^′) pomocou rank_F (f) a rank_F (f^′), ale vyjadrąme priamo C_D(f ⊗ f^′) pomocou rank_F (f) a rank_F (f^′).

Veta 1.28 [9] Majme funkcie f : D_1 × D_2 → H a f^′ : D^′_1 × D^′_2 → H^′, priĞom

H, H^′ ⊆ F pre nejakĆ pole F . Potom platą

C_D(f ⊗ f^′) ≥ log(rank_F (f)) + log(rank_F (f^′)).

DŞkaz: DŞkaz je zaloŚenŸ na tom, Śe zostrojąme funkciu g : (D_1 ×D^′_1)×(D_2 ×D^′_2) →

F takč, Śe g((x_1, x_2), (y_1, y_2)) = f(x_1, y_1) · f^′(x_2, y_@) (năsobąme v F ). Nie je problĆm ukăza§, Śe rank_F (g) ≥ rank_F (f)·rank_F (f^′). Navyĺe, ak nejakŸ protokol poĞąta f ⊗f^′, iba zmenou hodnŞt v listoch mŞŚeme z neho spravi§ protokol pre g a preto platą

C_D(f ⊗ f^′) ≥ C_D(g) ≥ log(rank_F (g)) ≥ log(rank_F (f)) + log(rank_F (f^′)). 2 1.4.2 Optimălnos§ hornĆho odhadu

Ako uŚ vieme z lemy 1.12, platą, Śe C_D(f^{(l)}) ≤ l · C_D(f). PoČme najprv dokăza§, Śe tento odhad je optimălny, t.j. Śe existuje funkcia f takă, Śe C_D(f^{(l)}) = l · C_D(f).

Veta 1.29 Nech n = 2^t pre t > 0 a nech f : Z_n × Z_n → {0, 1} je funkcia, pre ktorč platą f(x, y) = 1 ak x ≥ y ∧ x + y < n − 1 1 ak x ≤ y ∧ x + y > n − 1 0 inak.

Potom platą C_D(f^{(l)}) = l(t + 1).

DŞkaz: UvaŚujme funkciu f a zostrojme na jej de˛niĞnom obore rozdelenie pravde-

podobnosti μ takĆ, Śe

μ(x, y) = 1/(2n) ak x = y 1/(2n) ak x + y = n − 1 0 inak.

1.4. Odhady pre amortizovanč zloŚitos§ 20

1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 0 1

VŇavo vidąme prąklad funkcie f pre n = 2^3 = 8. Vo vĺeobecnosti pre ŇubovoŇnĆ t mă rozdelenie μ nenulovĆ hodnoty na diagonălach, priĞom na jednej z nich nadobčda funkcia f hodnoty 0 a na druhej 1. TakŚe μ dăva nenulovĆ hodnoty pre 2n prvkov a je teda rozdelenąm pravdepodobnosti.

Ěalej platą, Śe v kaŚdom monochromatickom obdŊŚniku je najviac jeden prvok (x, y), pre ktorŸ je μ(x, y) ≠ 0. Toto dostaneme jednoduchŸm rozborom prąpadov. Pre x = y platą f(x, y) = 1. KaŚdŸ obdŊŚnik, ktorŸ obsahuje (x, x) aj (x^′, x^′) pre x ≠ x^′, obsahuje aj (x, x^′) a (x^′, x) a nie je §aŚkĆ dokăza§, Śe pre jeden z tŸchto dvoch prvkov bude hodnota f nula. TakŚe takŸ obdŊŚnik nebude monochromatickŸ. Ak x = y, potom f(x, y) = 0. Aj v tomto prąpade moŚno podobne ukăza§, Śe kaŚdŸ obdŊŚnik, ktorŸ by obsahoval dva prvky tohto tvaru musą obsahova§ aj nejakŸ prvok, pre ktorŸ f(x, y) = 1.

Dostăvame,^2 Śe miera kaŚdĆho monochromatickĆho obdŊŚnika je najviac 1/(2n) a teda B_μ = 2n. PodŇa vety 1.25 dostăvame matematickou indukciou vzhŇadom na l, Śe pre kaŚdĆ l existuje rozdelenie pravdepodobnosti μ_l takĆ, Śe B_{μl} = (2n)^l, ĞiŚe C_D(f^{(l)}) ≥ log B_{μl} = l(t + 1).

Na druhej strane funkciu f^{(l)} moŚno poĞąta§ protokolom s komunikaĞnou zloŚitos- §ou l(t + 1): hrăĞ 1 poĺle vĺetky svoje vstupy hrăĞovi 2 (ako l binărnych t-bitovŸch re§azcov dŊŚky t), hrăĞ 2 vypoĞąta vŸsledok a poĺle ho spĎ§ (l bitov). TakŚe măme C_D(f^{(l)}) = l(t + 1). 2

DŞsledok 1.30 Pre funkciu uvedenč vo vete 1.29 platą C_D(f ⊗ f) = C_D(f) + C_D (f),

C_D(f^{(l)}) ≤ l · C_D(f) a C_D(f) = C_D(f).

Poznămka: To, Śe pre niektorĆ funkcie je C_D(f) blązko (prąpadne rovnĆ) C_D(f), sa

implicitne predpokladă hădam vo vĺetkŸch prăcach na tčto tĆmu a nie je problĆm ukăza§ pre mnohĆ Ğasto pouŚąvanĆ funkcie (ako napr. testovanie rovnosti a pod.), Śe C_D(f) ≥ C_D(f) − 1. Uvedenă konĺtrukcia, ktoră ukazuje presnč rovnos§, je vĺak pŞvodnă.

1.4.3 DolnŸ odhad

DolnŸ odhad pre C_D(f ⊗ f^′) pomocou C_D(f) + C_D(f^′) dostaneme pomocou analŸzy situăcie pre nedeterministickĆ protokoly.

Veta 1.31 [5] Majme funkcie f, g : D_1 × D_2 → H. Potom platą:

C_N (f ⊗ g) ≥ C_N (f) + C_N (g) − O(log log |D_1 × D_2|) C_N (f^{(l)}) ≥ l(C_N (f) − log log |D_1 × D_2| − O(1)).

2Na năjdenie dolnĆho odhadu sme pouŚili v podstate metćdu fooling set.

1.4. Odhady pre amortizovanč zloŚitos§ 21

DŞkaz: [10] S vyuŚitąm viet 1.21 a 1.26 dostăvame

C_N (f) + C_N (g)≤ log B_∗(f) + log B_∗(g) + 2 log log |D_1 × D_2| + O(1) ≤ ≤ log B_∗(f ⊗ g) + 2 log log |D_1 × D_2| + O(1) ≤ ≤ C_N (f ⊗ g) + O(log log |D_1 × D_2|),

z Ğoho uŚ plynie prvă dokazovană nerovnos§. Druhč dokazovanč nerovnos§ dostaneme analogicky. 2 Vidąme teda, Śe pomocou znămych metćd dokazovania dolnŸch odhadov vieme pre nedeterministickč zloŚitos§ dosta§ pomerne tesnŸ vz§ah. VyuŚili sme pritom, Śe pre nedeterministickč komunikaĞnč zloŚitos§ măme metćdu dolnĆho odhadu B_∗, ktoră dăva pomerne tesnĆ odhady a ktoră mă navyĺe vlastnos§ aditąvnosti pre problĆm amortizovanej zloŚitosti.

NakoŇko vieme, Śe deterministickă a nedeterministickă zloŚitos§ sč v naĺom komunikaĞnom modeli v polynomiălnom vz§ahu, dostăvame z predchădzajčcej vety aj nasledovnĆ tvrdenie:

Veta 1.32 [5] Majme funkcie f, g : D_1 × D_2 → H. Potom platą:

C_D(f ⊗ g) ≥˙ (√ C_N (f) + C_N (g) − log log(|D_1 × D_2| ) C_D(f^{(l)}) ≥ l ·˙ (√ C_N (f) − log log |D_1 × D_2| ) C_D(f) ≥˙ (√ C_N (f) − log log |D_1 × D_2| ) . DŞkaz: PouŚijeme vety 1.22 a 1.31.

C_D(f ⊗ g)≥ C_N (f ⊗ g) ≥ C_N (f) + C_N (g) − O(log log(|D_1 × D_2|) = =˙ (√ C_D(f) + √ C_D(g) ) − O(log log |D_1 × D_2|).

Teraz si uŚ staĞą iba uvedomi§, Śe ˙( √ a + √ b) =˙ (√ max{a, b} ) = ˙( √ a + b).

Druhč Ğas§ tvrdenia dostaneme analogicky a tretia Ğas§ je dŞsledkom druhej. 2

1.4.4 Optimălnos§ dolnĆho odhadu

Medzi hornŸm odhadom z lemy 1.12 a dolnŸm odhadom z vety 1.32 je veŇmi veŇkŸ rozdiel. O hornom odhade vieme, Śe je optimălny, takŚe zostăva buČ dokăza§, Śe aj dolnŸ odhad je optimălny, alebo dolnŸ odhad zlepĺi§. Tăto otăzka je otvorenŸm problĆmom. Existuje hypotĆza, Śe C_D(f) ≥ C_D(f) − log log |D_1 × D_2|.

Năjs§ funkciu, ktorej amortizovană zloŚitos§ je menĺia ako jej komunikaĞnă zlo- Śitos§, je pomerne §aŚkĆ. Potrebujeme totiŚ dokăza§, Śe C_D(f^{(l)}) ≤ a a C_D(f) ≥ b, priĞom bl je dostatoĞne vĎĞĺie od a. Ăąslo b musą by§ pomerne dobrŸm dolnŸm odhadom pre funkciu f. Navyĺe, tento odhad nemŞŚeme ząska§ tradiĞnŸmi prostriedkami | ak by sme odhad b dostali pomocou metćd ako B_μ alebo rank_F (f), dostăvame, Śe a ≥ bl. Funkcia f, ktoră by ukazovala rozdiel medzi C_D a C_D by teda zăroveď ukazovala aj rozdiel medzi C_D a log(rank). Na odhad b by bolo potrebnĆ pouŚi§ nejakč novč metćdu dolnŸch odhadov.

1.5. Amortizovană komunikaĞnă zloŚitos§ vĎĞĺiny funkcią 22

Na zăver eĺte spomeďme vŸsledok z Ğlănku [5], kde sa autori zaoberali ĺtčdiom ĞiastoĞnŸch funkcią. Protokol poĞąta ĞiastoĞnč funkciu f, ak pre vĺetky vstupy (x, y), pre ktorĆ je f de˛novană dă sprăvny vŸsledok a pre ostatnĆ vstupy dă ŇubovoŇnŸ vŸsledok. V uvedenom Ğlănku autori naĺli ĞiastoĞnč funkciu f : {0, 1}^n × {0, 1} → {0, 1}, pre ktorč C_D(f) = ^(log n) a C_D(f) = O(1).

1.5 Amortizovană komunikaĞnă zloŚitos§ vĎĞĺiny funkcią

V predchădzajčcich podkapitolăch sme uviedli prehŇad znămych vŸsledkov o amortizovanej komunikaĞnej zloŚitosti funkcią. Takisto sme zaviedli niektorĆ Ğasto pouŚąvanĆ metćdy dolnŸch odhadov funkcią. Zostala vĺak otvorenă otăzka, ako veŇmi sa mŞŚe ląĺi§ amortizovană zloŚitos§ funkcie od komunikaĞnej zloŚitosti. V tejto podkapitole dokăŚeme, Śe pre vĎĞĺinu funkcią sa neląĺi o viac ako o malč konĺtantu. KvŞli jednoduchosti budeme uvaŚova§ iba funkcie, ktorĆ majč oba vstupy z toho istĆho de˛niĞnĆho oboru a ktorŸch obor hodnŞt je mnoŚina {0, 1}.

OznaĞenie 1.33 Nech D je koneĞnă mnoŚina. Potom oznaĞme F_D mnoŚinu vĺetkŸch funkcią z D × D do {0, 1}.

Je znăme, Śe pre vĎĞĺinu funkcią z F_D sa ich komunikaĞnă zloŚitos§ ląĺi od log |D|+1 iba o malč konĺtantu (pozri [17, 14]). Żpeciălne to platą aj pre D = A^l. Z toho vĺak nutne nevyplŸva, Śe aj vĎĞĺina funkcią tvaru f^{(l)} mă veŇkč komunikaĞnč zloŚitos§. My vĺak dokăŚeme, Śe je to tak. Budeme pritom postupova§ podobne ako v uvedenŸch Ğlănkoch | vyuŚijeme metćdu najvĎĞĺieho obdŊŚnika.

Veta 1.34 Pre vĎĞĺinu funkcią z mnoŚiny F_D platą λ_f < 4 · |D|. DŞkaz: [17] ZvoŇme pevne obdŊŚnik veŇkosti P = 4 · |D|. PoĞet funkcią z F_D, pre

ktorĆ je tento obdŊŚnik monochromatickŸ, je 2 · 2^{|D×D|−P} . Celkovo existuje 2^{|D|} · 2^{|D|} vĺetkŸch obdŊŚnikov, teda poĞet funkcią, ktorĆ obsahujč nejakŸ monochromatickŸ obdŊŚnik veŇkosti aspoď P je najviac 2 · 2^{|D×D|−P} · 2^{|D|} · 2^{|D|} = 2 · 2^{|D×D|} · 2^{−2·|D|}. VĺetkŸch funkcią z D × D do {0, 1} je 2^{|D×D|}. Podiel funkcią, pre ktorĆ λ_f ≥ P a vĺetkŸch funkcią je teda najviac 2 · 2^{−2·|D|} a to je menej ako^1_2 . Pre viac ako polovicu vĺetkŸch funkcią teda platą λ_f < P . 2

1.5. Amortizovană komunikaĞnă zloŚitos§ vĎĞĺiny funkcią 23 Veta 1.35 Pre vĎĞĺinu funkcią z F_D platą C_D(f) ≥ C_D(f) − 4. DŞkaz: OznaĞme S_D mnoŚinu vĺetkŸch funkcią z F_D, pre ktorĆ platą λ_f < 4 · |D|. Z

vety 1.34 vieme, Śe S_D obsahuje vĎĞĺinu funkcią z F_D.

Nech f ∈ S_D a nech l je prirodzenĆ Ğąslo. Z dŞsledku 1.27 vyplŸva, Śe λ_f (l) = (λ_f )^l a teda λ_f (l) < (4 · |D|)^l. PodŇa vety 1.20

C_D(f^{(l)}) ≥ 2 log |D^l| − log λ_f (l) > 2l log |D| − log(4 · |D|)^l = l(log |D| − 2). Teda C_D(f) = lim sup_{l→∞}^1_l C_D(f^{(l)}) ≥ log |D| − 2. Naopak pre ŇubovoŇnč booleovskč funkciu f nad D × D platą, Śe C_D(f) ≤ ⌈log |D|⌉ + 1 ≤ log |D| + 2 (hrăĞ 1 poĺle hrăĞovi 2 celŸ vstup a hrăĞ 2 oznămi vŸsledok). Pre funkcie z S_D platą C_D(f) − C_D(f) ≤ (log |D| + 2) − (log |D| − 2) = 4. 2

Kapitola 2 Simultănne protokoly

2.1 De˛nącie

2.1.1 De˛nącie protokolov

Najprv popąĺeme protokoly neformălne. UvaŚujme nasledujčcu komunikaĞnč hru. Măme danč funkciu troch premennŸch f(x, y, z). Ěalej uvaŚujme ĺtyroch hrăĞov 1, 2, 3, 4, priĞom hrăĞ 1 poznă vstupy y a z, hrăĞ 2 poznă vstupy x a z a hrăĞ 3 poznă vstupy x a y. HrăĞ 4 nepoznă Śiaden vstup. CieŇom je vypoĞąta§ hodnotu f(x, y, z), priĞom hrăĞi postupujč nasledujčcim spŞsobom: najprv kaŚdŸ z hrăĞov 1, 2 a 3 na zăklade svojich vstupov vypoĞąta sprăvu a tč poĺle hrăĞovi 4. HrăĞ 4 potom na zăklade prijatŸch sprăv vypoĞąta vŸsledok. Simultănny protokol je predpis, ktorŸ urĞuje kaŚdĆmu z hrăĞov 1, 2 a 3 pre kaŚdč dvojicu jemu znămych vstupov sprăvu, ktorč mă posla§ a hrăĞovi 4 urĞuje pre kaŚdč trojicu prądenŸch sprăv vŸsledok (funkĞnč hodnotu).

Budeme skčma§ aj dve obmeny zăkladnĆho simultănneho modelu komunikăcie. Simultănny protokol nazveme zčŚenŸ, ak hrăĞ 3 neposiela Śiadnu sprăvu. Ěalej budeme uvaŚova§ takmer simultănne protokoly. Sč to protokoly, v ktorŸch hrăĞ 1 a hrăĞ 2 poĺlč sprăvu hrăĞovi 3 a ten vypoĞąta vŸsledok (hrăĞa 4 moŚno vynecha§).^1 Predpokladăme, Śe protokoly sč pre˛xovĆ, t.j. mnoŚina vĺetkŸch moŚnŸch sprăv je pre kaŚdĆho hrăĞa bezpre˛xovă. Tento predpoklad zjednoduĺuje mnohĆ odhady, priĞom nemă veŇkŸ vplyv na komunikaĞnč zloŚitos§.

De˛nujme teraz protokoly formălne.

De˛nącia 2.1 Nech D_1, D_2, D_3 a H sč koneĞnĆ mnoŚiny. Simultănny protokol z D_1 × D_2 × D_3 do H je ĺtvorica funkcią (m_1, m_2, m_3, m_4), kde

m_1 : D_2 × D_3 → {0, 1}^∗ m_2 : D_1 × D_3 → {0, 1}^∗ m_3 : D_1 × D_2 → {0, 1}^∗ m_4 : M → H,

1Takmer simultănny protokol (almost simultaneous protocol) bol zavedenŸ v [15]. ZčŚenŸ protokol sme zaviedli v tejto prăci kvŞli tomu, Śe sa v ďom dă zloŚitos§ dobre charakterizova§ kombinatorickŸmi objektami.

2.1. Definącie 25

priĞom M = {(m_1(y, z), m_2(x, z), m_3(x, y)) | x ∈ D_1, y ∈ D_2, z ∈ D_3} a navyĺe mno- Śiny sprăv H(m_1), H(m_2) a H(m_3) sč bezpre˛xovĆ mnoŚiny.^2

Nech P = (m_1, m_2, m_3, m_4) je simultănny protokol z D_1 ×D_2 ×D_3 do H. Vravąme, Śe protokol P poĞąta funkciu f : D_1 ×D_2 ×D_3 → H, ak pre vĺetky x ∈ D_1, y ∈ D_2 a z ∈ D_3 platą f(x, y, z) = m_4(m_1(y, z), m_2(x, z), m_3(x, y)). De˛nącia 2.2 Nech D_1, D_2, D_3 a H sč koneĞnĆ mnoŚiny. Takmer simultănny protokol z D_1 × D_2 × D_3 do H je trojica funkcią (m_1, m_2, m_3), kde

m_1 : D_2 × D_3 → {0, 1}^∗ m_2 : D_1 × D_3 → {0, 1}^∗ m_4 : D_1 × D_2 × M → H,

priĞom M = {(m_1(y, z), m_2(x, z)) | x ∈ D_1, y ∈ D_2, z ∈ D_3} a navyĺe mnoŚiny sprăv H(m_1) a H(m_2) sč bezpre˛xovĆ mnoŚiny.

Nech P = (m_1, m_2, m_3) je takmer simultănny protokol z D_1 × D_2 × D_3 do H. Vravąme, Śe protokol P poĞąta funkciu f : D_1 × D_2 × D_3 → H, ak pre vĺetky x ∈ D_1, y ∈ D_2 a z ∈ D_3 platą f(x, y, z) = m_3(x, y, (m_1(y, z), m_2(x, z))) De˛nącia 2.3 Simultănny protokol P = (m_1, m_2, m_3, m_4) z D_1 × D_2 × D_3 do H nazveme zčŚenŸm simultănnym protokolom, ak pre kaŚdĆ x ∈ D_1 a y ∈ D_2 platą m_3(x, y) = ε.

Pre lepĺiu orientăciu v jednotlivŸch obmenăch protokolov uvădzame eĺte gra˛ckĆ znăzornenie prăce simultănneho protokolu P , takmer simultănneho protokolu P_A a zčŚenĆho simultănneho protokolu P_R, priĞom vĺetky tri protokoly poĞątajč funkciu f. �^{HrăĞ 4}

HrăĞ 1 HrăĞ 2 HrăĞ 3 y,z x,z x,y

m_4(m_1(y, z), m_2(x, z), m_3(y, z)) = f(x, y, z) m_1(y, z) m_2(x, z) m_3(x, y)

Simultănny protokol P � HrăĞ 1 HrăĞ 2 HrăĞ 3 y,z x,z x,y

m_3(x, y,(m_1(y, z), m_2(x, z)) = f(x, y, z) m_1(y, z) m_2(x, z)

Takmer simultănny protokol P_A

2Symbolom H(f) budeme pre funkciu f oznaĞova§ mnoŚinu vĺetkŸch hodnŞt, ktorĆ f nadobčda.

2.1. Definącie 26

�^{HrăĞ 4}

HrăĞ 1 HrăĞ 2 HrăĞ 3 y,z x,z x,y

m_4(m_1(y, z), m_2(x, z), ε) = f(x, y, z) m_1(y, z) m_2(x, z)ε

ZčŚenŸ simultănny protokol P_R

Simultănne protokoly a ich obmeny sme de˛novali nad ŇubovoŇnŸmi koneĞnŸmi mnoŚinami D_1, D_2, D_3 a H. Ěalej sa vĺak obmedząme na prąpad H = {0, 1}. Ěalej si treba uvedomi§, Śe pre skčmanie vlastnostą protokolov nie je podstatnĆ, akĆ prvky sč v mnoŚinăch D_1, D_2 a D_3, dŞleŚitĆ sč predovĺetkŸm poĞty prvkov v tŸchto mnoŚinăch. MnoŚiny s rovnakŸm poĞtom prvkov sč pre năs ekvivalentnĆ. Preto staĞą uvaŚova§ mnoŚiny typu Z_n = {0, 1, . . . , n − 1}.

OznaĞenie 2.4 Nech p a n sč celĆ kladnĆ Ğąsla. OznaĞme F_{p,n} mnoŚinu vĺetkŸch funkcią f : Z_p × Z_p × Z_n → {0, 1}.

Funkcie, sčvisiace s otvorenŸmi problĆmami, ktorĆ motivovali vznik simultănneho modelu (pozri Ğas§ 2.2), a ktorĆ sč teda v centre naĺej pozornosti, patria do mnoŚiny F_{m,2}m . Predmetom naĺich čvah budč ale protokoly poĞątajčce funkcie z mnoŚiny F_{p,n} pre ŇubovoŇnĆ p, n. To umoŚďuje zjednoduĺi§ a zovĺeobecni§ viacerĆ de˛nącie a dŞkazy.

2.1.2 Simultănna komunikaĞnă zloŚitos§

De˛nujme teraz dve miery zloŚitosti pre simultănne protokoly | komunikaĞnč a sprăvovč zloŚitos§. Tieto dve miery zloŚitosti spolu čzko sčvisia (pozri lemu 2.8).

De˛nącia 2.5 Nech P = (m_1, m_2, m_3, m_4) je simultănny komunikaĞnŸ protokol z

D_1 × D_2 × D_3 do H. KomunikaĞnč zloŚitos§ protokolu P de˛nujeme ako

C_S(P ) = max { |m_1(y, z)| + |m_2(x, z)| + |m_3(x, y)| |x ∈ D_1, y ∈ D_2, z ∈ D_3} .

Sprăvovč zloŚitos§ protokolu P de˛nujeme ako M_S(P ) = max {max{ |m_1(y, z)|, |m_2(x, z)|, |m_3(x, y)|} |x ∈ D_1, y ∈ D_2, z ∈ D_3} . KomunikaĞnă zloŚitos§ simultănneho protokolu je teda celkovŸ poĞet prenesenŸch bitov v najhorĺom prąpade, sprăvovă zloŚitos§ je dŊŚka najdlhĺej sprăvy protokolu. Analogicky moŚno zade˛nova§ komunikaĞnč a sprăvovč zloŚitos§ takmer simultănneho protokolu.^3

3ZloŚitos§ zčŚenĆho simultănneho protokolu zavădza§ netreba, lebo kaŚdŸ zčŚenŸ simultănny protokol je zăroveď simultănnym protokolom.

2.1. Definącie 27

De˛nącia 2.6 Nech P = (m_1, m_2, m_3) je takmer simultănny komunikaĞnŸ protokol z

D_1 × D_2 × D_3 do H. KomunikaĞnč zloŚitos§ protokolu P de˛nujeme ako C_{AS} (P ) = max {|m_1(y, z)| + |m_2(x, z)||x ∈ D_1, y ∈ D_2, z ∈ D_3} . Sprăvovč zloŚitos§ protokolu P de˛nujeme ako M_{AS} (P ) = max {max{|m_1(y, z)|, |m_2(x, z)|}|x ∈ D_1, y ∈ D_2, z ∈ D_3} . De˛novali sme teda komunikaĞnč a sprăvovč zloŚitos§ simultănneho protokolu a jeho obmien. Teraz zavedieme simultănnu komunikaĞnč zloŚitos§ funkcie ako komunikaĞnč zloŚitos§ \najlepĺieho" protokolu, ktorŸ tčto funkciu poĞąta.

De˛nącia 2.7 Nech f : D_1 × D_2 × D_3 → H. Simultănnu komunikaĞnč zloŚitos§ funkcie f de˛nujeme ako

C_S(f) = min {C_S(P )|P je simultănny komunikaĞnŸ protokol poĞątajčci funkciu f } ,

simultănnu sprăvovč zloŚitos§ funkcie f de˛nujeme ako

M_S(f) = min {M_S(P )|P je simultănny komunikaĞnŸ protokol poĞątajčci funkciu f} .

Analogicky moŚno de˛nova§ takmer simultănnu komunikaĞnč zloŚitos§ zloŚitos§ funkcie f (oznaĞenie C_{AS} (f)) pomocou komunikaĞnej zloŚitosti takmer simultănnych protokolov a zčŚenč simultănnu komunikaĞnč zloŚitos§ funkcie f (oznaĞenie C_{εS} (f)) de˛nujeme pomocou komunikaĞnej zloŚitosti zčŚenŸch simultănnych protokolov.

Podobne de˛nujeme takmer simultănnu sprăvovč a zčŚenč simultănnu sprăvovč zloŚitos§ funkcie f (oznaĞenie M_{AS}(f) resp. M_{εS} (f)) pomocou zodpovedajčcich sprăvovŸch zloŚitostą.

2.1.3 ZăkladnĆ vlastnosti

V tejto Ğasti uvedieme zăkladnĆ vz§ahy medzi zade˛novanŸmi mierami zloŚitosti protokolov a funkcią a Čalĺie pomocnĆ tvrdenia. Lema 2.8 uvădza pre kaŚdŸ z naĺich troch modelov vz§ah medzi komunikaĞnou a sprăvovou zloŚitos§ou danej funkcie. Vidąme, Śe tieto miery sa v kaŚdom z uvaŚovanŸch modelov ląĺia iba o konĺtantnŸ năsobok. Ak năs teda zloŚitos§ funkcie zaująma iba asymptoticky, tieto dve miery sč ekvivalentnĆ a mŞŚeme vŚdy pouŚi§ tč z nich, s ktorou sa pre danŸ problĆm lepĺie pracuje.

Lema 2.8 Nech f ∈ F_{p,n}. Potom platą: 1 3 C_S(f) ≤ M_S(f) ≤ C_S (f) 1 2 C_{AS} (f) ≤ M_{AS}(f) ≤ C_{AS} (f) 1 2 C_{εS}(f) ≤ M_{εS} (f) ≤ C_{εS} (f).

2.1. Definącie 28

DŞkaz: DokăŚme najprv prvč z nerovnostą. Nech P je simultănny protokol poĞątajčci

funkciu f. DokăŚeme, Śe platą^1_3 C_S (P ) ≤ M_S(P ) ≤ C_S (P ). PoŚadovanĆ tvrdenie potom uŚ dostaneme z de˛nącie C_S (f) a M_S(f).

M_S(P ) je dŊŚka najdlhĺej poslanej sprăvy v protokole a C_S(P ) je maximălny sčĞet dŊŚok sprăv poslanŸch pre niektorŸ vstup v protokole. Ak uvaŚujeme vstup, pre ktorŸ jeden z hrăĞov poĺle sprăvu dŊŚky M_S(P ), tak aj keby ostatną hrăĞi pre tento vstup neposielali niĞ, celkovă komunikăcia bude aspoď M_S(P ) a teda C_S(P ) ≥ M_S(P ). Na druhej strane dŊŚka kaŚdej jednotlivej sprăvy je najviac M_S(P ) a keČŚe sprăvy posielajč traja hrăĞi, platą C_S (P ) ≤ 3M_S (P ).

OstatnĆ nerovnosti sa dokăŚu podobne, treba si len uvedomi§ Śe v takmer simultănnych a zčŚenŸch simultănnych protokoloch posielajč (neprăzdne) sprăvy iba dvaja hrăĞi. 2

V nasledujčcej leme uvedieme vz§ah medzi simultănnou komunikaĞnou zloŚitos§ou funkcie a jej obmenami { takmer simultănnou a zčŚenou simultănnou zloŚitos§ou.

Lema 2.9 Nech f ∈ F_{p,n}. Potom platą:

C_{AS} (f) ≤ C_S (f) ≤ C_{AS} (f) + 2 ⌈log p⌉ C_{εS} (f) − 2 ⌈log p⌉ ≤ C_S (f) ≤ C_{εS} (f)

DŞkaz: DokăŚeme najprv prvĆ tvrdenie. Majme ŇubovoŇnŸ simultănny protokol

P = (m_1, m_2, m_3, m_4) poĞątajčci f. Z neho mŞŚeme zostroji§ takmer simultănny protokol P^′ = (m^′_1, m^′_2, m^′_3) tak, Śe hrăĞi 1 a 2 nebudč posiela§ sprăvy hrăĞovi 4, ale hrăĞovi 3. HrăĞ 3 si navyĺe vypoĞąta sprăvu, ktorč by posielal v protokole P , takŚe mă k dispozącii vĺetky tri sprăvy, na zăklade ktorŸch uŚ vie podŇa protokolu P urĞi§ vŸsledok. Je zrejmĆ, Śe takto zostrojenŸ protokol P^′ poĞąta tieŚ funkciu f. KomunikaĞnă zloŚitos§ protokolu P^′ neprevyĺuje komunikaĞnč zloŚitos§ protokolu P , teda măme C_{AS} (f) ≤ C_S(f).

Naopak, majme takmer simultănny protokol P = (m_1, m_2, m_3) poĞątajčci funkciu f. K nemu zostrojąme simultănny protokol P^′ = (m^′_1, m^′_2, m^′_3, m^′_4) poĞątajčci funkciu f takto: HrăĞi 1 a 2 budč posiela§ sprăvy hrăĞovi 4 namiesto hrăĞa 3. Navyĺe hrăĞ 3 poĺle hrăĞovi 4 sprăvu, ktoră bude obsahova§ binărny zăpis prvŸch dvoch vstupov funkcie (kaŚdĆ z tŸchto Ğąsel zapąĺeme pomocou ⌈log p⌉ bitov). HrăĞ 4 mă teda vĺetky informăcie, akĆ ma v protokole P hrăĞ 3 a vie preto urĞi§ vŸsledok. Celkovă komunikăcia vzrăstla o 2 ⌈log p⌉ bitov, măme teda, Śe C_S (f) ≤ C_{AS} (f) + 2 ⌈log p⌉.

V druhej Ğasti dŞkazu dokăŚeme druhŸ zo vz§ahov. Uvedomme si najprv, Śe kaŚdŸ zčŚenŸ simultănny protokol je zăroveď aj simultănnym protokolom. Z toho priamo dostăvame nerovnos§ C_S(f) ≤ C_{εS} (f). Vezmime teraz ŇubovoŇnŸ simultănny protokol P = (m_1, m_2, m_3, m_4). Zostrojąme zčŚenŸ simultănny protokol P^′ = (m^′_1, m^′_2, m^′_3, m^′_4), ktorŸ poĞąta tč istč funkciu ako P takto: hrăĞ 3 v P^′ neposiela niĞ. Sprăva, ktorč posielal v protokole P , sa vĺak dă vypoĞąta§ z hodnŞt prvŸch dvoch vstupov funkcie, priĞom kaŚdŸ z hrăĞov 1 a 2 poznă jeden z tŸchto vstupov. Tąto hrăĞi teda k svojej sprăve pripoja eĺte binărny zăpis jednej z tŸchto dvoch hodnŞt. DŊŚka kaŚdej sprăvy sa tak predŊŚi o ⌈log p⌉ bitov. HrăĞ 4 potom na zăklade prijatŸch prijatŸch prvŸch dvoch vstupov dopoĞąta chŸbajčcu sprăvu a urĞą vŸsledok. K sprăvam posielanŸm

2.2. PrehŇad znămych vŸsledkov 29

v protokole P sme takto pridali 2 ⌈log p⌉ bitov, măme teda, Śe C_{εS} (f) − 2 ⌈log p⌉ ≤ C_S (f). 2

DŞsledok 2.10 Nech f ∈ F_{p,n}. Potom platą:

M_{AS} (f) ≤ M_S(f) ≤ max{M_{AS} (f), 2 ⌈log p⌉} M_{εS}(f) − ⌈log p⌉ ≤ M_S(f) ≤ M_{εS} (f)

DŞkaz: DŞkaz tohoto tvrdenia je obmenou dŞkazu predchădzajčcej vety. PouŚijeme

rovnakĆ konĺtrukcie, iba namiesto komunikaĞnej zloŚitosti budeme poĞąta§ sprăvovč zloŚitos§. 2

Poznămka: Ak uvaŚujeme funkcie f ∈ F_{p,n}, pre ktorĆ je veŇkos§ vstupov x a y (t.j. ⌈log p⌉) zanedbateŇnă vzhŇadom na komunikaĞnč zloŚitos§ funkcie v simultănnom modeli, potom vĺetky uvedenĆ miery zloŚitosti (C_S (f), C_{AS} (f), C_{εS} (f), M_S(f), M_{AS} (f) a M_{εS}(f)) sč navzăjom takmer ekvivalentnĆ.

Lema 2.11 Ak danč funkciu f ∈ F_{p,n} je moŚnĆ poĞąta§ simultănnym protokolom, v ktorom hrăĞ i posiela iba sprăvy dŊŚky najviac k, potom existuje protokol na vŸpoĞet funkcie f, v ktorom hrăĞ i posiela iba sprăvy dŊŚky k (a mnoŚiny sprăv ostatnŸch hrăĞov sč rovnakĆ).

DŞkaz: Nech P je protokol na vŸpoĞet funkcie f, v ktorom hrăĞ i poslal iba sprăvy

dŊŚky najviac k bitov. KeČŚe protokol P je pre˛xovŸ, hrăĞ i nemŞŚe posiela§ viac ako 2^k rŞznych sprăv. VĺetkŸch re§azcov dŊŚky k je presne 2^k a Śiaden z nich nie je pre˛xom inĆho. HrăĞovi i moŚno teda nahradi§ kaŚdč sprăvu re§azcom dŊŚky k tak, aby v novom protokole boli sprăvy posielanĆ pre dva vstupy rovnakĆ prăve vtedy, ak boli pre tieto vstupy rovnakĆ aj v protokole P . 2

2.2 PrehŇad znămych vŸsledkov

Simultănne protokoly boli uŚ nămetom viacerŸch Ğlănkov. Uvedieme prehŇad znămych vŸsledkov v tejto oblasti. Tento prehŇad je ĞlenenŸ na dve Ğasti. V prvej ukăŚeme, ako moŚno vŸsledky ząskanĆ v simultănnej zloŚitosti aplikova§ na ząskanie dolnŸch odhadov pre booleovskĆ obvody. Druhă Ğas§ obsahuje hornĆ a dolnĆ odhady komunikaĞnej zloŚitosti pre konkrĆtne funkcie.

2.2.1 Aplikăcie v booleovskŸch obvodoch

V tejto Ğasti uvedieme motivăciu, ktoră viedla k skčmaniu simultănneho modelu komunikaĞnej zloŚitosti.^4 Bola ďou sčvislos§ simultănnej komunikaĞnej zloŚitosti so vz§ahom medzi veŇkos§ou a hŊbkou booleovskĆho obvodu.

4Simultănna komunikaĞnă zloŚitos§ bola zavedenă v [13].

2.2. PrehŇad znămych vŸsledkov 30

Majme funkciu f s a + b bitmi vstupu a c bitmi vŸstupu a uvaŚujme obvody, ktorĆ tčto funkciu poĞątajč. MŞŚeme sa snaŚi§ năjs§ minimălnu veŇkos§, akč mŞŚe ma§ obvod poĞątajčci f, alebo minimălnu hŊbku, akč mŞŚe ma§ obvod poĞątajčci f. Ăasto sa vĺak stăva, Śe ak sa snaŚąme minimalizova§ hŊbku obvodu, rastie jeho veŇkos§ a naopak. Vznikă teda otăzka, akŸ veŇkŸ musą by§ obvod poĞątajčci funkciu f, ak mă ma§ urĞitč danč hŊbku. A tăto otăzka čzko sčvisą so simultănnou komunikaĞnou zloŚitos§ou. Ăo sa tŸka komunikaĞnej zloŚitosti, tč sme zaviedli pre funkcie s tromi vstupmi a jednŸm bitom vŸstupu. Preto nebudeme simultănnymi protokolmi poĞąta§ priamo funkciu f, ale funkciu bit_f , ktorč z f dostaneme tak, Śe jej pridăme Čalĺą argument z mnoŚiny Z_c, ktorŸ bude urĞova§, ktorŸ bit vŸstupu chceme poĞąta§.

OznaĞenie 2.12 Majme funkciu f : {0, 1}^a × {0, 1}^b → {0, 1}^c. OznaĞme bit_f funkciu bit_f : Z_c × {0, 1}^a × {0, 1}^b → {0, 1}, takč, Śe pre vĺetky i, j, k platą bit_f (i, j, k) = (f(j, k))(i). Bolo dokăzanĆ (pozri lemu 2.15), Śe ak sa funkcia f sa dă poĞąta§ obvodom s ur- Ğitou hŊbkou a veŇkos§ou, tak măme aj hornŸ odhad komunikaĞnej zloŚitosti funkcie bit_f . Z toho ale vyplŸva, Śe naopak, ak poznăme dolnŸ odhad simultănnej komunikaĞnej zloŚitosti urĞitej funkcie bit_f , vieme z neho odvodi§, Śe funkciu f nie je moŚnĆ poĞąta§ obvodmi, ktorĆ majč pri urĞitej hŊbke prąliĺ malč veŇkos§.

KonkrĆtne sa uvaŚoval vz§ah pre funkcie s O(n) vstupmi a vŸstupmi a pre hŊbku obvodu O(log n) a veŇkos§ O(n). OtvorenŸm problĆmom je dokăza§ pre niektorč funkciu, ktoră sa dă poĞąta§ na (nedeterministickom) Turingovom stroji v polynomiălnom Ğase, Śe tčto funkciu nie je moŚnĆ poĞąta§ booleovskŸm obvodom s lineărnou veŇkos- §ou a logaritmickou hŊbkou. Pritom existujč jednoduchĆ funkcie, pre ktorĆ takŸto obvod nie je znămy.

Prăve snaha o rieĺenie tohto otvorenĆho problĆmu viedla k skčmaniu modelu simultănnej komunikaĞnej zloŚitosti (pozri [13]). V nasledujčcej vete uvedieme hornŸ odhad simultănnej komunikaĞnej zloŚitosti pre funkcie s O(n) vstupmi a O(n) vŸstupmi poĞątanŸmi booleovskŸmi obvodmi hŊbky O(log n) a veŇkosti O(n). Budeme uvaŚova§ funkcie f : {0, 1}^n ×{0, 1}^{⌈log n⌉} → {0, 1}^n, pretoŚe takĆto poĞty argumentov majč funkcie, ktorĆ sa v literatčre v tejto sčvislosti pouŚąvali. Prąsluĺnă funkcia bit_f mă potom dva vstupy dŊŚky ⌈log n⌉ a jeden vstup dŊŚky n (patrą teda do mnoŚiny funkcią F_{⌈logn⌉,n}). DŞkaz vety (najmĎ lema 2.15) vĺak dăva năvod, ako vetu moŚno modi˛kova§ aj na inĆ dŊŚky vstupov.

NakoŇko z formălneho hŇadiska nemă zmysel pouŚąva§ O-notăciu pre funkcie s koneĞnŸm oborom hodnŞt, nasledujčci vŸsledok budeme formulova§ pre nekoneĞnč postupnos§ funkcią {f_n} so zvĎĞĺujčcim sa oborom hodnŞt.

Veta 2.13 [13, 10] Nech ε je pevne danĆ kladnĆ reălne Ğąslo. Ěalej nech {f_n}^∞_{n=1} je postupnos§ funkcią f_n : {0, 1}^{⌈log n⌉} × {0, 1}^n → {0, 1}^n takŸch, Śe f_n sa dă poĞąta§ booleovskŸm obvodom s hŊbkou O(log n) a veŇkos§ou O(n). Potom pre kaŚdĆ n existuje simultănny protokol poĞątajčci funkciu bit_{fn} , pre ktorŸ platą:

2.2. PrehŇad znămych vŸsledkov 31

• HrăĞ 1 poĺle O(n/ log log n) bitov.

• HrăĞ 2 poĺle O(n^ε) bitov.

• HrăĞ 3 poĺle O(log n) bitov.

Poznămka: Vo vete konĺtanta pri Ğlene n/ log log n vo vŸraze O(n/ log log n) zăvisą

od hodnoty ε (nezăvisą vĺak od n).

SkŞr, neŚ uvedenč vetu dokăŚeme, budeme sa podrobnejĺie zaobera§ jej moŚnŸm vyuŚitąm. Ak chceme dokăza§, Śe urĞitč funkciu f (presnejĺie postupnos§ funkcią {f_n}) nie je moŚnĆ poĞąta§ obvodom hŊbky O(log n) a veŇkosti O(n), mŞŚeme to spravi§ tak, Śe dokăŚeme, Śe zodpovedajčca funkcia bit_f mă komunikaĞnč zloŚitos§ ω(n/ log log n). PodŇa vety 2.13 totiŚ măme, Śe ak sa f dă poĞąta§ obvodom s veŇkos§ou O(n) a hŊbkou O(log n), tak bit_f mă komunikaĞnč zloŚitos§ O(n/ log log n).

PŞvodne sa skčmala funkcia shift^n (ktorej sa budeme venova§ v Čalĺej kapitole), o ktorej sa predpokladă, Śe ju nie je moŚnĆ poĞąta§ obvodom logaritmickej hŊbky a lineărnej veŇkosti. Existovala domnienka, Śe bude moŚnĆ dokăza§, Śe simultănna komunikaĞnă zloŚitos§ funkcie shift^n je naozaj ω(n/ log log n), a tak Śe sa vyrieĺi uvedenŸ otvorenŸ problĆm.

Avĺak, hoci sa pŞvodne predpokladalo, Śe simultănna komunikaĞnă zloŚitos§ funkcie shift^n je ^(n), bol năjdenŸ prekvapivŸ hornŸ odhad ukazujčci, Śe jej komunikaĞnă zloŚitos§ je v skutoĞnosti o(n/ log log n). TakŚe vetu 2.13 nie je moŚnĆ v tomto prąpade pouŚi§ takto priamoĞiaro.

Dalo by sa vĺak moŚno postupova§ tak, Śe by sa uvaŚovali aj dŊŚky sprăv jednotlivŸch hrăĞov. V năjdenŸch protokoloch, ktorĆ dokazujč tento prekvapivŸ hornŸ odhad, hrăĞi 1 aj 2 posielajč veŇa bitov. Veta 2.13 vĺak hovorą o protokole, v ktorom hrăĞ 1 poĺle O(n/ log log n) bitov, hrăĞ 2 vĺak poĺle iba O(n^ε) bitov pre ŇubovoŇne malĆ ε. Ăi takŸto protokol pre funkciu shift^n existuje, sa eĺte nepodarilo ukăza§. Ak by sa vĺak ukăzalo, Śe pre niektorĆ ε takŸto protokol neexistuje, potom by sme rovnako dokăzali, Śe pre funkciu shift^n neexistuje obvod veŇkosti O(n) a hŊbky O(log n). Odhadova§ dŊŚku sprăvy hrăĞa 2, ak obmedząme dŊŚku sprăvy hrăĞa 1, je vĺak omnoho §aŚĺie ako odhadova§ celkovč komunikaĞnč zloŚitos§.

Vetu 2.13 dokăŚeme pomocou dvoch pomocnŸch liem. Prvă lema (lema 2.14) hovorą o vlastnostiach orientovanŸch acyklickŸch grafov, ktorĆ zodpovedajč booleovskŸm obvodom. Tčto lemu dokăzal Valiant uŚ v roku 1977 v Ğlănku [16]. Lema 2.15 ukazuje, ako aplikova§ lemu 2.14 na ząskanie odhadu pre simultănnu komunikaĞnč zloŚitos§. Tăto lema je v podstate vĺeobecnejĺąm tvrdenąm ako veta 2.13, pretoŚe ju moŚno aplikova§ aj na inĆ hŊbky a veŇkosti booleovskŸch obvodov ako O(log n) a O(n). Pripomeďme si teraz, Śe booleovskŸ obvod je vlastne ĺpeciălny orientovanŸ graf a Śe jeho hŊbkou rozumieme poĞet vrcholov na najdlhĺej orientovanej ceste v G.

OznaĞenąm vrcholov grafu G budeme rozumie§ priradenie celŸch Ğąsel vrcholom takĆ, Śe pre kaŚdč hranu (u, v) platą, Śe vrchol u mă priradenĆ menĺie Ğąslo ako vrchol v.

2.2. PrehŇad znămych vŸsledkov 32

Je zrejmĆ, Śe graf s hŊbkou d moŚno oznaĞi§ Ğąslami z mnoŚiny Z_d. KaŚdŸ vrchol jednoducho oznaĞąme dŊŚkou najdlhĺej orientovanej cesty, ktoră do tohoto vrcholu vchădza. Naopak, ak pre graf G existuje oznaĞenie pomocou Ğąsel zo Z_d, tak hŊbka grafu G je najviac d. To preto, Śe hŊbka grafu je dŊŚka najdlhĺej cesty a na tejto ceste majč vrcholy priradenĆ navzăjom rŞzne Ğąsla zo Z_d (kaŚdŸ vrchol mă Ğąslo aspoď o jedna vĎĞĺie ako jeho predchodca).

Lema 2.14 [16] Nech G = (V, E) je orientovanŸ graf s m hranami a hŊbkou d, priĞom

m a d sč mocniny Ğąsla 2. Potom pre kaŚdĆ k ≤ log d existuje mnoŚina hrăn X ⊆ E s najviac mk/log d prvkami takă, Śe graf G^′ = (V, E \ X) mă hŊbku najviac d/2^k.

DŞkaz: KeČŚe graf G mă hŊbku d, existuje oznaĞenie hrăn grafu G Ğąslami z mnoŚiny

Z_d. Tieto Ğąsla mŞŚeme zapąsa§ v dvojkovej sčstave pomocou log d bitov. Nech X_i je mnoŚina vĺetkŸch hrăn (u, v) ∈ E takŸch, i-ty bit je najvyĺĺą z bitov, v ktorŸch sa ląĺia Ğąsla priradenĆ vrcholom u a v. Vĺetky hrany z mnoŚiny E sme takto rozdelili do disjunktnŸch mnoŚąn X_1, X_2, . . . X_{log d}.

UvaŚujme teraz graf H, ktorŸ vznikne z grafu G odstrănenąm hrăn z mnoŚiny X_i. Zostrojąme aj oznaĞenie vrcholov grafu H: vrcholu u v grafe priradąme Ğąslo, ktorĆ vznikne z Ğąsla priradenĆho vrcholu u v grafe G vynechanąm i-teho bitu.

DokăŚeme, Śe tŸmto spŞsobom sme naozaj ząskali oznaĞenie vrcholov grafu H: Majme hranu (u, v) z grafu H a nech b a c sč Ğąsla priradenĆ vrcholom u a v v grafe G. Nech j je najvyĺĺą bit, v ktorom sa Ğąsla b a c ląĺia. V prąpade, Śe j < i, tak i-ty (vynechanŸ) bit bol v oboch Ğąslach rovnakŸ a teda aj v grafe H bude ma§ u menĺie Ğąslo ako v. Ak naopak i > j, tak po vynechaną i-teho bitu stăle zostăva Ğąslo vrcholu u menĺie ako Ğąslo vrcholu v, pretoŚe vynechanŸ bit je menej vŸznamnŸ ako bit j. Zostăva prąpad i = j, ten vĺak nemŞŚe nasta§, lebo to by znamenalo, Śe (u, v) ∈ X_i a teda tăto hrana by bola vynechană a nepatrila by medzi hrany grafu H.

Takto vzniknutĆ oznaĞenie vrcholov grafu H navyĺe pouŚąva iba Ğąsla, ktorŸch dvojkovŸ zăpis mă najviac log d − 1 ci˛er, t.j. pouŚąva Ğąsla z mnoŚiny Z_{d/2}.

TakŸmto spŞsobom mŞŚeme postupne odstrăni§ k z mnoŚąn X_0, X_1, . . . X_{log d}. Odstrănenąm kaŚdej z mnoŚąn sa poĞet ci˛er v oznaĞeną vrcholov znąŚi o 1, takŚe nakoniec dostaneme graf s vrcholmi oznaĞenŸmi pomocou log d − k ci˛er, pouŚąvajč sa teda iba Ğąsla z mnoŚiny Z_{d/2}k . ĂiŚe vŸslednŸ graf bude ma§ hŊbku najviac^d_{2k} .

ZvoŇme teraz spomedzi mnoŚąn X_0, X_1, . . . X_{log d} takŸch k mnoŚąn, ktorĆ majč najmenĺą poĞet prvkov, a odstrăďme ich z grafu G. Z predchădzajčcich čvah vyplŸva, Śe sme dostali graf s poŚadovanou hŊbkou. Zostăva dokăza§, Śe aj poĞet odstrănenŸch hrăn spŊďa poŚiadavky tvrdenia. To je vĺak jednoduchĆ: v mnoŚinăch X_0, X_1, . . . X_{log d} je spolu m prvkov. Ak vyberieme k najmenĺąch mnoŚąn, mŞŚu ma§ spolu najviac^{km}_{log d} prvkov, Ğo sa Ňahko ukăŚe sporom. 2

Lema 2.15 [13] Majme funkciu f : {0, 1}^a × {0, 1}^b → {0, 1}^c a nech Ğąsla m a d sč mocniny Ğąsla 2. Potom ak je moŚnĆ poĞąta§ funkciu f booleovskŸm obvodom s m hranami a hŊbkou d, potom pre kaŚdĆ k ≤ log d existuje simultănny protokol poĞątajčci funkciu bit_f , pre ktorŸ platą:

2.2. PrehŇad znămych vŸsledkov 33

• HrăĞ 1 poĺle najviac^{km}_{log d} bitov.

• HrăĞi 2 a 3 poĺlč spolu najviac 2^{d/2k} + 2 ⌈log c⌉ bitov.

DŞkaz: Nech B je booleovskŸ obvod hŊbky d s m hranami, ktorŸ poĞąta funkciu f.

PodŇa lemy 2.14 existuje mnoŚina hrăn X veŇkosti najviac^{km}_{log d} , ktorč keČ odstrănime z obvodu B, dostaneme graf hŊbky najviac^d_{2k} . PoŚadovanŸ simultănny protokol zostrojąme takto:

HrăĞ 1 poznă vĺetky vstupy obvodu B. Bude teda simulova§ Ğinnos§ obvodu a pre kaŚdč hranu z X poĺle hodnotu, ktoră prechădza po tejto hrane v obvode pre danĆ vstupy. Poĺle teda sprăvu dŊŚky^{km}_{log d} .

HrăĞi 2 a 3 poznajč kaŚdŸ jednu Ğas§ vstupov obvodu a kaŚdŸ z nich okrem toho poznă Ğąslo vŸstupu i ∈ Z_c, ktorĆho hodnotu treba vypoĞąta§. Hodnotu na vŸstupe i bude hrăĞ 4 poĞąta§ na zăklade toho, Śe bude pozna§ jednak hodnoty na vĺetkŸch hranăch z X (ktorĆ poĺle hrăĞ 1), Ğąslo i a Čalej hodnoty na tŸch vstupoch obvodu B, ktorĆ aj po odstrăneną hrăn z X zostăvajč pripojenĆ na vstup i. TakŸchto vstupov vĺak nie je viac ako 2^{d/2k} , lebo po odstrăneną hrăn z X mă obvod hŊbku najviac d/2^k a vstupnŸ stupeď kaŚdĆho vrcholu je najviac 2.

HrăĞi 2 a 3 teda poĺlč hodnoty vĺetkŸch vstupov obvodu B, ktorĆ sč napojenĆ na vŸstup i (kaŚdŸ poĺle tie hodnoty, ktorĆ poznă) a kaŚdŸ z nich poĺle eĺte aj vstup i. (StaĞilo by sące, aby vstup i posielal iba jeden z hrăĞov, nebola by vĺak zaruĞenă pre˛xovos§ protokolu).

HrăĞ 4 z prijatŸch čdajov odsimuluje Ğinnos§ potrebnej Ğasti obvodu B a vypoĞąta vŸsledok. 2

DŞkaz vety 2.13: Ak mă obvod veŇkos§ O(n), potom mă aj O(n) hrăn, lebo do

kaŚdĆho hradla vchădzajč najviac dve hrany. Preto existujč kladnĆ konĺtanty c, c_1 a c_2, Śe pre kaŚdĆ n je moŚnĆ funkciu f_n poĞąta§ obvodom s veŇkos§ou m ≤ cn a hŊbkou d (kde c_1 log n ≤ d ≤ c_2 log n), priĞom Ğąsla m aj d sč mocniny Ğąsla 2.

Pre takŸto obvod pouŚijeme lemu 2.15, priĞom zvoląme k = ⌈log(c_2/ε)⌉, Ğo je od urĞitĆho n menej ako log d = ^(log log n). Dostăvame protokol, v ktorom prvŸ hrăĞ poĺle najviac km/ log d bitov, Ğo je O(n/ log log n) bitov. DruhŸ a tretą hrăĞ poĺlč spolu najviac 2^{d/2k} + 2 ⌈log n⌉ bitov, priĞom

2^{d/2k} ≤ 2^{c2 log n/(c2/ε)} = n^ε.

Pritom ale obidva vstupy, ktorĆ poznă hrăĞ 3, sč dŊŚky ⌈log n⌉, takŚe hrăĞ 3 urĞite poĺle O(log n) bitov. HrăĞ 2 poĺle O(n^ε) bitov. 2

2.2.2 VŸsledky pre konkrĆtne funkcie

V tejto Ğasti ukăŚeme znăme hornĆ a dolnĆ odhady simultănnej komunikaĞnej zloŚitosti ĺpeci˛ckŸch funkcią. PredovĺetkŸm je to funkcia Shift^n, ktoră dostane na vstupe n-bitovŸ re§azec a Ğąslo i ∈ Z_n (zapąsanĆ v binărnej sčstave pomocou ⌈log n⌉ bitov) a vŸsledkom bude pŞvodnŸ re§azec cyklicky posunutŸ o i miest doŇava. Pre tčto funkciu

2.2. PrehŇad znămych vŸsledkov 34

nebol năjdenŸ obvod hŊbky O(log n) a veŇkosti O(n). OtvorenŸm problĆmom teda je dokăza§, Śe takŸto obvod ani neexistuje. Funkcia Shift je pomerne jednoduchă, moŚno ju vĺak redukova§ na mnohĆ inĆ prirodzenĆ problĆmy ako năsobenie binărnych Ğąsel, polynćmov a podobne. Ak by sa teda ukăzalo, Śe funkciu Shift^n nie je moŚnĆ poĞąta§ obvodom hŊbky O(log n) a veŇkosti O(n), tak by nebolo moŚnĆ takto poĞąta§ ani inĆ funkcie, na ktorĆ ju moŚno redukova§.

OznaĞenie 2.16 Nech n je prirodzenĆ Ğąslo, Shift^n budeme oznaĞova§ funkciu Shift^n :

Z_n × {0, 1}^n → {0, 1}^n, pre ktorč platą Shift(i, x) = y, kde pre j-ty bit re§azca y platą y(j) = x((i + j) mod n).

Ěalej budeme oznaĞova§ shift^n funkciu bitShift^n , t.j. funkciu shift^n : Z_n × Z_n × {0, 1}^n → {0, 1}, pre ktorč platą shift(i, j, x) = x((i + j) mod n).

Ako sme uŚ uviedli v prechădzajčcej kapitole, jednŸm zo spŞsobov, ako ukăza§, Śe Shift^n nie je moŚnĆ poĞąta§ obvodom lineărnej veŇkosti a logaritmickej hŊbky, je dokăza§, Śe simultănna komunikaĞnă zloŚitos§ funkcie shift^n je ω(n/ log log n). Pudlăk, RŤdl a Sgall vĺak v Ğlănku [15] ukăzali, Śe C_S (shift^n) = O(n log log n/ log n). Ich odhad bol Čalej zlepĺenŸ v [2].

Skčmala sa tieŚ zovĺeobecnenă verzia funkcie shift^n | vo funkcii shift^n dostaneme dve Ğąsla zo Z_n, sĞątame ich v Z_n a vŸslednĆ Ğąslo urĞuje poradie vŸstupnĆho bitu. Zovĺeobecnenąm je uvaŚova§ namiesto Z_n ŇubovoŇnč grupu rădu n. Dostăvame takto zovĺeobecnenč adresujčcu funkciu (generalised addressing function, skrătene GAF).

OznaĞenie 2.17 Nech (G, ∘) je koneĞnă grupa rădu n, priĞom G = {g_0, g_1, . . . , g_{n−1}}.

GAF_G budeme oznaĞova§ funkciu GAF_G : G × G × {0, 1}^n, takč, Śe pre g_i, g_j ∈ G a x ∈ {0, 1}^n platą GAF_G(g_i, g_j , x) = x(k), kde g_i ∘ g_j = g_k.

Ěalej uvedieme najlepĺą znămy dolnŸ aj hornŸ odhad pre funkciu shift^n a pre GAF_Zt_2 , kde Z^t_2 je vektorovŸ priestor dimenzie t nad Z_2.

DolnŸ odhad

Pre obe uvaŚovanĆ funkcie (shift^n aj GAF_Zt_2 ) ukăŚeme, Śe ich sprăvovă takmer simultănna zloŚitos§ je ˙( √ n). PouŚijeme postup uvedenŸ v [11, 3]. Poznamenajme eĺte, Śe nakoŇko je dolnŸ odhad asymptoticky vĎĞĺą ako log n, vyplŸva zo vz§ahov uvedenŸch v lemăch 2.9 a 2.8, Śe sprăvovĆ a komunikaĞnĆ zloŚitosti uvaŚovanŸch funkcią vo vĺetkŸch troch modeloch (simultănnom, takmer simultănnom aj zčŚenom) budč navzăjom ekvivalentnĆ (budč sa ląĺi§ iba o multiplikatąvnu konĺtantu) a je teda jedno, ktorč z uvedenŸch troch mier skčmame.

OznaĞenie 2.18 Nech (G, ∘) je koneĞnă grupa. OznaĞme ρ(G) = min_{H1,H2⊆G}{ρ| ρ ≥ |H_1| ∧ ρ ≥ |H_2| ∧ G = H_1 ∘ H_2}, kde pre H_1, H_2 ⊆ G oznaĞujeme H_1 ∘ H_2 mnoŚinu {h_1 ∘ h_2| h_1 ∈ H_1, h_2 ∈ H_2}.

2.2. PrehŇad znămych vŸsledkov 35

Veta 2.19 [11] Nech (G, ∘) je grupa rădu n. Potom platą

M_{AS}(GAF_G) ≥ n 2ρ(G) . DŞkaz: Z de˛nącie ρ(G) vyplŸva, Śe existujč mnoŚiny H_1, H_2 ⊆ G takĆ, Śe ρ(G) =

max{|H_1|, |H_2|} a kaŚdŸ prvok g ∈ G sa dă zapąsa§ aspoď jednŸm spŞsobom v tvare h_1 ∘ h_2 pre nejakĆ h_1 ∈ H_1 a h_2 ∈ H_2.

Vezmime teraz ŇubovoŇnŸ takmer simultănny protokol P = (m_1, m_2, m_3) poĞątajčci funkciu GAF_G a dokăŚeme, Śe M_{AS} (P ) ≥^n_{2ρ(G)} .

ZvoŇme re§azec x ∈ {0, 1}^n. Zostrojme re§azce u a v, priĞom do u uloŚąme zre- §azenie sprăv m_2(h, x) postupne pre vĺetky h ∈ H_1 a podobne do v uloŚąme sprăvy m_1(h, x) pre vĺetky h ∈ H_2. NakoŇko mnoŚiny sprăv posielanŸch jednotlivŸmi hrăĞmi sč bezpre˛xovĆ, re§azce u a v vieme jednoznaĞne rozloŚi§ spĎ§ na jednotlivĆ sprăvy. Navyĺe, mnoŚina re§azcov u · v prislčchajčcich k jednotlivŸm vstupom x ∈ {0, 1}^n je bezpre˛xovă.

Ak poznăme re§azce u a v, vieme z nich urĞi§ pŞvodnŸ re§azec x, a to takto. Vezmime bit re§azca x, ktorŸ zodpovedă prvku g ∈ G. Prvok g vieme napąsa§ ako h_1 ∘ h_2, priĞom h_1 ∈ H_1 a h_2 ∈ H_2. V re§azci u năjdeme sprăvu m_2(h_1, x) posielanč hrăĞom 2 pre vstup h_1 a v re§azci v năjdeme sprăvu m_1(h_2, x). Zo sprăv m_1(h_2, x) a m_2(h_1, x) a z hodnŞt h_1 a h_2 vieme urĞi§ vŸsledok protokolu P , ktorŸm je presne hŇadanŸ bit re§azca x. Pre rŞzne prvky g ∈ G takto ząskame postupne celŸ re§azec x.

Pre kaŚdĆ x ∈ {0, 1}^n moŚno na zăklade prąsluĺnŸch re§azcov u a v toto x jednoznaĞne urĞi§. Pre aspoď jedno x musą teda plati§, Śe |u| + |v| ≥ n. Ěalej platą, Śe |u · v| ≤ (|H_1| + |H_2|) · M_{AS}(P ) ≤ 2ρ(G) · M_{AS}(P ), lebo naprąklad re§azec u vznikol zre§azenąm |H_1| sprăv dŊŚky najviac M_{AS} (P ). Spojenąm tŸchto nerovnostą dostăvame 2ρ(G)·M_{AS} (P ) ≥ n a z toho uŚ priamoĞiaro vyplŸva poŚadovanĆ tvrdenie. 2

DŞsledok 2.20

M_{AS}(shift^n) = ˙( √ n). DŞkaz: Vieme, Śe shift^n = GAF_{Zn} , t.j. M_{AS}(shift^n) ≥ n/2ρ(Z_n), staĞą teda ukăza§,

Śe ρ(Z_n) = O( √ n). Nech k = ⌈ √ n⌉. KaŚdĆ Ğąslo zo Z_n moŚno zapąsa§ ako najviac dvojcifernĆ Ğąslo v sčstave so zăkladom k. Do mnoŚiny H_1 dăme vĺetky Ğąsla zo Z_n, ktorĆ majč v takomto zăpise najniŚĺiu cifru rovnč nule, podobne do H_2 dăme takĆ Ğąsla zo Z_n, ktorĆ majč v takomto zăpise druhč najniŚĺiu cifru rovnč nule. V kaŚdej mnoŚine je teda najviac k Ğąsel. Navyĺe kaŚdĆ g ∈ Z_n moŚno triviălne zapąsa§ ako sčĞet jednĆho Ğąsla z H_1 a jednĆho Ğąsla z H_2. TakŚe Z_n = H_1 + H_2 a teda ρ(Z_n) ≤ max{|H_1|, |H_2|} = O( √ n). 2 DŞsledok 2.21 Nech n = 2^t. Potom platą

M_{AS} (GAF_Zt_2 ) = ˙( √ n).

2.2. PrehŇad znămych vŸsledkov 36

DŞkaz: Aj v tomto prąpade staĞą ukăza§, Śe ρ(Z^t_2) = O( √ n). Konĺtrukcia bude podobnă ako v predchădzajčcom dŞsledku. Prvky Z^t_2 sč binărne re§azce dŊŚky t. Nech k = ⌈ t 2 ⌉ . Do mnoŚiny H_1 dăme vĺetky re§azce zo Z^t_2, ktorĆ majč na prvŸch k miestach nuly (tŸch je 2^{(t−k)} ≤ √ n), podobne do H_2 dăme re§azce zo Z^t_2, ktorĆ majč nuly na poslednŸch (t − k) miestach (tŸch je 2^k ≤ 2 · √ n). Platą, Śe Z^t_2 = H_1 + H_2, takŚe ρ(Z^t_2) ≤ max{|H_1|, |H_2|} = O( √ n). 2

Poznămka: Pomocou vety 2.19 sme pre dve konkrĆtne grupy rădu n (Z_n a Z^t_2)

dokăzali, Śe M_{AS}(GAF_G) = ˙( √ n). Pre grupu rădu n tŸmto spŞsobom lepĺą odhad ako ˙( √ n) ani ząska§ nemoŚno, lebo ρ(G) ≥ √ n. HornŸ odhad pre shift^n

Uvedieme teraz najlepĺą znămy protokol pre funkciu shift^n. Ako sme uŚ uviedli, năjdenie protokolu s komunikaĞnou zloŚitos§ou o(n) bolo dos§ prekvapivĆ, pretoŚe pŞvodne sa predpokladalo, Śe simultănna komunikaĞnă zloŚitos§ funkcie shift^n je ^(n).

Uvedieme najprv jednoduchŸ takmer simultănny protokol na vŸpoĞet shift^n, ktorŸ pouŚije iba^n_2 + O(1) bitov. ZloŚitejĺą protokol, uvedenŸ vo vete 2.23, pouŚąva zovĺeobecnenie tej istej myĺlienky. Lemu 2.22 teda uvădzame kvŞli lepĺiemu pochopeniu.

V Ğlănku [15] bol uvedenŸ protokol so zloŚitos§ou O(n log log n/ log n). Tăto zlo- Śitos§ bola Čalej zlepĺenă v Ğlănku [2] (pozri veta 2.23 a jej dŞsledok).

Lema 2.22 [15] Existuje takmer simultănny protokol pre shift^n, v ktorom hrăĞ 1 poĺle ⌈ n+1 2 ⌉ bitov a hrăĞ 2 poĺle 1 bit.

DŞkaz: PoĞątajme hodnotu shift^n(i, j, x), priĞom x je n-bitovŸ re§azec. HrăĞ 1 rozdelą

bity re§azca x do dvojąc tak, Śe u-ty a v-ty bit budč v jednej skupine prăve vtedy, keČ (u + v) mod n = j. Pre kaŚdĆ u takĆto v existuje, niekedy vĺak mŞŚe plati§, Śe u = v. Bity, pre ktorĆ platą, Śe (u+u) mod n = j, budč teda tvori§ samostatnĆ jednoprvkovĆ skupiny.

Ak (u + u) mod n = j, znamenă to, Śe buČ 2u = j alebo 2u − n = j. Teda buČ u = j/2 alebo u = (j + n)/2. Pre nepărne n majč Ğąsla j a j + n rŞznu paritu, a teda existuje prăve jedna jednoprvkovă skupina. Ak je n părne, tieto Ğąsla majč rovnakč paritu, a teda existujč buČ dve alebo Śiadna jednoprvkovă skupina. CelkovŸ poĞet vytvorenŸch skupąn teda bude najviac ⌈ n+1 2 ⌉ . HrăĞ 1 teraz pre kaŚdč skupinu bitov spravą sčĞet bitov (sĞątava v Z_2) a vŸslednĆ sčĞty poĺle hrăĞovi 3. HrăĞ 2 poĺle hrăĞovi 3 iba jeden bit x(n − i). HrăĞ 3 poznă hodnoty i a j. UrĞą teda index k = (i + j) mod n a medzi sčĞtami prijatŸmi od hrăĞa 1 năjde sčĞet skupiny, v ktorej sa bit x(k) nachădza. V tejto skupine je sčĞet bitov x(k) a x(n − i), lebo (i + j + n − i) mod n = j. VŸsledok teda dostăvame po odĞątaną bitu x(n − i) od năjdenĆho sčĞtu skupiny (v prąpade, Śe skupina bola jednoprvkovă, măme vŸsledok priamo, bez odĞątania). 2

Veta 2.23 [2] Nech pre k platą 1 ≤ k ≤ √ log n. Potom existuje takmer simultănny protokol pre shift^n, v ktorom hrăĞ 1 poĺle O(n/2^k ) bitov a hrăĞ 2 poĺle O(kn^{1−1/k}) bitov.

2.2. PrehŇad znămych vŸsledkov 37

DŞkaz: Zostrojąme takmer simultănny protokol P_1, ktorŸ v prąpade, Śe i + j < n

vypoĞąta sprăvne hodnotu shift^n(i, j, x), priĞom dŊŚky sprăv poslanŸch jednotlivŸmi hrăĞmi budč spŊďa§ poŚiadavky uvedenĆ vo vete. Ak măme takŸto protokol, protokol P poĞątajčci hodnotu shift^n(i, j, x) pre ŇubovoŇnĆ i a j, zostrojąme takto. HrăĞ 1 poĺle sprăvu zostavenč podŇa protokolu P_1 pre vstupy j a x a tieŚ sprăvu zostavenč podŇa protokolu P_1 pre vstupy j^′ = n − j − 1 a x^′, ktorŸ ząskame otoĞenąm re§azca x. HrăĞ 2 podobne poĺle sprăvu podŇa protokolu P_1 pre vstupy i a x a tieŚ sprăvu pre vstupy i^′ = n−i a re§azec x^′. HrăĞ 3 poznă i aj j, takŚe v prąpade, Śe i+j < n, urĞą vŸsledok podŇa pŞvodnĆho protokolu P_1 pre vstupy i, j a x. Ak vĺak i + j ≥ n, tak hrăĞ 3 ząska vŸsledok podŇa protokolu P_1 pre vstupy i^′, j^′ a x^′, lebo ak i + j > n, tak i^′ + j^′ < n a x^′((i^′ + j^′) mod n) = x((i + j) mod n). DŊŚky sprăv protokolu P sa oproti protokolu P^′ zdvojnăsobia, takŚe stăle budč spŊďa§ ohraniĞenia danĆ dokazovanou vetou.

Konĺtrukcia protokolu P_1. Protokol P_1 mă teda sprăvne pracova§ pre tie dvojice

i, j ∈ Z_n, pre ktorĆ platą (i + j) mod n = i + j. Pri konĺtrukcii pouŚijeme myĺlienku z dŞkazu lemy 2.22. Presnejĺie, pre k = 1 je tu skonĺtruovanŸ P_1 veŇmi podobnŸ na protokol popąsanŸ v leme.

Vĺetky bity vstupu x funkcie shift^n(i, j, x) rozdeląme do skupąn (tentokrăt uŚ viacprvkovŸch) a hrăĞ 1 poĺle sčĞty bitov v jednotlivŸch skupinăch. HrăĞ 2 poĺle niekoŇko bitov z re§azca x tak, aby poslal vĺetky bity, ktorĆ budč v skupine, v ktorej sa nachădza x(i + j), okrem samotnĆho bitu x(i + j). HrăĞ 3 potom ząska x(i + j) odĞątanąm vĺetkŸch ostatnŸch bitov od sčĞtu prąsluĺnej skupiny.

ZvoŇme m = ⌈^k √ n⌉, ĞiŚe platą m^k ≥ n > (m − 1)^k. KaŚdĆ Ğąslo zo Z_n moŚno zapąsa§ v sčstave so zăkladom m pomocou najviac k ci˛er (vĺimnime si, Śe vzhŇadom na ohraniĞenie k danĆ vo vete, bude pre n > 1 plati§ m ≥ 2 a teda mŞŚeme naozaj pouŚąva§ sčstavu so zăkladom m). OznaĞme teraz jednotlivĆ cifry zăpisu Ğąsla i v m-kovej sčstave ako i_0, i_1, . . . , i_{k−1}, podobne j_0, j_1, . . . j_{k−1} sč cifry zăpisu Ğąsla j a l_0, l_1, . . . l_{k−1} nech sč cifry zăpisu Ğąsla l = i + j. Ěalej budeme vyuŚąva§ fakt, Śe pre kaŚdĆ t ∈ Z_k platą l_t = (i_t + j_t) mod m alebo l_t = (i_t + j_t + 1) mod m.

HrăĞ 1 rozdelą bity re§azca x do skupąn. Vezmime u, v ∈ Z_n, priĞom cifry Ğąsla u v zăpise v m-kovej sčstave oznaĞme u_0, . . . u_{k−1} a cifry zăpisu Ğąsla v oznaĞme v_0, . . . v_{k−1}. Potom bity x(u) a x(v) budč v jednej skupine prăve vtedy, keČ pre kaŚdĆ t ∈ Z_k platą u_t = v_t alebo (u_t + v_t) mod m = j_t.

V kaŚdej zo skupąn vypoĞąta sčĞet bitov v Z_2 a tento sčĞet poĺle hrăĞovi 3.

Odhadnime teraz poĞet vytvorenŸch skupąn. Pre kaŚdĆ t rozdeląme Ğąsla zo Z_m na triedy ekvivalencie, priĞom a a b budč v jednej triede prăve vtedy, keČ a = b alebo (a + b) mod m = j_t. Pre kaŚdĆ t sč teda triedy urĞenĆ hodnotou j_t. PoĞet tried pre kaŚdĆ t je najviac ⌈ m+1 2 ⌉ (dokăzali sme v dŞkaze lemy 2.22). Ăąsla u, v ∈ Z_n budč v jednej skupine prăve vtedy, ak pre kaŚdĆ t ∈ Z_k sč ich cifry u_t a v_t v jednej triede ekvivalencie urĞenej Ğąslom j_t. VĺetkŸch skupąn je teda ⌈ m+1 2 ⌉k . Protokol pre hrăĞa 2 chceme zostavi§ tak, Śe poĺle takĆ bity z re§azca x, aby medzi nimi urĞite boli vĺetky bity zo skupiny, v ktorej je x(l), okrem prąpadne samotnĆho x(l). V skupine s bitom x(l) sč vĺetky takĆ bity x(u), Śe pre kaŚdĆ t platą u_t = l_t alebo (u_t + l_t) mod m = j_t. Pre kaŚdŸ bit v tejto skupine okrem samotnĆho x(l) vĺak

2.2. PrehŇad znămych vŸsledkov 38

pre aspoď jedno t platą (u_t + l_t) mod m = j_t. Tčto rovnos§ mŞŚme upravi§ s vyuŚitąm znalosti, Śe l_t = (i_t + j_t) mod m alebo l_t = (i_t + j_t + 1) mod m, na tvar

(u_t + i_t) mod m = 0 alebo (u_t + i_t + 1) mod m = 0. (2.1)

Zistili sme teda, Śe pre kaŚdŸ bit x(u), ktorŸ je v skupine s x(l) (okrem samotnĆho x(l)), platą pre niektorĆ t ∈ Z_k vz§ah (2.1). HrăĞ 2 poĺle vĺetky bity x(u) takĆ, Śe pre aspoď jedno t ∈ Z_k platą vz§ah (2.1). Medzi tŸmito bitmi teda budč aj vĺetky bity, ktorĆ sč v skupine spolu s x(l).

HrăĞ 3 uŚ len na zăklade i a j vypoĞąta l, zistą, v ktorej skupine sa x(l) nachădza a od jej sčĞtu odĞąta vĺetky ostatnĆ bity tejto skupiny.

ZloŚitos§ protokolu P_1. HrăĞ 1 poĺle sčĞty^{⌈ m+1}_2^{⌉k} skupąn. Upravujme tento vŸraz:

⌈ m + 1 2 ⌉k ≤ ((m − 1) + 3)^k 2^k ≤ n + ∑k i=1 ( k i ) (m − 1)^{k−i}3^i 2^k .

OznaĞme S = ∑k i=1 ( k i ) (m − 1)^{k−i}3^i. StaĞą dokăza§, Śe S = O(n). VyuŚijeme vz§ahy ( k i ) ≤ 2^k, (m − 1)^{k−i} < n · n^{−i/k} a ∑k i=1 x^i = (x − x^{k+1})/(1 − x) a dostăvame: S≤ 2^kn ∑k i=1(3n^{−1/k})^i ≤ 3 · 2^kn(3n^{−1/k} − 3^{k+1}n^{− k+1k} ) = = 9(n^{1−1/k+k/ log n} − n^{log 6/ log n−1/k}).

VŸraz 1−^1_k +^k_{log n} pre pevnĆ n rastie s k, takŚe najvĎĞĺą bude pre maximălnu povolenč hodnotu k, Ğo je √ log n. Pre tčto hodnotu je vĺak rovnŸ presne 1. TakŚe dostăvame S ≤ 9n = O(n). Dokăzali sme teda, Śe poĞet skupąn je O(n/2^k), pre kaŚdč poĺle hrăĞ 1 jeden bit, poĺle teda sprăvu dŊŚky O(n/2^k ).

HrăĞ 2 poĺle vĺetky takĆ bity vstupu x, ktorŸch poradovĆ Ğąslo aspoď pre jednu cifru t spŊďa vz§ah (2.1). PoĞet tŸchto bitov odhadneme zhora takto. Cifru, ktoră tento vz§ah spŊďa, mŞŚeme zvoli§ k spŞsobmi, priĞom vz§ah mŞŚu pre danĆ t spŊďa§ 2 hodnoty. OstatnĆ cifry moŚno zvoli§ ŇubovoŇne zo Z_m. Măme teda, Śe hrăĞ 2 poĺle najviac 2km^{k−1} bitov. Z rozboru zloŚitosti pre hrăĞa 1 vidno, Śe m^k = O(n) a teda m^{k−1} = O(n)^{1−1/k} = O(n^{1−1/k}). HrăĞ 2 teda poĺle O(kn^{1−1/k}) bitov. 2

DŞsledok 2.24 [2]

C_{AS} (shift^n) = O ( n log^{1/4} n 2^{√log n} ) .

DŞkaz: Dostaneme po dosadeną k =^⌈ √ log n −^{log log n}_4 ⌉ do vety 2.23. 2

2.2. PrehŇad znămych vŸsledkov 39

HornŸ odhad pre GAF_Zt_2

Pre funkciu GAF_Zt_2 bol năjdenŸ lepĺą hornŸ odhad ako pre funkciu GAF_{Zn} (t.j. shift^n). Tento hornŸ odhad vyuŚąva vlastnosti grupy Z^t_2, takŚe ho nemoŚno priamoĞiaro pouŚi§ pre funkciu shift^n.

Veta 2.25 [11] Nech n = 2^t. Potom platą

C_{AS} (GAF_Zt_2 ) = O(n^{0.92}).

DŞkaz: Funkcia GAF_Zt_2 (x, y, f) mă ako vstup dve Ğąsla x, y ∈ Z^t_2 (t.j. dva t-bitovĆ

re§azce) a jeden re§azec f dŊŚky n. Re§azec f mŞŚeme chăpa§ ako funkciu f : {0, 1}^t → {0, 1}, t.j. kaŚdŸ bit re§azca f urĞuje funkĞnč hodnotu pre jednu t-ticu vstupnŸch bitov. Potom mŞŚeme zapąsa§ vŸslednč hodnotu protokolu takto (v celom dŞkaze + znamenă sĞątanie v Z^t_2 resp. v Z_2):

GAF_Zt_2 (x, y, f) = f(x + y).

KaŚdă booleovskă funkcia t premennŸch sa vĺak dă zapąsa§ ako polynćm t premennŸch nad Z_2, priĞom tento polynćm bude navyĺe multilineărny, t.j. ak vĺetky premennĆ okrem jednej budeme povaŚova§ za parametre, dostaneme lineărnu funkciu jednej premennej. V polynćme zodpovedajčcom f sa teda vyskytujč iba Ğleny tvaru X_S = ∏ i∈S x_i, kde S ⊆ Z_t. RozdeŇme teraz Ğleny polynćmu na dve skupiny (sĞątame v Z_2):

f(x_0, x_1, . . . , x_{t−1}) = ∑ S⊆Zt a_S · X_S = ∑ |S|> 23 t a_S · X_S f_1(x_0, . . . , x_{t−1}) + ∑ |S|≤ 23 t a_S · X_S . f_2(x_0, . . . , x_{t−1})

Ak teda x a y sč binărne re§azce dŊŚky t, potom f(x + y) = f_1(x + y) + f_2(x + y), kde f_1 je polynćm obsahujčci Ğleny stupďa vĎĞĺieho ako^2_3 t, polynćm f_2 obsahuje Ğleny stupďa najviac^2_3 t. UkăŚeme dva protokoly P_1 a P_2, priĞom pomocou protokolu P_i sa pre vstupy x, y a f vypoĞąta hodnota f_i(x, y). Je zrejmĆ, Śe je moŚnĆ zostavi§ protokol P , poĞątajčci funkciu GAF_Zt_2 , v ktorom hrăĞi 1 a 2 poĺlč zre§azenie sprăv z protokolov P_1 a P_2, hrăĞ 3 vypoĞąta vŸsledky tŸchto protokolov a sĞąta ich. KomunikaĞnă zloŚitos§ bude zhora ohraniĞenă sčĞtom komunikaĞnŸch zloŚitostą protokolov P_1 a P_2.

Protokol P_1. VŸraz f_1(x + y) bude protokol poĞąta§ tak, Śe hrăĞ 1 na zăklade

vstupu f vypoĞąta koe˛cienty a_S pre vĺetky S takĆ, Śe |S| >^2_3 t. Tieto koe˛cienty poĺle hrăĞovi 3. HrăĞ 3 poznă vstupy x a y, takŚe spoĞąta x + y (nad Z^t_2) a vypoĞąta vŸsledok.

Protokol P_2. Funkcia f_2 je multilineărnym polynćmom stupďa najviac^2_3 t. Ak za

vstup dosadąme x + y = x(0) + y(0), x(1) + y(1), . . . x(t − 1) + y(t − 1), dostăvame

f_2(x + y) = ∑ |S|≤ 23 t a_S · ∏ i∈S (x(i) + y(i)) = ∑ |S|≤ 23 t a_S · ∑ T ⊆S X_T Y_{S\T} ,

2.2. PrehŇad znămych vŸsledkov 40

kde X_S = ∏ i∈S x(i) a Y_S = ∏ i∈S y(i). Predchădzajčcu rovnos§ mŞŚeme Čalej upravi§:

f_2(x + y) = ∑ |S|≤ 23 t ∑ |T |≤ 23 t b_{S,T} X_S Y_T , kde b_{S,T} = a_{S∪T} pre takĆ dvojice S, T ⊆ Z_t, Śe S a T sč disjunktnĆ a ich zjednotenie mă najviac^2_3 t prvkov. Pre ostatnĆ dvojice S a T poloŚąme b_{S,T} = 0. Uvedomme si teraz, Śe b_{S,T} mŞŚe by§ nenulovĆ iba pre tie dvojice S a T , v ktorŸch mă aspoď jedna mnoŚina najviac^1_3 t prvkov. Sumu teda mŞŚeme rozdeli§ na dve Ğasti, do prvej dăme tie Ğleny, ktorĆ majč |S| ≤^1_3 t a do druhej tie, pre ktorĆ platą |T | ≤^1_3 t a |S| >^1_3 t (aby sme niektorŸ Ğlen nezapoĞątali dvakrăt). TŸmto rozdelenąm a năslednou čpravou dostăvame:

f_2(x + y)= ∑ |S|≤ 13 t ∑ |T |≤ 23 t b_{S,T} X_S Y_T + ∑ |T |≤ 13 t ∑ 1 3 t<|S|≤^2_3 t b_{S,T} X_S Y_T =

= ∑ |S|≤ 13 t X_S · ∑ |T |≤ 23 t b_{S,T} Y_T + ∑ |T |≤ 13 t Y_T · ∑ 1 3 t<|S|≤^2_3 t b_{S,T} X_S . Uvedomme si teraz, Śe koe˛cienty b_{S,T} zăvisia iba od vstupu f, ktorŸ poznajč hrăĞi 1 aj 2. HrăĞ 1 pre kaŚdĆ S ⊆ Z_t s najviac^1_3 t prvkami vypoĞąta hodnotu ∑ |T |≤ 23 t bS,T YT , ktoră zăvisą iba od vstupov f a y a vĺetky tieto hodnoty poĺle hrăĞovi 3. Podobne hrăĞ 2 poĺle hrăĞovi 3 hodnoty

∑_1

3 t<|S|≤^2_3 t bS,T XS pre vĺetky T ⊆ Zt s najviac^1_3 t

prvkami (tieto hodnoty zasa zăvisia iba od vstupov f a x). HrăĞ 3 poznă hodnoty x a y, vie teda vypoĞąta§ sčĞiny X_S a Y_S pre kaŚdĆ S a pomocou prijatŸch koe˛cientov vie teda vypoĞąta§ aj f_2(x, y).

Odhad zloŚitosti. Pre jednoduchos§ budeme uvaŚova§ prąpad, Śe t = 3m. V pro-

tokole P_1 hrăĞ 1 poĺle jeden bit pre kaŚdč mnoŚinu S ⊆ Z_t s viac ako 2m prvkami, celkovŸ poĞet posielanŸch bitov je

∑_3m k=2m+1 (_3 m k ) < ∑m k=0 (_3 m k ) . V protokole P_2 kaŚdŸ z hrăĞov poĺle jeden bit pre kaŚdč podmnoŚinu S ⊆ Z_t s najviac m prvkami, t.j. spolu sa poĺle 2 ∑m k=0 (_3 m k ) bitov.

Dostăvame teda, Śe celkovŸ poĞet bitov poslanŸch v protokole pre vŸpoĞet funkcie GAF_Zt_2 je najviac 3 m∑ k=0 ( 3m k ) . Na odhad tejto sumy vyuŚijeme najprv skutoĞnos§, Śe pre u ≤^t_3 platą ∑u k=0 ( t k ) ≤ 2 ( t u ) . Tento vz§ah je moŚnĆ jednoducho dokăza§ matematickou indukciou vzhŇadom na u s vyuŚitąm faktu, Śe 2 ( n m−1 ) = ( n m )_2 m n−m+1 ≤ ( n m ) pre m ≤^n_3 . Măme teda, Śe

C_{AS} (GAF_Z3m_2 ) ≤ 6 ( 3m m ) . BinomickŸ koe˛cient

(_3 m m ) Čalej odhadneme podŇa Stirlingovej formuly, konkrĆtne podŇa vz§ahu

n! = √ 2πn (n e )n ( 1 + θ_n 12n ) ,

2.3. Odhady pomocou zăkladnŸch parametrov 41

kde θ_n ∈ (0, 1). Po dosadeną (vyuŚąvajčc, Śe n = 2^{3m}) dostăvame ( 3m m ) = √ 3 4πm · 2^{3m(log 3− 23 )} ·

1 +^{θ3m}_{36m} (1 +^{θ2m}_{24m} )(1 +^{θm}_{12m} ) ≤ n^{log 3− 2}3 √ log n

NakoŇko log 3 −^2_3 = 0.918 . . ., dostăvame, Śe C_{AS} (GAF_Z3m_2 ) = O(n^{0.92}). Pre tie hodnoty t, ktorĆ nie sč deliteŇnĆ Ğąslom 3, dostaneme poŚadovanĆ tvrdenie pozorovanąm, Śe poĞet bitov, ktorĆ sa v protokole posielajč, tvoria funkciu monotćnnu v zăvislosti od t. 2

2.2.3 Zhrnutie

Hoci boli năjdenĆ pomerne prekvapivĆ a zaująmavĆ protokoly na vŸpoĞet funkcią shift^n a GAF_Zt_2 , ich komunikaĞnă zloŚitos§ je pomerne vzdialenă od najlepĺieho znămeho dolnĆho odhadu. Otvorenou otăzkou zostăva odstrăni§ tčto medzeru medzi dolnŸm a hornŸm odhadom.

InŸm otvorenŸm problĆmom zostăva dokăza§, Śe pre niektorĆ ε neexistuje protokol na vŸpoĞet shift^n, v ktorom by hrăĞ 1 poslal O(n/ log log n) a hrăĞ 2 O(n^ε) bitov (alebo naopak năjs§ takŸto protokol pre ŇubovoŇnĆ ε).

V tejto prăci sa zaoberăme iba simultănnymi protokolmi pre ĺtyroch hrăĞov rătajčcimi funkcie troch vstupov. V literatčre vĺak bolo ĺtudovanĆ aj zovĺeobecnenie pre k + 1 hrăĞov a k vstupov. Skčmali sa najmĎ funkcie, pri ktorŸch poĞet hrăĞov rastie s dŊŚkou vstupu rŸchlejĺie ako polylogaritmicky. Ak by sa pre nejakč funkciu ukăzal v tomto modeli dolnŸ odhad lepĺą ako logaritmickŸ, znamenalo by to, Śe dană funkcia sa nedă poĞąta§ ACC^0 obvodom. ACC^0 obvody sč booleovskĆ obvody s konĺtantnou hŊbkou, polynomiălnou veŇkos§ou a neohraniĞenŸm vstupnŸm stupďom jednotlivŸch vrcholov. Okrem hradiel AND, OR a NOT sč povolenĆ aj hradlă MOD_m, ktorĆ zis§ujč, Ği poĞet jedniĞiek na ich vstupoch je deliteŇnŸ Ğąslom m.

2.3 Odhady pomocou zăkladnŸch parametrov

V tejto podkapitole sa budeme zaobera§ niektorŸmi zăkladnŸmi vlastnos§ami simultănnej komunikaĞnej zloŚitosti funkcią z F_{p,n} (F_{p,n} = Z_p × Z_p × Z_n). Funkciu f ∈ F_{p,n} budeme charakterizova§ pomocou ĺtyroch jednoduchŸch parametrov p, n, r a s. Parametre p a n sč jednoducho "rozmery" de˛niĞnĆho oboru funkcie. Parametre r a s de˛nujeme takto: funkciu f mŞŚeme chăpa§ ako postupnos§ n matąc typu p × p. Parameter r urĞuje, koŇko je medzi tŸmito n maticami navzăjom rŞznych matąc. KaŚdă z tŸchto n matąc je navyĺe tvorenă p riadkami (riadok si mŞŚeme predstavi§ naprąklad ako slovo z {0, 1}^p). Ak teraz vezmeme vĺetky riadky zo vĺetkŸch matąc dokopy, tak parameter s urĞuje, koŇko je medzi nimi navzăjom rŞznych riadkov.

V jednotlivŸch Ğastiach uvedieme charakterizăciu miery C_S (f) pomocou dvojąc parametrov (p, n), (p, r) a (p, s). Pre kaŚdč dvojicu năjdeme hornŸ odhad, kde sa dă aj dolnŸ odhad a pokčsime sa dokăza§, Śe năjdenĆ odhady sč optimălne.

2.3. Odhady pomocou zăkladnŸch parametrov 42

2.3.1 Charakterizăcia pomocou p a n

Parametre p a n nehovoria niĞ o funkĞnŸch hodnotăch funkcie f. Pre kaŚdĆ p a n existuje funkcia f ∈ F_{p,n}, ktoră je konĺtantnă a teda na jej vŸpoĞet netreba vŞbec Śiadnu komunikăciu. Z tohto dŞvodu pomocou p a n nemoŚno vyjadri§ Śiaden (kladnŸ) dolnŸ odhad miery C_S (f). Uvedieme vĺak hornŸ odhad komunikaĞnej zloŚitosti a jeho optimălnos§.

HornŸ odhad komunikaĞnej zloŚitosti Veta 2.26 Simultănna komunikaĞnă zloŚitos§ Śiadnej funkcie f ∈ F_{p,n} nie je vĎĞĺia ako min {p + ⌈log p⌉ , ⌈log n⌉ + 2 ⌈log p⌉ , n + ⌈log n⌉} DŞkaz: Uvedieme tri protokoly na vŸpoĞet hodnoty f(x, y, z), jeden s komunikaĞnou

zloŚitos§ou p + ⌈log p⌉, druhŸ s komunikaĞnou zloŚitos§ou ⌈log n⌉ + 2 ⌈log p⌉ a tretą s komunikaĞnou zloŚitos§ou n + ⌈log n⌉.

Protokol 1 HrăĞ 1 (ktorŸ poznă y a z) poĺle hrăĞovi 4 p-bitovŸ re§azec v takŸ, Śe

v(i) = f(i, y, z). HrăĞ 2 poĺle hrăĞovi 4 vstup x (zapąsanŸ ⌈log p⌉ bitov). HrăĞ 3 nepoĺle niĞ. HrăĞ 4 ako vŸsledok vrăti v(x).

Protokol 2 KaŚdŸ hrăĞ poĺle jeden zo svojich vstupov hrăĞovi 4 tak, aby hrăĞ 4

ząskal celŸ vstup a na zăklade toho mohol vypoĞąta§ funkĞnč hodnotu. Vstup z moŚno zapąsa§ pomocou ⌈log n⌉ bitov, vstup x (resp. y) moŚno zapąsa§ pomocou ⌈log p⌉ bitov.

Protokol 3 HrăĞ 3 poĺle hrăĞovi 4 n-bitovŸ re§azec v takŸ, Śe v(i) = f(x, y, i). HrăĞ

1 poĺle hrăĞovi 4 vstup z (⌈log n⌉ bitov). HrăĞ 2 nepoĺle niĞ. HrăĞ 4 ako vŸsledok vrăti v(z). 2

Optimălnos§ hornĆho odhadu

UkăŚeme, Śe hornŸ odhad uvedenŸ vo vete 2.26 je aŚ na konĺtantnŸ năsobok optimălny. DokăŚeme teda, Śe existujč funkcie s veŇkou simultănnou komunikaĞnou zlo- Śitos§ou.

Jadro dŞkazu sa nachădza v nasledujčcej leme. Tă platą pre ŇubovoŇnĆ hodnoty p a n. Vo vete 2.26 vĺak dostăvame rŞzne hornĆ odhady v zăvislosti od vzăjomnĆho vz§ahu p a n. Veta 2.28 teda dokazuje optimălnos§ hornĆho odhadu pre jednotlivĆ prąpady, akĆ mŞŚu nasta§.

Lema 2.27 Nech m = min{p, n} a nech k je Ğąslo takĆ, Śe

7 · 2^k + kp^2n m − 3 < p^2n. (2.2)

Potom existuje funkcia f ∈ F_{p,n} so simultănnou komunikaĞnou zloŚitos§ou vĎĞĺou ako k.

2.3. Odhady pomocou zăkladnŸch parametrov 43

DŞkaz: ZvoŇme pevne p, n a k. DokăŚeme, Śe ak pre k platą (2.2), potom je poĞet

funkcią z F_{p,n} vypoĞątateŇnŸch protokolmi s komunikaĞnou zloŚitos§ou najviac k menĺą ako poĞet vĺetkŸch funkcią v F_{p,n}.

Protokol s komunikaĞnou zloŚitos§ou najviac k budeme kćdova§ pomocou troch binărnych re§azcov u, v a w. Re§azec u obsahuje pre kaŚdĆho hrăĞa mnoŚinu sprăv, akĆ tento hrăĞ posiela. Pre kaŚdĆho hrăĞa je tăto mnoŚina sprăv bezpre˛xovă a kaŚdă sprăva mă dŊŚku najviac k. MnoŚinu sprăv jednĆho hrăĞa budeme kćdova§ ako binărny re§azec 2^{k+1} − 1, ktorŸ pre kaŚdŸ zo 2^{k+1} − 1 rŞznych re§azcov dŊŚky najviac k obsahuje jeden bit. Tento bit urĞuje, Ği je danŸ re§azec v mnoŚine sprăv. KeČŚe măme troch hrăĞov, celkovă dŊŚka re§azca u je 3(2^{k+1} − 1) = 6 · 2^k − 3.

Re§azec v obsahuje najprv zre§azenie vĺetkŸch sprăv, ktorĆ jednotlivą hrăĞi posielajč na vĺetky kombinăcie svojich vstupov, priĞom re§azec je doplnenŸ nulami na dŊŚku^{kp2n}_m (neskŞr dokăŚeme, Śe dŊŚka zre§azenia sprăv nepresiahne tčto hodnotu). ZaĞiatok re§azca v je tvorenŸ zre§azenąm pn sprăv, ktorĆ poĺle hrăĞ 1 na jednotlivĆ kombinăcie vstupov y a z. Ěalej nasleduje zre§azenie pn sprăv, ktorĆ posiela hrăĞ 2 na vĺetky kombinăcie svojich vstupov a nakoniec zre§azenie p^2 sprăv, ktorĆ posiela hrăĞ 3. Ak poznăme re§azec u (a Ğąsla n a p), vieme re§azec v jednoznaĞne rozlo- Śi§ na jednotlivĆ sprăvy, lebo mnoŚiny sprăv jednotlivŸch hrăĞov sč bezpre˛xovĆ a teda vieme urĞi§, kde v re§azci v konĞą ktoră sprăva. Tieto dva re§azce spolu teda jednoznaĞne urĞujč, Ğo bude ktorŸ hrăĞ posiela§ pre ktorŸ vstup.

Zostăva dokăza§, Śe re§azec bude ma§ vŚdy dŊŚku^{kp2n}_m , t.j. Śe dŊŚka zre§azenia vĺetkŸch sprăv vĺetkŸch hrăĞov nepresiahne tčto hodnotu. OznaĞme dŊŚku zre§azenia vĺetkŸch sprăv q. Vytvorme tabuŇku tak, Śe pre kaŚdč z p^2n moŚnŸch kombinăcią vstupov funkcie uvedieme re§azec, ktorŸ vznikne zre§azenąm sprăv poslanŸch jednotlivŸmi hrăĞmi pre tento vstup. VeŇkos§ kaŚdĆho riadku je najviac k, takŚe celă tabuŇka obsahuje najviac kp^2n znakov. Sprăva poslană hrăĞom i je takă istă vo vĺetkŸch riadkoch, v ktorŸch sa meną iba vstup Ğąslo i. Pre hrăĞov 1 a 2 je takŸchto riadkov p, pre hrăĞa 3 je takŸchto riadkov n. Teda kaŚdă sprăva z re§azca v sa v tabuŇke nachădza na aspoď m = min{p, n} rŞznych miestach. DŊŚka tabuŇky je preto aspoď mq. Măme teda, Śe q ≤^{kp2n}_m , Ğo sme chceli dokăza§.

Re§azec w popisuje, akŸ vŸsledok hrăĞ 4 ohlăsi po prijatą urĞitej trojice sprăv od ostatnŸch hrăĞov. Re§azec w obsahuje jeden bit pre kaŚdŸ re§azec z {0, 1}^k (t.j. |w| = 2^k). HrăĞ 4 spoją sprăvy prijatĆ od hrăĞov 1, 2 a 3 do jednĆho re§azca (ktorŸ bude ma§ dŊŚku najviac k) a doplną znakom 0 na dŊŚku k. Potom năjde vo w bit prislčchajčci ząskanĆmu re§azcu a ten vyhlăsi za vŸsledok. Pre kaŚdč trojicu sprăv zostavą hrăĞ 4 inŸ re§azec, lebo sprăvy hrăĞov sč z bezpre˛xovŸch mnoŚąn. KaŚdĆ moŚnĆ sprăvanie sa hrăĞa 4 v pre˛xovom protokole s komunikaĞnou zloŚitos§ou najviac k moŚno teda popąsa§ takŸmto re§azcom.

KaŚdŸ protokol s komunikaĞnou zloŚitos§ou najviac k teda moŚno popąsa§ re§azcom uvw, priĞom pre rŞzne protokoly dostăvame rŞzne re§azce. DŊŚka re§azca uvw je 7 · 2^k − 3 +^{kp2n}_m . Protokol vĺak jednoznaĞne urĞuje poĞątanč funkciu. Teda poĞet funkcią vypoĞątateŇnŸch protokolom s komunikaĞnou zloŚitos§ou najviac k neprevyĺuje poĞet rŞznych re§azcov uvw vhodnej dŊŚky, ktorŸ je 2^{|uvw|} = 2^{(7·2k−3+ kp2nm )}

2.3. Odhady pomocou zăkladnŸch parametrov 44

PoĞet vĺetkŸch funkcią Z_p × Z_p × Z_n → {0, 1} je ale 2^{p2n}. Teda ak pre nejakĆ k platą (2.2), potom existuje funkcia s komunikaĞnou zloŚitos§ou vĎĞĺou ako k. 2

Veta 2.28 Nech n, p ≥ 4. Potom platą:

• Ak p ≤ log n, tak existuje funkcia f ∈ F_{p,n} takă, Śe C_S (f) ≥ p.

• Ak log n ≤ p ≤ n, tak existuje funkcia f ∈ F_{p,n} takă, Śe C_S (f) ≥ ⌈log n⌉ − 1.

• Ak n ≤ p ≤ 2^n, tak existuje funkcia f ∈ F_{p,n} takă, Śe C_S (f) ≥ ⌈log p⌉ − 1.

• Ak 2^n ≤ p, tak existuje funkcia f ∈ F_{p,n} takă, Śe C_S (f) ≥ n − 1. DŞkaz: JednotlivĆ prąpady dokăŚeme pomocou lemy 2.27.

• Nech p ≤ log n. DokăŚeme, Śe pre k = p − 1 platą vz§ah (2.2), t.j. existuje funkcia so simultănnou komunikaĞnou zloŚitos§ou aspoď p. Upravujme Ňavč stranu:

7 · 2^k + kp^2n m − 3 = 7 · 2^{p−1} +

(p − 1)p^2n p − 3 ≤ 7 2 n + p^2n − pn − 3 < p^2n • Nech log n ≤ p ≤ n. DokăŚeme, Śe pre k = log n − 1 platą vz§ah (2.2), t.j.

existuje funkcia s komunikaĞnou zloŚitos§ou aspoď ⌈log n⌉ − 1. Upravujme Ňavč stranu:

7 · 2^k + kp^2n m − 3 = 7 · 2^{log n−1} +

(log n − 1)p^2n p − 3 ≤ 7 2 n + p^2n − pn − 3 < p^2n • Nech n ≤ p ≤ 2^n. DokăŚeme, Śe pre k = log p − 1 platą vz§ah (2.2), t.j. existuje funkcia s simultănnou komunikaĞnou zloŚitos§ou aspoď ⌈log p⌉ − 1. Upravujme Ňavč stranu:

7 · 2^k + kp^2n m − 3 = 7 · 2^{log p−1} +

(log p − 1)p^2n n − 3 ≤ 7 2 p + p^2n − p^2 − 3 < p^2n

Nerovnos§^7_2 p − p^2 − 3 < 0 platą pre kaŚdĆ p > 2.

• Nech 2^n ≤ p. DokăŚeme, Śe pre k = n − 1 platą vz§ah (2.2), t.j. existuje funkcia so simultănnou komunikaĞnou zloŚitos§ou aspoď n. Upravujme Ňavč stranu:

7 · 2^k + kp^2n m − 3 = 7 · 2^{n−1} +

(n − 1)p^2n n − 3 ≤ 7 2 p + p^2n − p^2 − 3 < p^2n 2 DŞsledok 2.29 Nech p, n ≥ 4 a nech g(p, n) je hornŸ odhad simultănnej komunikaĞnej zloŚitosti funkcie z F_{p,n} uvedenŸ vo vete 2.26, t.j. g(p, n) = min {p + ⌈log p⌉ , ⌈log n⌉ + 2 ⌈log p⌉ , n + ⌈log n⌉} Potom existuje funkcia so simultănnou komunikaĞnou zloŚitos§ou aspoď^1_3 g(p, n) − 1. DŞkaz: Dostaneme jednoduchŸm rozborom jednotlivŸch prąpadov vo vete 2.28. 2

2.3. Odhady pomocou zăkladnŸch parametrov 45

2.3.2 Charakterizăcia pomocou p a r

Nech f ∈ F_{p,n}. Pre kaŚdĆ x ∈ Z_n nech B_x je binărna matica typu p × p takă, Śe B_x(i, j) = f(i, j, x). Nech Ğąslo r oznaĞuje poĞet rŞznych matąc B_x de˛novanŸch pre danč funkciu f (t.j. r = | {B_x | x ∈ Z_n} |). NakoŇko poĞet vĺetkŸch binărnych matąc typu p × p je 2^{p2} , musą plati§, Śe 1 ≤ r ≤ 2^{p2} .

V tejto Ğasti zostrojąme dolnŸ a hornŸ odhad simultănnej komunikaĞnej zloŚitosti danej funkcie pomocou parametrov p a r a dokăŚeme optimălnos§ tŸchto odhadov.

HornŸ odhad Veta 2.30 Nech f(i, j, x) ∈ F_{p,n} a nech Ğąslo r oznaĞuje poĞet rŞznych matąc B_x de˛novanŸch pre danč funkciu f. Potom platą

C_S(f) ≤ min {p + ⌈log p⌉ , ⌈log r⌉ + 2 ⌈log p⌉ , r + ⌈log r⌉}

DŞkaz: Protokol s komunikaĞnou zloŚitos§ou p + ⌈log p⌉ sme zostrojili v dŞkaze vety

2.26. StaĞą teda uvies§ dva protokoly, jeden s komunikaĞnou zloŚitos§ou ⌈log r⌉ + 2 ⌈log p⌉, druhŸ s komunikaĞnou zloŚitos§ou r + ⌈log r⌉.

Nech vĺetky rŞzne matice B_x pre funkciu f sč A_1, A_2, . . . A_r.

1. HrăĞ 1 na zăklade vstupu x zistą k takĆ, Śe B_x = A_k a poĺle Ğąslo k (⌈log r⌉ bitov). HrăĞ 3 poĺle vstupy i a j { na kaŚdŸ z nich je potrebnŸch ⌈log p⌉ bitov. HrăĞ 2 neposiela niĞ. HrăĞ 4 năjde A_k(i, j).

2. HrăĞ 1 na zăklade vstupu x zistą k takĆ, Śe B_x = A_k a poĺle Ğąslo k (⌈log r⌉ bitov). HrăĞ 3 poĺle r-bitovŸ re§azec v, ktorĆho l-ty bit je A_l(i, j). HrăĞ 4 vyberie k-ty bit re§azca v. 2 Optimălnos§ hornĆho odhadu

UkăŚeme, Śe hornŸ odhad uvedenŸ vo vete 2.30 je optimălny aŚ na konĺtantnŸ năsobok.

Veta 2.31 Pre ŇubovoŇnĆ prirodzenĆ p a r takĆ, Śe r ≤ 2^{p2} oznaĞme h(p, r) := min {p + ⌈log p⌉ , ⌈log r⌉ + 2 ⌈log p⌉ , r + ⌈log r⌉} Potom pre kaŚdĆ p a r (r ≤ 2^{p2} , p, r ≥ 4) existuje funkcia f ∈ F_{p,n} s parametrom r a so simultănnou komunikaĞnou zloŚitos§ou aspoď^1_3 h(p, r) − 1.

DŞkaz: Nech p a r sč Ğąsla splďujčce predpoklady vety. PodŇa dŞsledku 2.29 existuje

funkcia f ∈ F_{p,r}, pre ktorč platą

C_S(f) ≥ 1 3 min {p + ⌈log p⌉ , ⌈log r⌉ + 2 ⌈log p⌉ , r + ⌈log r⌉} − 1

2.3. Odhady pomocou zăkladnŸch parametrov 46

To je vĺak presne^1_3 h(p, r)−1. MŞŚe sa vĺak sta§, Śe poĞet rŞznych matąc de˛novanŸch pre funkciu f je menĺą ako r. V takom prąpade rozĺąrime funkciu f na funkciu f^′ ∈ F_{p,n} pre vhodnĆ n > r tak, aby poĞet rŞznych matąc vo funkcii f^′ bol presne r. Simultănna komunikaĞnă zloŚitos§ funkcie f^′ je aspoď takă, ako simultănna komunikaĞnă zloŚitos§ funkcie f, f^′ teda spŊďa naĺe poŚiadavky. 2

DolnŸ odhad

Pomocou parametrov p a r je moŚnĆ dokăza§ aj dolnŸ odhad komunikaĞnej zloŚitosti, ktorŸ uvădzame v nasledujčcej vete. Pri dŞkaze tejto vety je pouŚită informaĞno teoretickă myĺlienka analogickă dŞkazu tvrdenia 2.3. z [15].

Veta 2.32 Nech f(i, j, x) ∈ F_{p,n} a nech Ğąslo r oznaĞuje poĞet rŞznych matąc B_x de˛novanŸch pre danč funkciu f. Potom platą:

C_S (f) ≥ ⌈log r⌉ p DŞkaz: Nech P je ŇubovoŇnŸ takmer simultănny komunikaĞnŸ protokol pre funkciu

f s komunikaĞnou zloŚitos§ou k. DokăŚeme, Śe k ≥ ⌈log r⌉ /p. KeČŚe z kaŚdĆho simultănneho protokolu moŚno vyrobi§ takmer simultănny protokol s tou istou komunikaĞnou zloŚitos§ou, komunikaĞnă zloŚitos§ funkcie f je tieŚ aspoď k ≥ ⌈log r⌉ /p.

ZvoŇme pevne jednu z r rŞznych matąc B_x. Zostavme tabuŇku, ktoră bude pre kaŚdĆ i = 0, 1, . . . , p − 1 obsahova§ sprăvy, ktorĆ hrăĞi 1 a 2 poĺlč podŇa protokolu P , ak vstupy, ktorĆ kaŚdŸ z nich vidą, sč i a x. Tieto dve sprăvy spolu tvoria komunikăciu, akă v protokole prebehne pre vstup (i, i, x). Preto kaŚdŸ riadok tejto tabuŇky obsahuje najviac k bitov. Celkovo teda tabuŇka obsahuje najviac kp bitov.

Ak vĺak poznăme takčto tabuŇku pre konkrĆtne x, vieme z nej urĞi§ celč maticu B_x. Pre ŇubovoŇne zvolenĆ i a j vezmeme sprăvu vyslanč hrăĞom 1 z riadku j tabuŇky a sprăvu vyslanč hrăĞom 2 z riadku i tabuŇky. Tieto sprăvy tvoria komunikăciu na vstup (i, j, x) v protokole P . PodŇa protokolu na zăklade tŸchto sprăv a Ğąsel i a j vieme jednoznaĞne urĞi§ B_x(i, j).

PoĞet navzăjom rŞznych matąc B_x je r. KeČŚe kaŚdč z tŸchto matąc je moŚnĆ jednoznaĞne urĞi§ tabuŇkou obsahujčcou najviac kp bitov, musą plati§, Śe kp ≥ ⌈log r⌉. Teda măme k ≥ ⌈log r⌉ p 2 Poznămka: DokăzanŸ dolnŸ odhad je optimălny (ako ukăŚeme neskŞr), je vĺak

pomerne slabŸ, pretoŚe pre r ≤ 2^p nedăva odhad komunikaĞnej zloŚitosti vĎĞĺą ako 1. Pre funkcie f ∈ F_{m,2}m , ktorĆ sč predovĺetkŸm predmetom năĺho zăujmu, sa nedă teda vŞbec pouŚi§.

2.3. Odhady pomocou zăkladnŸch parametrov 47

Optimălnos§ dolnĆho odhadu

DokăŚeme, Śe dolnŸ odhad uvedenŸ vo vete 2.32 je optimălny v tom zmysle, Śe ak pre nejakĆ parametre p a r dăva tăto veta odhad k, tak existuje funkcia s tŸmito parametrami, ktoră mă simultănnu komunikaĞnč zloŚitos§ najviac k + ⌈log k⌉.

Veta 2.33 Pre kaŚdĆ p a r (1 < r ≤ 2^{p2} ) a pre kaŚdĆ n ≥ r existuje funkcia f ∈ F_{p,n} s parametrom r, pre ktorč platą C_S (f) ≤

⌈_{log} r p ⌉ + ⌈ log ⌈_{log} r p ⌉⌉ . DŞkaz: Nech k =^{⌈ log r}_p^⌉. Zostrojąme funkciu, pre ktorč existuje simultănny protokol

s komunikaĞnou zloŚitos§ou k + ⌈log k⌉. Nech A = {0, 1}^{k·p}. VeŇkos§ mnoŚiny A je

|A| = 2^{k·p} = 2⌈^{log rp} ⌉^p ≥ 2^{log r} = r

K re§azcu v ∈ A zostrojąme maticu A_v typu p×p nasledovne: do riadkov 0, 1, . . . , k−1 uloŚąme v (t.j. A_v(i, j) = v(i · p + j)), Čalĺie riadky budč zhodnĆ s riadkom k − 1. Vĺimnime si, Śe re§azec v sa do matice A_v vŚdy zmestą, lebo k ≤ p: k = ⌈ log r p ⌉ ≤ ⌈ log 2^{p2} p ⌉ = p Pre kaŚdĆ dva rŞzne re§azce v a w z A sč aj zodpovedajčce matice rŞzne. Z mnoŚiny {A_v|v ∈ A} teda mŞŚeme vybra§ r navzăjom rŞznych matąc. Z vybranŸch r rŞznych matąc zostavąme funkciu f tak, Śe kaŚdĆmu Ğąslu zo Z_n priradąme teda jednu takčto maticu (niektorĆ matice mŞŚeme pouŚi§ aj viackrăt, kaŚdč vĺak aspoď raz).

Takto zostavenč funkciu budeme poĞąta§ nasledovnŸm protokolom. HrăĞ 1 na zăklade vstupu x urĞą maticu A_v zodpovedajčcu vstupu x. Ako sprăvu poĺle bity A_v(0, j), A_v(1, j) . . . A_v(k − 1, j). HrăĞ 3 v prąpade, Śe i < k, poĺle Ğąslo i, v opaĞnom prąpade poĺle k − 1. Posiela teda Ğąslo z mnoŚiny {0, 1, . . . , k − 1}, Ğo je moŚnĆ spravi§ pomocou ⌈log k⌉ bitov. HrăĞ 4 po prijatą re§azca u od hrăĞa 1 a Ğąsla l od hrăĞa 3 vrăti ako odpoveČ l-tŸ bit re§azca u.

Takto vypoĞątană odpoveČ je urĞite sprăvna: pre i < k sa vypoĞąta u(l) = A_v(l, j) = A_v(i, j). Pre i ≥ k sa vypoĞąta A_v(l, j) = A_v(k − 1, j) = A_v(i, j), lebo vĺetky riadky od riadku k poĞnčc sa rovnajč riadku k − 1. 2

Poznămka: Z dŞkazu vety 2.32 vyplŸva, Śe uvedenŸ dolnŸ odhad platą aj pre takmer

simultănne protokoly. Simultănny protokol uvedenŸ v predchădzajčcom dŞkaze Ňahko moŚno zmeni§ na takmer simultănny protokol so zloŚitos§ou k, Ğo je teda skutoĞne takmer simultănna zloŚitos§ zostrojenej funkcie. V takmer simultănnom prąpade teda moŚno zostroji§ funkcie, ktorĆ sa od uvedenĆho dolnĆho odhadu vŞbec neląĺia.

Rozbor zloŚitosti konkrĆtnej funkcie

Ako sme uŚ poznamenali, dolnŸ odhad pomocou p a r je pomerne slabŸ. Naprąklad pre r ≤ 2^p nedăva vŞbec Śiadnu informăciu. Ak je vĺak r veŇmi veŇkĆ (blązke 2^{p2} ), năĺ odhad zaĞąna by§ zaująmavŸ. Skčsme ho teraz aplikova§ na funkciu s maximălnym moŚnŸm r.

2.3. Odhady pomocou zăkladnŸch parametrov 48

Nech n = 2^{p2} . Nech B_0, B_1, . . . , B_{n−1} sč vĺetky rŞzne binărne matice typu p × p. UvaŚujme funkciu f ∈ F_{p,n} takč, Śe f(i, j, x) = B_x(i, j). PodŇa vety 2.26 je zloŚitos§ tejto funkcie najviac p + ⌈log p⌉. Naopak podŇa vety 2.32 je zloŚitos§ tejto funkcie aspoď^{⌈log n⌉}_p = p. ZloŚitos§ tejto funkcie je teda ^(p). Pre tčto konkrĆtnu funkciu năm teda nami dokăzanĆ odhady dali pomerne presnŸ odhad zdola aj zhora.

Măme teda funkciu f ∈ F_{p,n} pre n = 2^{p2} , ktorej simultănna komunikaĞnă zloŚitos§ je ^(p). OtvorenŸ problĆm, ktorŸ viedol k skčmaniu simultănnej zloŚitosti, vyŚaduje năjs§ (nedeterministicky polynomiălne poĞątateŇnč) funkciu z F_{p,n} pre n = 2^p so simultănnou komunikaĞnou zloŚitos§ou ^(p) (pozri podkapitolu 2.2). Na tento problĆm sa mŞŚeme pozera§ aj tak, Śe potrebujeme z vyĺĺie uvedenej funkcie f vynecha§ 2^{p2} − 2^p matąc tak, aby sa simultănna komunikaĞnă zloŚitos§ tejto funkcie prąliĺ nezną- Śila. Existujč urĞitĆ dvojice matąc takĆ, Śe ak je funkcia A vo funkcii, tak ak maticu B odoberieme, tak sa komunikaĞnă zloŚitos§ neznąŚi. TakŚe urĞitĆ znąŚenie parametra n by bolo moŚnĆ spravi§. ProblĆmom je, Śe takto potrebujeme vylčĞi§ z funkcie f veŇmi veŇkŸ poĞet funkcią, Ğo uŚ narăŚa na §aŚkosti.

2.3.3 Charakterizăcia pomocou p a s

Nech f ∈ F_{p,n}. Pre kaŚdĆ x ∈ Z_n a i ∈ Z_p nech r_{x,i} je binărny re§azec dŊŚky p takŸ, Śe r_{x,i}(j) = f(i, j, x). Ak funkciu f reprezentujeme binărnymi maticami B_0, B_1, . . . , B_{n−1} typu p × p, tak r_{x,i} je i-ty riadok funkcie B_x.

Nech Ğąslo s oznaĞuje poĞet rŞznych riadkov r_{x,i} de˛novanŸch pre danč funkciu, t.j. veŇkos§ mnoŚiny {r_{x,i} | x ∈ Z_n, i ∈ Z_p}. KeČŚe kaŚdŸ riadok mă dŊŚku p, poĞet rŞznych riadkov je najviac 2^p. Teda musą plati§ 1 ≤ s ≤ 2^p.

HornŸ odhad Veta 2.34 Nech f(i, j, x) ∈ F_{p,n} a nech Ğąslo s oznaĞuje poĞet rŞznych riadkov r_{x,i} de˛novanŸch pre danč funkciu f. Potom platą

C_S (f) ≤ min {⌈log s⌉ + ⌈log p⌉ , s + ⌈log s⌉}

DŞkaz: Uvedieme dva simultănne protokoly, jeden s komunikaĞnou zloŚitos§ou ⌈log s⌉+ ⌈log p⌉, druhŸ s komunikaĞnou zloŚitos§ou s + ⌈log s⌉.

Nech vĺetky rŞzne riadky pre funkciu f sč a_1, a_2, . . . a_s.

1. HrăĞ 2 na zăklade vstupov x a i zistą k takĆ, Śe a_k = r_{x,i}, t.j. Śe a_k je i-ty riadok matice B_x. HrăĞ 2 poĺle hrăĞovi 4 Ğąslo k (zapąsanĆ pomocou ⌈log s⌉ bitov). HrăĞ 3 poĺle vstup j | na to je potrebnŸch ⌈log p⌉ bitov. HrăĞ 1 neposiela niĞ. HrăĞ 4 năjde j-ty prvok riadku a_k.

2. HrăĞ 2 na zăklade vstupov x a i zistą k takĆ, Śe a_k = r_{x,i} a poĺle Ğąslo k (⌈log s⌉ bitov). HrăĞ 1 poĺle s-bitovŸ re§azec v, ktorĆho l-ty bit je a_l(j). HrăĞ 4 vyberie k-ty bit re§azca v. 2

2.3. Odhady pomocou zăkladnŸch parametrov 49

Optimălnos§ hornĆho odhadu Veta 2.35 Pre ŇubovoŇnĆ p a s (takĆ, Śe s ≤ 2^p) oznaĞme h^′(p, s) = min {⌈log s⌉ + ⌈log p⌉ , s + ⌈log s⌉} . Potom pre kaŚdĆ p a s takĆ, Śe p ≤ s ≤ 2^p existuje pre nejakĆ n funkcia f ∈ F_{p,n} s parametrom s, ktorej simultănna komunikaĞnă zloŚitos§ je aspoď^1_2 h^′(p, s).

DŞkaz: ZvoŇme ŇubovoŇnč mnoŚinu s navzăjom rŞznych riadkov dŊŚky p a zostavme

funkciu f, ktoră bude obsahova§ vĺetky matice typu p×p, ktorĆ obsahujč len riadky z tejto mnoŚiny. PoĞet takŸchto matąc je s^p, lebo na kaŚdŸ z p riadkov matice mŞŚeme pouŚi§ kaŚdŸ z s rŞznych riadkov.

Funkcia f mă teda parameter r (poĞet rŞznych matąc) rovnŸ s^p. PodŇa vety 2.32 platą

C_S (f) ≥ ⌈log r⌉ p = ⌈log s^p⌉ p ≥ log s

KeČŚe C_S (f) je celĆ Ğąslo veŇkĆ aspoď log s, platą, Śe C_S (f) ≥ ⌈log s⌉. NakoŇko predpokladăme, Śe p ≤ s, platą, Śe h^′(p, s) ≤ 2 ⌈log s⌉ ≤ 2C_S (f), ĞiŚe C_S (f) ≥^1_2 h^′(p, s). 2 Poznămka: Pre p ≤ s sme dokăzali optimălnos§ hornĆho odhadu. Z dŞkazu vĺak

vyplŸva, Śe aj pre s < p platą, Śe existuje funkcia so zloŚitos§ou aspoď ⌈s⌉. TakŸto odhad uŚ vĺak neukazuje optimălnos§ hornĆho odhadu pre s < p.

DolnŸ odhad

Pomocou parametrov p a r sa năm pre funkcie s veŇkŸm r podarilo năjs§ dolnŸ odhad simultănnej komunikaĞnej zloŚitosti. V tejto Ğasti dokăŚeme, Śe pomocou parametrov p a s Śiaden netriviălny odhad nemoŚno năjs§, presnejĺie, Śe pre kaŚdĆ hodnoty p a s (1 ≤ s ≤ 2^p) existuje funkcia s tŸmito parametrami, ktoră mă komunikaĞnč zloŚitos§ najviac 1.

Ăo sa tŸka dolnĆho odhadu pomocou p a s, mŞŚeme teda poveda§ iba toto: pre s = 1 mŞŚe by§ C_S(f) aj 0 (konĺtantnă funkcia), pre s > 1 uŚ funkcia nemŞŚe by§ konĺtantnă a teda C_S (f) je aspoď 1.

Veta 2.36 Nech p a s sč prirodzenĆ Ğąsla, 1 < s ≤ 2^p a nech n = s. Potom existuje funkcia f ∈ F_{p,n} s parametrom s a so simultănnou komunikaĞnou zloŚitos§ou najviac 1. DŞkaz: Funkciu f(i, j, x) zostrojąme tak, Śe kaŚdă matica B_x bude ma§ vĺetky riadky

rovnakĆ (tak, aby celkovŸ poĞet rŞznych riadkov resp. rŞznych matąc bol s). V kaŚdej matici B_x teda kaŚdŸ stŊpce obsahuje buČ samĆ nuly alebo samĆ jednotky. HrăĞ 1, ktorŸ poznă x aj j, vie urĞi§ hodnotu funkcie a tč posla§ hrăĞovi 4 ako jeden bit. 2

Poznămka: Odhady pomocou p a s symetricky platia aj pre poĞet rŞznych stŊpcov.

MŞŚeme zavies§ aj novč mieru s^′, ktoră by urĞovala minimum z poĞtov rŞznych stŊpcov

2.3. Odhady pomocou zăkladnŸch parametrov 50

Parametre p a n

HornŸ odhad h(p, n) = min{p + ⌈log p⌉ , ⌈log n⌉ + 2 ⌈log p⌉ , n + ⌈log n⌉} Optimălnos§^1_3 h(p, n) DolnŸ odhad d(p, n) = 0 Optimălnos§ d(p, n)

Parametre p a r

HornŸ odhad h(p, r) = min{p + ⌈log p⌉ , ⌈log r⌉ + 2 ⌈log p⌉ , r + ⌈log r⌉} Optimălnos§^1_3 h(p, r) DolnŸ odhad d(p, r) = ⌈log r⌉ /p Optimălnos§ d(p, r) + ⌈log d(p, r)⌉

Parametre p a s

HornŸ odhad h(p, s) = min {⌈log s⌉ + ⌈log p⌉ , s + ⌈log s⌉} Optimălnos§^1_2 h(p, s) pre s > p DolnŸ odhad d(p, s) = 1 pre s > 1 Optimălnos§ d(p, s)

TabuŇka 2.1: PrehŇad odhadov pre simultănnu zloŚitos§

a riadkov. V takom prąpade by ale tieŚ existovala funkcia, ktoră mă pre ŇubovoŇne veŇkĆ s^′ simultănnou komunikaĞnč zloŚitos§ 2. PouŚili by sme funkciu f^′ ∈ F_{p,2n}, kde n = s^′, takč Śe pre x ∈ Z_n platą f^′(i, j, x) = f(i, j, x) a f^′(i, j, x + n) = f(j, i, x), kde f je funkcia z predchădzajčceho dŞkazu. KaŚdŸ z hrăĞov 1 a 2 poĺle 1 ak stŊpec resp. riadok urĞenŸ jeho vstupmi obsahuje aj 0 aj 1. Ak je jeho stŊpec/riadok konĺtantnŸ, poĺle jeho hodnotu. HrăĞ 4 spoĞąta hodnotu funkcie ako sčĞin poslanŸch bitov.

2.3.4 Zhrnutie

Uviedli sme dolnĆ a hornĆ odhady simultănnej komunikaĞnej zloŚitosti pomocou dvojąc parametrov (p, n), (p, r) a (p, s). Parametre p, n, r a s sč veŇmi jednoduchĆ a pomerne Ňahko sa pre danč funkciu urĞia. Na jednej strane takto mŞŚeme pre funkciu ząska§ aspoď nejakĆ odhady simultănnej komunikaĞnej zloŚitosti. Na druhej strane sč tieto odhady pomerne nepresnĆ (je veŇkŸ rozdiel medzi dolnŸm a hornŸm odhadom), Ğo je spŞsobenĆ tŸm, Śe zvolenĆ parametre nepopisujč dostatoĞne tie Ğrty funkcie, ktorĆ urĞujč jej komunikaĞnč zloŚitos§. Naĺe odhady teda mŞŚu poskytnč§ prvč orientăciu, hrubŸ odhad, ktorŸ je potom potrebnĆ zlepĺova§ inŸmi technikami. Pre niektorĆ ĺpeciălne prąpady (pozri na strane 47) vĺak dostăvame aj pomocou tŸchto odhadov uspokojivĆ vŸsledky.

V tabuŇke 2.1 vidąme prehŇad dosiahnutŸch vŸsledkov pre vĺetky tri skčmanĆ dvojice parametrov. Uvădzame vŚdy prąsluĺnŸ odhad a aj jeho optimălnos§, t.j. pre hornĆ odhady dolnŸ odhad zloŚitosti nejakej funkcie, ktorŸ nie je prąliĺ vzdialenŸ od danĆho hornĆho odhadu a pre dolnŸ odhad naopak hornŸ odhad zloŚitosti nejakej funkcie.

2.3. Odhady pomocou zăkladnŸch parametrov 51

Z dokăzanŸch tvrdeną je asi najzaująmavejĺia veta 2.28, ktoră ukazuje, Śe existuje funkcia s vysokou simultănnou komunikaĞnou zloŚitos§ou. Zaująmavă je tieŚ aj veta 2.32, pomocou ktorej mŞŚeme odhadova§ zdola komunikaĞnč zloŚitos§ aspoď tŸch funkcią, ktorĆ majč veŇmi vysokĆ r. OtvorenŸm problĆmom zostăva optimălnos§ hornĆho odhadu pomocou parametrov p a s pre s < p.

Celkovo sa năm podarilo ząska§ nie prąliĺ dobrŸ dolnŸ odhad pre p a r a neząskali sme prakticky Śiaden odhad pre parametre p a s (resp. p a s^′). MŞŚe sa vĺak zda§, Śe pomocou vhodnej kombinăcie r a s by sme moŚno ząskali aj lepĺą dolnŸ odhad. Naprąklad keČ sme dokazovali optimălnos§ dolnĆho odhadu pomocou p a r, pouŚili sme funkciu, ktoră mala dos§ mălo rŞznych stŊpcov a navyĺe v jednej matici mohlo by§ aj veŇmi veŇa rovnakŸch riadkov. MŞŚeme sa zaobera§ naprąklad otăzkou, Ği ak by sme zakăzali matice, v ktorŸch sa jednotlivĆ riadky opakujč, Ği vieme eĺte zostroji§ prąklad s tak malou simultănnou komunikaĞnou zloŚitos§ou.

To, Śe takĆto čvahy pravdepodobne nevedč k lepĺąm odhadom sa pokčsime ukăza§ v nasledujčcom texte. UkăŚeme funkciu, pre ktorč existuje protokol, v ktorom kaŚdŸ hrăĞ poĺle iba jeden bit a pritom tăto funkcia mă veŇkĆ parametre r aj s a navyĺe mă v kaŚdej matici vĺetky riadky aj stŊpce navzăjom rŞzne.

Funkcia so sprăvou zloŚitos§ou 1

Skčmajme teraz, akĆ vlastnosti musą ma§ funkcia f ∈ F_{p,n}, aby platilo M_S(f) = 1. Znamenă to, Śe existuje simultănny protokol P = (m_1, m_2, m_3, m_4), v ktorom kaŚdŸ z hrăĞov 1, 2 a 3 pre ŇubovoŇnŸ vstup poĺle prăve jeden bit. Oborom hodnŞt funkcią m_1, m_2 a m_3 bude teda mnoŚina {0, 1} a funkcia m_4 bude funkciou z {0, 1}^3 do {0, 1}.

KvŞli lepĺej predstavivosti si funkcie m_1, m_2 a m_3 budeme reprezentova§ ako matice. HrăĞovi 1 takto moŚno priradi§ binărnu maticu M_1 typu n × p, takč Śe M_1(y, z) = m_1(y, z). Podobne hrăĞovi 2 priradąme maticu M_2 typu p × n a hrăĞovi 3 maticu M_3 typu p × p. Pre vĺetky x, y, z musą pritom plati§ vz§ah f(x, y, z) = m_4 (M_1(y, z), M_2(x, z), M_3(x, y)).

Naopak, ak pre nejakč funkciu existujč takĆto binărne matice a funkcia m_4, jej simultănna sprăvovă zloŚitos§ je najviac 1.

Veta 2.37 Pre kaŚdĆ p > 2 a n = 2^{2p} existuje funkcia f ∈ F_{p,n}, ktoră je vypoĞątateŇnă simultănnym protokolom, v ktorom kaŚdŸ hrăĞ poĺle jeden bit a ktoră mă 2^p rŞznych riadkov aj stŊpcov, 2^{2p−1} rŞznych matąc a v kaŚdej matici sč vĺetky riadky navzăjom rŞzne aj vĺetky stŊpce navzăjom rŞzne.

DŞkaz: Nech matica M_3 je jednotkovă matica, t.j. M_3(i, j) = 1 prăve vtedy, keČ

i = j. Nech v_0, v_1, . . . v_{n−1} sč vĺetky binărne re§azce dŊŚky 2p. Potom M_1(y, z) bude y-tŸ bit re§azca v_z a M_2(x, z) bude (x + p)-ty bit re§azca v_z. To znamenă, Śe matice M_1 a M_2 voląme tak, Śe ak pre vĺetky z vezmeme stŊpec z z matice M_1 a stŊpec z z matice M_2, tak dostăvame vĺetky navzăjom rŞzne dvojice binărnych re§azcov dŊŚky p. Nakoniec zvoŇme m_4(x, y, z) = (x + y + z) mod 2.

O funkcii de˛novanej vz§ahom f(x, y, z) = m_4 (M_1(y, z), M_2(x, z), M_3(x, y)) dokă- Śeme, Śe mă poŚadovanĆ vlastnosti. OznaĞme B_z maticu, pre ktorč platą B_z(x, y) = f(x, y, z)

2.3. Odhady pomocou zăkladnŸch parametrov 52

DokăŚme najprv, Śe kaŚdŸ z 2^p moŚnŸch binărnych riadkov dŊŚky p sa v niektorej matici B_z vyskytuje. ZvoŇme teda binărny re§azec r = r(0)r(1) . . . r(p − 1). Nech z je takĆ Ğąslo, Śe prvŸch p + 1 bitov re§azca v_z je r(0)r(1) . . . r(p − 1)0. Potom nultŸ riadok matice B_z je zhodnŸ s re§azcom r. Platą totiŚ, Śe

B_z(0, 0) = (M_1(0, z) + M_2(0, z) + M_3(0, 0)) mod 2 = (r(0) + 0 + 1) mod 2 = r(0) a pre i > 0 dostăvame

B_z(0, i) = (M_1(i, z) + M_2(0, z) + M_3(0, i)) mod 2 = (r(i) + 0 + 0) mod 2 = r(i) Analogicky moŚno dokăza§, Śe re§azec r sa v niektorej matici B_z vyskytuje aj ako stŊpec { zvoląme jednoducho nultŸ stŊpec matice B_z, kde v_z zaĞąna nulou a konĞą re§azcom r(0)r(1) . . . r(p − 1).

Ěalej dokăŚeme, Śe v kaŚdej matici B_z sč vĺetky riadky navzăjom rŞzne. ZvoŇme teda z. Nech B^′_z je matica, pre ktorč platą B^′_z(x, y) = (M_1(y, z) + M_2(x, z)) mod 2, t.j. B_z(x, y) = (B^′_z(x, y)+M_3(x, y)) mod 2. Ak je (p+x)-tŸ bit v_z nula, potom riadok x matice B^′_z je zhodnŸ s prvŸmi p bitmi re§azca v_z, v opaĞnom prąpade obsahuje tieto bity negovanĆ. KaŚdĆ dva riadky matice B^′_z sč teda buČ negăciou jeden druhĆho alebo sč zhodnĆ. Vĺimnime si teraz, Śe i-te riadky matąc B_z a B^′_z sa ląĺia iba v bite i. Nech teraz i ≠ j. DokăŚeme, Śe existuje k takĆ, Śe i-ty a j-ty riadok matice B_z sa ląĺia v k-tom stŊpci. Ak sč i-ty a j-ty riadok matice B^′_z zhodnĆ, tak mŞŚeme zvoli§ k = i alebo k = j. Na tŸchto indexoch sa oproti matici B^′_z zmeną v matici B_z prăve jeden z riadkov. V prąpade, Śe i-ty a j-ty riadok matice B^′_z sč negăciou jeden druhĆho, mŞŚeme za k zvoli§ ŇubovoŇnŸ index rŞzny od i aj j (takŸ urĞite existuje, lebo p > 2. V k-tom stŊpci sa ląĺia vybranĆ dva riadky aj v matici B_z aj v B^′_z.

Zostăva dokăza§, Śe poĞet navzăjom rŞznych matąc vo funkcii f je 2^{2p−1} = n/2. Vezmime ŇubovoŇnč maticu B_z a skčmajme veŇkos§ mnoŚiny R_z = {z^′ ∈ Z_n | B_z′ = B_z}. DokăŚeme, Śe |R_z| = 2 pre kaŚdĆ z ∈ Z_n. Platą, Śe z^′ ∈ R_z prăve vtedy, keČ platą

(∀x, y ∈ Z_p) (B_z(x, y) = (v_z′ (y) + v_z′ (p + x) + M_3(x, y)) mod 2) (2.3) Z tohoto vz§ahu je zrejmĆ, Śe ak z^′ ∈ R_z a v_z′′ vznikne zo v_z′ negăciou vĺetkŸch bitov, tak aj z^{′′} ∈ R_z. To znamenă, Śe R_z obsahuje vŚdy minimălne dva prvky { z a prvok zodpovedajčci negăcii v_z. DokăŚeme teraz, Śe ak pre dva prvky z^′, z^{′′} ∈ R_z platą, Śe re§azce v^′_z a v^{′′}_z sa zhodujč v prvom bite, tak sa zhodujč aj v ostatnŸch bitoch a teda sa rovnajč aj z^′ a z^{′′}. KeČŚe z^′ ∈ R_z, na zăklade vz§ahu (2.3) dostăvame pre kaŚdĆ x ∈ Z_p: v_z′ (p + x) = (B_z(x, 0) + v_z′ (0) + M_3(x, 0)) mod 2 Podobne pre y ∈ Z_p platą:

v_z′ (y)= (B_z(0, y) + v_z′ (p) + M_3(0, y)) mod 2 = = (B_z(x, 0) + B_z(0, y) + v_z′ (0) + M_3(x, 0) + M_3(0, y)) mod 2 Dostăvame teda, Śe vĺetky ostatnĆ bity re§azca v_z′ sč jednoznaĞne urĞenĆ nultŸm bitom tohto re§azca, ktorŸ je zhodnŸ pre z^′ aj z^{′′}. Dokăzali sme teda, Śe |R_z| = 2 pre kaŚdĆ z, takŚe poĞet navzăjom rŞznych matąc je n/2. 2

Prąklad: Uvedieme prąklad funkcie zostrojenej v dŞkaze pre p = 3 (a teda n = 2^{2p} =

64). Tăto funkcia je uŚ veŇmi rozsiahla, takŚe ju nemŞŚeme uvies§ celč, zobraząme

2.3. Odhady pomocou zăkladnŸch parametrov 53

vĺak, ako sa vytvăra. V Ňavom stŊpci vidąme matice Ğas§ matąc M_1 a M_2 a maticu M_3. Matice M_1 a M_2 sč typu 3 × 64. NakoŇko v dŞkaze nie je čplne presne urĞenĆ, ako majč tieto matice vyzera§ (nie je danĆ poradie re§azcov), zostrojąme ich tak, Śe jednotlivĆ stŊpce zŇava doprava budč tvori§ Ğąsla 0 aŚ 63 v binărnej sčstave, priĞom riadok 0 matice M_1 obsahuje najvyĺĺie cifry a riadok 2 matice M_2 obsahuje najniŚĺie cifry. V maticiach sč zobrazenĆ stŊpce 39, 40 a 41.

V pravom stŊpci vidąme matice B_z zostrojenej funkcie f, pre z = 39, 40, 41. B_z(x, y) = (M_1(y, z) + M_2(x, z) + M_3(x, y)) mod 2. V riadku pod tŸm vidąme matice B^′_z(x, y) = (M_1(y, z) + M_2(x, z)) mod 2.

Matica M_1: · · · · · · 1 1 1 · · · · · · · · · · · · 0 0 0 · · · · · · · · · · · · 0 1 1 · · · · · · Matica M_2: · · · · · · 1 0 0 · · · · · · · · · · · · 1 0 0 · · · · · · · · · · · · 1 0 1 · · · · · · Matica M_3: 1 0 0 0 1 0 0 0 1

Matice B_z funkcie f pre z = 39, 40, 41: z = 39 z = 40 z = 41 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 0 0 0 1 1

Matice B^′_z funkcie f pre z = 39, 40, 41: z = 39 z = 40 z = 41 0 1 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 0

2.3.5 Simultănna sprăvovă zloŚitos§

Doteraz sme sa zaoberali simultănnou komunikaĞnou zloŚitos§ou funkcią, teda sčĞtom dŊŚok sprăv poslanŸch jednotlivŸmi hrăĞmi. V tejto Ğasti budeme skčma§ sprăvovč zloŚitos§ funkcią, t.j. maximălnu dŊŚku sprăvy poslanej v protokole. PodŇa lemy 2.8 vieme, Śe odhady năjdenĆ pre komunikaĞnč zloŚitos§ platia aŚ na konĺtantnŸ năsobok aj pre sprăvovč zloŚitos§. Takto priamo dostăvame pre sprăvovč zloŚitos§ odhady pomocou parametrov p, n, r a s. Tieto odhady by sa dali eĺte zlepĺi§ tak, Śe by sme uvaŚovali jednotlivĆ vety, v ktorŸch sa dokazovali odhady pre komunikaĞnč zloŚitos§ a v ich dŞkazoch by sme spoĞątali sprăvovč zloŚitos§ uvădzanŸch protokolov.

Tu sa vĺak zameriame iba na jeden problĆm. Odvodąme akčsi analćgiu vety 2.28, t.j. Śe existujč funkcie s veŇkou sprăvovou zloŚitos§ou. Budeme vĺak predpoklada§, Śe p = n, t.j. vĺetky tri vstupy sč rovnako veŇkĆ. Tento predpoklad năm umoŚną spravi§ presnejĺą odhad, ako vo vete 2.28, kde sme poĞątali s ŇubovoŇnŸmi parametrami p a n. Takisto dokăŚeme, Śe funkcią s veŇkou simultănnou sprăvovou zloŚitos§ou je vĎĞĺina.

Pre p = n je moŚnĆ kaŚdč funkciu vypoĞąta§ tak, Śe kaŚdŸ hrăĞ poĺle najviac ⌈log n⌉ bitov (poĺle jeden zo svojich vstupov). AkĆ je ale najmenĺie d takĆ, Śe je moŚnĆ kaŚdč funkciu vypoĞąta§ tak, Śe kaŚdŸ hrăĞ poĺle najviac d bitov? DokăŚeme, Śe ⌈log n⌉ − 1 ≤ d ≤ ⌈log n⌉, takŚe dokăŚeme Śe triviălny hornŸ odhad je optimălny aŚ na aditąvnu konĺtantu 1.

Veta 2.38 Nech n ≥ 4 a p = n. Potom existuje funkcia f ∈ F_{p,n}, ktorej simultănna

2.4. Charakterizăcia simultănnej zloŚitosti 54

sprăvovă zloŚitos§ je ⌈log n⌉− 1. Navyĺe, takŸchto funkcią je vĎĞĺina z celkovĆho poĞtu funkcią v F_{p,n}.

DŞkaz: OznaĞme m = ⌈log n⌉. Podobne ako v leme 2.27, aj v tejto vete dokăŚeme,

Śe poĞet funkcią, ktorĆ sč vypoĞątateŇnĆ protokolom so sprăvovou zloŚitos§ou najviac m − 2, je menĺą ako poĞet vĺetkŸch funkcią. KeČŚe p = n, kaŚdŸ hrăĞ mă presne n^2 rŞznych kombinăcią vstupov. PodŇa lemy 2.11 mŞŚeme predpoklada§, Śe kaŚdŸ hrăĞ posiela iba sprăvy dŊŚky m − 2. Pre kaŚdč z n^2 dvojąc vstupov mŞŚe posla§ ŇubovoŇnč z 2^{m−2} moŚnŸch sprăv dŊŚky m − 2. Teda pre svoje vstupy sa kaŚdŸ hrăĞ mŞŚe sprăva§ presne (2^{m−2})^{n2} spŞsobmi. HrăĞ 4 musą pre kaŚdč trojicu sprăv, ktoră mu prąde od ostatnŸch hrăĞov vedie§ urĞi§ vŸsledok. PoĞet takŸchto trojąc je najviac (2^{m−2})^3, a teda poĞet sprăvaną pre tohoto hrăĞa je najviac 2^{(2m−2)3} . CelkovŸ poĞet funkcią, vypoĞątateŇnŸch protokolmi, v ktorŸch Śiaden hrăĞ nepoĺle viac ako m − 2 bitov je najviac ( (2^{m−2})^{n2}

)_3

· 2^{(2m−2)3}

Upravujme tento vŸraz (pouŚijeme vz§ah m − 2 = ⌈log n⌉ − 2 ≤ log n − 1 a teda 2^{m−2} ≤^n_2 ): ( (2^{m−2})^{n2}

)_3

· 2^{(2m−2)3} ≤ 2^{3(log n−1)n2} · 2(^{n2} )^3 = 2^{3(log n−1)n2+n3/8}

Nech x je pomer poĞtu funkcią, vypoĞątateŇnŸch protokolmi, v ktorŸch Śiaden hrăĞ nepoĺle viac ako m − 2 bitov a poĞtu vĺetkŸch funkcią. DokăŚeme, Śe x <^1_2 . x ≤ 2^{3(log n−1)n2+n3/8}

2^{n3}

= 2^{3(log n−1)n2+n3/8−n3} = 2^{n2(3(log n−1)− 78 n)}

Ĳahko sa overą, Śe pre kaŚdĆ celĆ n ≥ 4 je (3(log n − 1) −^7_8 n) < −^1_{16} a teda x < 2^{42−1/16} ≤^1_2 . 2

2.4 Charakterizăcia simultănnej zloŚitosti

Uvedieme niektorĆ charakterizăcie komunikaĞnej zloŚitosti simultănnych protokolov (presnejĺie takmer simultănnych protokolov a zčŚenŸch simultănnych protokolov) pomocou pojmov z tećrie grafov a z kombinatoriky.

2.4.1 Grafovă charakterizăcia zloŚitosti takmer simultănnych protokolov

V tejto Ğasti uvedieme charakterizăciu komunikaĞnej zloŚitosti takmer simultănnych protokolov pomocou chromatickĆho Ğąsla urĞitej mnoŚiny grafov.

OznaĞenie 2.39 Majme funkciu f ∈ F_{p,n}. OznaĞme G_f bipartitnŸ graf G_f = (V_f , E_f ) de˛novanŸ takto:

V_f = {(1, y, z_1, z_2) | y ∈ Z_p, z_1, z_2 ∈ Z_n, z_1 ≠ z_2 } ∪ ∪{(2, x, z_1, z_2) | x ∈ Z_p, z_1, z_2 ∈ Z_n, z_1 ≠ z_2 }

2.4. Charakterizăcia simultănnej zloŚitosti 55

E_f = {{(1, y, z_1, z_2), (2, x, z_1, z_2)}| x, y ∈ Z_p, z_1, z_2 ∈ Z_n, z_1 ≠ z_2, f(x, y, z_1) ≠ f(x, y, z_2)} Ěalej nech V ⊆ V_f . Graf G_V = (V_V , E_V ) de˛nujeme takto: V_V = {(1, y, z) | y ∈ Z_p, z ∈ Z_n } ∪ {(2, x, z) | x ∈ Z_p, z ∈ Z_n } E_V = {{(i, x, z_1), (i, x, z_2)} | i ∈ {1, 2}, x ∈ Z_p, z_1, z_2 ∈ Z_n, (i, x, z_1, z_2) ∈ V } Ak je dvojica {(1, y, z_1, z_2), (2, x, z_1, z_2)} hranou v grafe G_f , znamenă to, Śe buČ musą hrăĞ 1 posla§ rozliĞnĆ sprăvy na vstupy (y, z_1) a (y, z_2), alebo musą hrăĞ 2 posla§ rozliĞnĆ sprăvy na vstupy (x, z_1) a (x, z_2), lebo f(x, y, z_1) ≠ f(x, y, z_2) a ak by obaja hrăĞi na uvedenĆ dvojice vstupov posielali rovnakĆ sprăvy, hrăĞ 3 by nevedel urĞi§ funkĞnč hodnotu (poznă iba x a y).

V dŞkaze nasledujčcej vety năjdeme koreĺpondenciu medzi takmer simultănnymi protokolmi a vrcholovŸmi pokrytiami grafu G_f . Pritom poĞet navzăjom rŞznych sprăv poslanŸch v protokole P zhruba zodpovedă chromatickĆmu Ğąslu^5 grafu G_V , kde V je vrcholovĆ pokrytie zodpovedajčce protokolu P .

Veta 2.40 Nech f ∈ F_{p,n} a nech

m = min{χ(G_V )| V ⊆ V_f je vrcholovĆ pokrytie grafu G_f }

Potom platą M_{AS} = ⌈log m⌉.

DŞkaz: Nech ˝ je mnoŚina vĺetkŸch takmer simultănnych protokolov poĞątajčcich

funkciu f. Ěalej nech P je protokol z ˝. OznaĞme poĞet navzăjom rŞznych sprăv posielanŸch hrăĞom 1 v protokole P ako M_{P,1} a podobne poĞet navzăjom rŞznych sprăv posielanŸch hrăĞom 2 ako M_{P,2}. Ěalej nech M_P je maximum z Ğąsel M_{P,1} a M_{P,2}. Nech M je najmenĺie Ğąslo takĆ, Śe v kaŚdom protokole P ∈ ˝ niektorŸ z hrăĞov posiela aspoď M navzăjom rŞznych sprăv, t.j. M = min{M_P |P ∈ ˝}. DokăŚeme, Śe M = m. Ak mă hrăĞ posla§ M navzăjom rŞznych sprăv, priĞom mnoŚina tŸchto sprăv je bezpre˛xovă, potom niektoră z tŸchto sprăv musą ma§ dŊŚku aspoď ⌈log M⌉, t.j. dostăvame, Śe naozaj M_{AS} = ⌈log m⌉.

Zvyĺok dŞkazu rozdeląme na dve Ğasti. Najprv dokăŚeme, Śe M ≥ m (pre kaŚdŸ protokol zostrojąme zodpovedajčce vrcholovĆ pokrytie V ) a v druhej Ğasti dokăŚeme, Śe m ≥ M (pre kaŚdĆ vrcholovĆ pokrytie V zostrojąme protokol).

1. Ğas§: M ≥ m

Nech P je protokol z ˝. Năjdeme vrcholovĆ pokrytie V grafu G_f takĆ, Śe graf G_V bude M_P -zafarbiteŇnŸ, t.j. dokăŚeme, Śe M_P ≥ χ(G_V ) ≥ m. KeČŚe tento vz§ah platą pre vĺetky Ğąsla M_P , platą aj ich pre minimum { Ğąslo M.

Majme teda protokol P ∈ ˝. Zostrojme teraz hŇadanĆ vrcholovĆ pokrytie V takto: vrchol (1, y, z_1, z_2) ∈ G_f bude patri§ do V prăve vtedy, keČ hrăĞ 1 pre

5ChromatickĆ Ğąslo grafu G budeme oznaĞova§ χ(G).

2.4. Charakterizăcia simultănnej zloŚitosti 56

dvojice svojich vstupov (y, z_1) a (y, z_2) posiela navzăjom rŞzne sprăvy v protokole P . Podobne vrchol (2, x, z_1, z_2) ∈ G_f bude patri§ do V prăve vtedy, keČ hrăĞ 2 posiela rŞzne sprăvy pre dvojice svojich vstupov (x, z_1) a (x, z_2).

Nie je §aŚkĆ nahliadnu§, Śe graf G_V je M_P -zafarbiteŇnŸ. Pre kaŚdĆho hrăĞa priradąme rŞznym sprăvam, ktorĆ tento hrăĞ v protokole pouŚąva, farby 1, 2, . . .. Vrchol (i, x, z) ofarbąme farbou priradenou sprăve, ktorč posiela hrăĞ i ak dostane dvojicu vstupov (x, z). Z konĺtrukcie mnoŚiny V vyplŸva, Śe Śiadne dva vrcholy spojenĆ hranou nebudč ofarbenĆ rovnakou farbou. PouŚitŸch farieb je najviac M_P , lebo Śiaden z hrăĞov nepouŚąva viac sprăv.

Zostăva dokăza§, Śe V je vrcholovŸm pokrytąm grafu G_f . Postupujme sporom: nech existuje hrana e = {(1, y, z_1, z_2), (2, x, z_1, z_2)} ∈ E_f , ktoră nie je pokrytă mnoŚinou V . To znamenă, Śe v protokole P hrăĞ 1 posiela rovnakĆ sprăvy pre vstupy (y, z_1) aj (y, z_2) a podobne hrăĞ 2 posiela rovnakĆ sprăvy pre vstupy (x, z_1) aj (x, z_2). KeČŚe vĺak e je hrana grafu G_f , platą f(x, y, z_1) ≠ f(x, y, z_2). Pre trojice vstupov (x, y, z_1) a (x, y, z_2) vĺak hrăĞ 3 dostane od oboch hrăĞov rovnakč informăciu a on săm vidą iba vstupy x a y, ktorĆ sč pre obe trojice rovnakĆ. HrăĞ 3 musą teda v oboch prąpadoch vypoĞąta§ rovnakŸ vŸsledok, takŚe protokol P nepoĞąta funkciu f, Ğo je spor.

2. Ğas§: m ≥ M

Nech V je vrcholovĆ pokrytie grafu G_f . Zostrojąme protokol P ∈ ˝, v ktorom Śiaden hrăĞ nepoĺle sprăvu dlhĺiu ako χ(G_V ). DokăŚeme teda, Śe M_P ≤ χ(G_V ) a keČŚe M ≤ M_P , platą aj M ≤ χ(G_V ). KeČŚe tăto nerovnos§ platą pre kaŚdĆ vrcholovĆ pokrytie V , platą aj vz§ah M ≤ m.

HŇadanŸ protokol P zostrojąme jednoducho. Vezmime ŇubovoŇnĆ farbenie grafu G_V , ktorĆ pouŚąva χ(G_V ) farieb (predpokladajme, Śe farby sč Ğąsla 1, 2, . . . , k). HrăĞ i poĺle pre dvojicu svojich vstupov (x, z) Ğąslo farby vrcholu (i, x, z). Predpokladajme teraz, Śe hrăĞ 3 vidą dvojicu vstupov (x, y) a od hrăĞov 1 a 2 dostane sprăvy m_1 a m_2 zostrojenĆ uvedenŸm spŞsobom. Potom zvolą z takĆ, Śe vrchol (1, y, z) je ofarbenŸ farbou m_1 a vrchol (2, x, z) je ofarbenŸ farbou m_2 a za vŸsledok vyhlăsi hodnotu f(x, y, z). TakĆto z vŚdy existuje, Ğo vyplŸva z konĺtrukcie protokolu pre x a y.

Treba eĺte dokăza§, Śe uvedenŸ protokol naozaj poĞąta funkciu f. Predpokladajme sporom, Śe existuje vstup (x, y, z), pre ktorŸ protokol P vypoĞąta vŸstup rŞzny od f(x, y, z). HrăĞ 3 teda musel zvoli§ vŸsledok ako hodnotu f(x, y, z^′), kde f(x, y, z^′) = a ≠ f(x, y, z), priĞom hrăĞ 1 posiela pre dvojice vstupov (y, z) a (y, z^′) rovnakĆ sprăvy a hrăĞ 2 posiela rovnakĆ sprăvy na dvojice vstupov (x, z) a (x, z^′). KeČŚe hrăĞ 1 posiela pre dvojice vstupov (y, z) a (y, z^′) rovnakĆ sprăvy, vrcholy (1, y, z) a (1, y, z^′) v grafe G_V sč ofarbenĆ rovnakou farbou, teda nie sč spojenĆ hranou a teda vrchol (1, y, z, z^′) nepatrą do V . Analogicky moŚno dokăza§, Śe ani vrchol (2, x, z, z^′) nepatrą do V . To ale znamenă, Śe tieto dva vrcholy nie sč v grafe G_f spojenĆ hranou (ak by boli spojenĆ hranou, V by nebolo vrcholovĆ

2.4. Charakterizăcia simultănnej zloŚitosti 57

pokrytie). Z de˛nącie grafu G_f ale dostăvame, Śe teda f(x, y, z) = f(x, y, z^′), Ğo je spor. 2

2.4.2 Charakterizăcia zloŚitosti zčŚenŸch simultănnych protokolov

Nasleduje niekoŇko charakterizăcią sprăvovej zloŚitosti zčŚenŸch komunikaĞnŸch protokolov. Najprv uvedieme čzky vz§ah medzi zčŚenŸmi simultănnymi protokolmi a protokolmi na vŸpoĞet relăcią. Z neho potom odvodąme charakterizăciu zloŚitosti funkcie pomocou matąc a bipartitnŸch grafov.

Charakterizăcia pomocou komunikaĞnej zloŚitosti relăcią

UvaŚujme relăciu R ⊆ Z_p × Z_p × Z_n × Z_n × {0, 1}. Simultănny protokol na vŸpoĞet relăcie R bude pracova§ nasledovnŸm spŞsobom: HrăĞ 1 dostane vstupy y ∈ Z_p a z_1 ∈ Z_n, hrăĞ 2 dostane vstupy x ∈ Z_p a z_2 ∈ Z_n. KaŚdŸ z hrăĞov na zăklade svojich vstupov zostavą sprăvu, tč poĺle hrăĞovi 4 (hrăĞa 3 neuvaŚujeme). HrăĞ 4 nepoznă Śiaden zo vstupov a iba na zăklade prijatŸch sprăv mă vypoĞąta§ hodnotu i ∈ {0, 1} takč, Śe (x, y, z_1, z_2, i) ∈ R. Navyĺe poŚadujeme, aby mnoŚina vĺetkŸch sprăv, ktorĆ mŞŚe posla§ hrăĞ 1 (resp. hrăĞ 2) bola bezpre˛xovă.

Formălne je moŚnĆ zade˛nova§ takĆto protokoly a ich zloŚitos§ podobne ako simultănne protokoly (resp. zčŚenĆ simultănne protokoly). Tento model mă vĺak eĺte jeden vŸraznŸ rozdiel (okrem toho, Śe nepoĞątame funkciu, ale relăciu) oproti ĺtandardnĆmu simultănnemu modelu { informăcia dană hrăĞom 1 a 2 sa neprekrŸva. Tăto vlastnos§ spŞsobuje, Śe zloŚitos§ vŸpoĞtu takŸchto relăcią vieme pomerne dobre charakterizova§. Navyĺe, zčŚenă simultănna sprăvovă zloŚitos§ funkcie sa neląĺi od simultănnej sprăvovej zloŚitosti vhodne zvolenej relăcie.

Veta 2.41 Nech f ∈ F_{p,n} a nech R ⊆ Z_p ×Z_p ×Z_n ×Z_n ×{0, 1} je relăcia de˛novană takto: R = {(x, y, z, z, f(x, y, z))| x, y ∈ Z_p, z ∈ Z_n} ∪{(x, y, z_1, z_2, i)| x, y ∈ Z_p, z_1, z_2 ∈ Z_n, z_1 ≠ z_2, i ∈ {0, 1}} Potom M_{εS} (f) je rovnă simultănnej sprăvovej zloŚitosti relăcie R.

DŞkaz: Nech P je simultănny protokol poĞątajčci relăciu R. Zostrojąme teraz zčŚenŸ

simultănny protokol P^′ poĞątajčci funkciu f. Funkcie m_1 a m_2, ktorĆ pre jednotlivĆ dvojice vstupov urĞujč poslanč sprăvu, budč v oboch protokoloch rovnakĆ. Funkcia m_3 v protokole P^′ je z de˛nącie konĺtantne rovnă ε. Funkciu m_4 pre P^′ (urĞujčcu pre hrăĞa 4, akŸ vŸsledok mă oznămi§ pre rŞzne trojice sprăv) ząskame z funkcie m_4 pre P zčŚenąm iba na tie dvojice sprăv, ktorĆ mŞŚu pri protokole P^′ nasta§ (treba eĺte doplni§ tretą argument, ten je vĺak v celom de˛niĞnom obore m_4 rovnŸ ε).

Protokol P^′, ktorŸ sme zostrojili tŸmto spŞsobom, vrăti pre vstup (x, y, z) vŸsledok m_4(m_1(y, z), m_2(x, z)). RovnakŸ vŸsledok vĺak vrăti aj protokol P na vstup (x, y, z, z). PodŇa de˛nącie R vĺak (x, y, z, z, i) ∈ R prăve vtedy, keČ i = f(x, y, z) a teda protokol P^′ vrăti sprăvny vŸsledok.

2.4. Charakterizăcia simultănnej zloŚitosti 58

Naopak nech P je zčŚenŸ simultănny protokol poĞątajčci funkciu f. Zostrojąme simultănny protokol P^′ poĞątajčci relăciu R. Podobne ako v predchădzajčcom prąpade, funkcie m_1 a m_2 budč v oboch protokoloch rovnakĆ. Funkciu m_4 pre P^′ ząskame rozĺąrenąm funkcie m_4 pre P na vĺetky dvojice sprăv z H(m_1) × H(m_2). Pritom pre dvojice sprăv, pre ktorĆ pŞvodnă funkcia m_4 nie je de˛novană, mŞŚeme doplni§ ŇubovoŇnĆ hodnoty.

Aby sme dokăzali, Śe protokol P^′ naozaj poĞąta relăciu R, staĞą dokăza§, Śe dă sprăvnu odpoveČ pre ĺtvorice (x, y, z_1, z_2), pre ktorĆ z_1 = z_2 (pre ostatnĆ dvojice je totiŚ z de˛nącie relăcie R kaŚdă odpoveČ sprăvna). Pre takĆto ĺtvorice vĺak protokol P^′ vrăti rovnakŸ vŸsledok ako vrăti protokol P pre trojicu x, y, z_1, Ğo je naozaj sprăvna odpoveČ.

V oboch konĺtrukciăch mal skonĺtruovanŸ protokol P^′ rovnakĆ mnoŚiny sprăv H(m_1) a H(m_2) ako pŞvodnŸ protokol P , takŚe sprăvovă zloŚitos§ bola pre oba protokoly rovnakă. Z toho vyplŸva, Śe aj sprăvovă zloŚitos§ funkcie f a relăcie R (v uvaŚovanŸch modeloch) je rovnakă. 2

Matice a bipartitnĆ grafy { pojmy a oznaĞenia

Pri Čalĺąch charakterizăciăch zčŚenej sprăvovej zloŚitosti budeme veŇa pracova§ s binărnymi maticami, priĞom si budeme vĺąma§ najmĎ rozklad ich mnoŚiny riadkov na mnoŚiny rovnakŸch riadkov, poĞty rŞznych riadkov a podobnĆ pojmy zade˛novanĆ pre stŊpce. Budeme taktieŚ uvaŚova§ bipartitnĆ grafy. Preto teraz zavedieme niekoŇko oznaĞeną na uŇahĞenie takŸchto čvah.

Majme binărnu maticu A typu n × m. Zavedieme relăciu ekvivalencie riadkov ∼_r⊆ Z_n × Z_n takto: i ∼_r j ⇐⇒ (∀k ∈ Z_m)(A(i, k) = A(j, k)), t.j. Ğąsla i a j budč ekvivalentnĆ prăve vtedy, ak im zodpovedajčce riadky v A sč rovnakĆ. Relăcia ekvivalencie ∼_r năm urĞuje rozklad mnoŚiny Z_n na triedy ekvivalencie. Triedu ekvivalencie obsahujčcu Ğąslo i budeme oznaĞova§ [i]_{r,A}. MnoŚinu vĺetkŸch navzăjom rŞznych riadkov matice A mŞŚeme stotoŚni§ s mnoŚinou {[i]_{r,A}| i ∈ Z_n}. Analogicky tieŚ mŞŚeme zavies§ relăciu ekvivalencie stŊpcov ∼_s⊆ Z_m, triedy ekvivalencie [i]_{s,A} a mnoŚinu vĺetkŸch navzăjom rŞznych stŊpcov matice A stotoŚnąme s mnoŚinou {[i]_{s,A}| i ∈ Z_m}.

Uvedieme jednu pomerne triviălnu lemu, ktorč vĺak v nasledujčcich dŞkazoch budeme Ğasto pouŚąva§:

Lema 2.42 Nech A je binărna matica typu n × m a nech i, i^′ ∈ Z_n a j, j^′ ∈ Z_m sč takĆ Ğąsla, Śe i^′ ∈ [i]_{r,A} a j^′ ∈ [j]_{s,A}. Potom platą A(i, j) = A(i^′, j^′).

DŞkaz: Z de˛nącie mnoŚiny [i]_{r,A} vyplŸva, Śe A(i, j) = A(i^′, j). Podobne z de˛nącie

[j]_{s,A} vyplŸva, Śe A(i^′, j) = A(i^′, j^′). Z toho uŚ dostăvame poŚadovanĆ tvrdenie. 2

Inak povedanĆ lema vravą, Śe ak vezmeme jednu triedu ekvivalencie riadkov a jednu triedu ekvivalencie stŊpcov, tak na prieseĞnąku ŇubovoŇnŸch dvoch prvkov z

2.4. Charakterizăcia simultănnej zloŚitosti 59

tŸchto tried bude vŚdy to istĆ Ğąslo. Na zăklade tohto pozorovania mŞŚeme zavies§ pojem redukcie matice { z matice vyĺkrtăme viacnăsobnĆ vŸskyty rovnakŸch riadkov a stŊpcov. Riadky a stŊpce v takto ząskanej matici potom zodpovedajč triedam ekvivalencie a na prieseĞnąku urĞitĆho riadku a stŊpca v redukovanej matici je hodnota, ktoră bola v pŞvodnej matici na vĺetkŸch prieseĞnąkoch prvkov prąsluĺnŸch tried ekvivalencie (podŇa predchădzajčcej lemy). Formălnejĺie mŞŚeme uvedenŸ pojem zavies§ takto:

De˛nącia 2.43 Nech A je binărna matica typu n × m. Maticu A^′ typu n^′ × m^′ budeme nazŸva§ redukciou matice A, ak existujč bijekcie ψ_r : {[i]_{r,A}| i ∈ Z_n} → Z_n′ a ψ_s : {[i]_{s,A}| i ∈ Z_m} → Z_m′ takĆ, Śe pre kaŚdĆ i ∈ Z_n a pre kaŚdĆ j ∈ Z_m platą A(i, j) = A^′(ψ_r([i]_{r,A}), ψ_s([j]_{s,A})). Maticu nazveme redukovanou, ak je sama sebe redukciou.

Na zăklade lemy 2.42 vidąme, Śe pre kaŚdč maticu existuje redukcia, priĞom tăto redukcia je aŚ na poradie riadkov a stŊpcov dană jednoznaĞne. Ĳahko tieŚ dokăza§, Śe redukcia ŇubovoŇnej matice mă vĺetky riadky aj stŊpce navzăjom rŞzne, je teda redukovanou maticou.

Teraz poČme venova§ pozornos§ bipartitnŸm grafom. Żtandardne sa bipartitnŸmi grafmi rozumie urĞită ĺpeciălna trieda grafov, my si vĺak tento pojem kvŞli jednoduchĺiemu znaĞeniu zavedieme trochu odliĺne.

Pod bipartitnŸm grafom budeme rozumie§ usporiadanč trojicu G = (U, V, E), kde U a V sč koneĞnĆ mnoŚiny vrcholov a E je mnoŚina hrăn, priĞom E ⊆ U × V . Znamenă to teda, Śe v bipartitnŸch grafoch budeme uvaŚova§ ˛xnĆ rozdelenie vrcholov do partącią (a to aj pre grafy, kde existuje viacero moŚnŸch rozdeleną) a navyĺe budeme medzi oboma partąciami rozliĺova§. Takisto mnoŚiny U a V nemusia by§ nutne disjunktnĆ { ak sa vĺak nejakŸ prvok nachădza v mnoŚine U aj vo V , tak reprezentuje dva rŞzne vrcholy grafu, priĞom tieto vrcholy mŞŚu a nemusia by§ spojenĆ hranou.

Prąklad:

�1 3^{1 2}_{Graf G}^{Na obrăzku măme znăzornenŸ graf G = (U, V, E), kde U =}

{1, 2}, V = {1, 3} a E = {(1, 3), (2, 1), (1, 1)}. Vrcholy partącie U sč zobrazenĆ na vrchnom riadku, vrcholy partącie V sč zobrazenĆ na spodnom riadku. TakŸmto spŞsobom budeme bipartitnĆ grafy zobrazova§ aj v nasledujčcich prąkladoch.

Ěalej sa budeme zaobera§ koreĺpondenciou medzi binărnymi maticami a bipartitnŸmi grafmi. V nasledujčcej de˛nącii zostrojąme k danej matici A bipartitnŸ graf, ktorŸ bude ma§ v partącii U vĺetky navzăjom rŞzne riadky matice A, partącia V bude mnoŚina vĺetkŸch navzăjom rŞznych stŊpcov matice A a hrany budč zodpoveda§ jednotkăm v matici.

De˛nącia 2.44 Nech A je binărna matica typu n × m. BipartitnŸ graf priradenŸ k matici A je graf G = (U, V, E), pre ktorŸ platą U = {[i]_{r,A}| i ∈ Z_n} V = {[i]_{s,A}| i ∈ Z_m} E = {([i]_{r,A}, [j]_{s,A})| i ∈ Z_n ∧ j ∈ Z_m ∧ A(i, j) = 1}.

2.4. Charakterizăcia simultănnej zloŚitosti 60

Prąklad: BipartitnŸ graf G je priradenŸ k matici A. Matica A^′ je redukciou matice

A. Po vhodnom preznaĞeną vrcholov grafu G dostaneme graf G^′ priradenŸ k matici A^′.

1 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 Matica A �{ 0, 3}{1, 2} {1} {0, 2}

Graf G

1 1 1 0 Matica A^′ � {0} {1} {0} {1}

Graf G^′ Nakoniec eĺte budeme uvaŚova§ urĞitĆ vz§ahy medzi vybranŸmi podmaticami matice A a podgrafmi jej priradenĆmu bipartitnĆmu grafu G. Maticu A^′ nazveme vybranou podmaticou matice A, ak ju z matice A mŞŚeme dosta§ vynechanąm niektorŸch riadkov a stŊpcov a prąpadnou zmenou poradia zostăvajčcich riadkov a stŊpcov. NiŚĺie uvădzame formălnu de˛nąciu vybranej podmatice a tieŚ de˛nąciu bipartitne indukovanĆho podgrafu, Ğo je ĺpeciălny prąpad indukovanĆho podgrafu:

De˛nącia 2.45 Nech A_1 je binărna matica typu n_1 × m_1 a A_2 binărna matica typu

n_2 × m_2. Hovorąme, Śe matica A_1 je vybranou podmaticou matice A_2, ak existujč injektąvne zobrazenia ϕ_r : Z_{n1} → Z_{n2} a ϕ_s : Z_{m1} → Z_{m2} takĆ, Śe platą

(∀i ∈ Z_{n1} )(∀j ∈ Z_{m1} )(A_1(i, j) = A_2(ϕ_r(i), ϕ_s(j))).

De˛nącia 2.46 Majme bipartitnĆ grafy G_1 = (U_1, V_1, E_1) a G_2 = (U_2, V_2, E_2). Hovorąme, Śe graf G_1 je bipartitne indukovanŸ podgraf grafu G_2, ak existujč injektąvne zobrazenia ϕ_U : U_1 → U_2 a ϕ_V : V_1 → V_2 takĆ, Śe platą

(∀u ∈ U_1)(∀v ∈ V_1)((u, v) ∈ E_1 ⇐⇒ (ϕ_U (u), ϕ_V (v)) ∈ E_2).

Graf G_1 je teda bipartitne indukovanŸm podgrafom grafu G_2 prăve vtedy, keČ je jeho indukovanŸm podgrafom (resp. je izomorfnŸ s nejakŸm jeho indukovanŸm podgrafom), priĞom navyĺe poŚadujeme, aby vrcholy z prvej partącie grafu G_1 sa zobrazovali na vrcholy prvej partącie grafu G_2 a podobne pre druhĆ partącie. Z de˛nącie vidno, Śe relăcia \by§ bipartitne indukovanŸm podgrafom" je tranzitąvna, t.j Śe ak G je bipartitne indukovanŸm podgrafom G^′ a G^′ je bipartitne indukovanŸm podgrafom G^{′′}, tak G je bipartitne indukovanŸm podgrafom G^{′′}.

Prąklad: UvaŚujme bipartitnĆ grafy G_1, G_2, G_3 a G_4 zobrazenĆ na obrăzku. Bipar-

titnŸ graf G_2 je bipartitne indukovanŸm podgrafom grafu G_1 (poŚadovanĆ zobrazenia zostrojąme napr. takto: ϕ_U (5) = 2, ϕ_U (6) = 1, ϕ_U (7) = 3) Graf G_3 ani graf G_4 vĺak nie sč bipartitne indukovanŸmi podgrafmi grafu G_1, hoci oba sč jeho podgrafmi v zvyĞajnej grafovej terminolćgii a graf G_4 je dokonca aj jeho indukovanŸm podgrafom.

�3 4^{1 2}_{Graf G1} �7^{5 6}_{Graf G2} �9 10^8_{Graf G3} �13 14^{11 12}_{Graf G4}

2.4. Charakterizăcia simultănnej zloŚitosti 61

Lema 2.47 Nech A je binărna matica typu n × m a A^′ nech je binărna matica typu

n^′ × m^′. Ěalej nech G je bipartitnŸ graf priradenŸ k A a G^′ nech je priradenŸ k A^′.

Potom ak A^′ je vybranou podmaticou matice A, tak G^′ je bipartitne indukovanŸ podgraf grafu G.

Naopak, ak G^′ je bipartitne indukovanŸ podgraf grafu G a A^′ je redukovană matica, potom A^′ je vybranou podmaticou matice A.

DŞkaz: Majme teda grafy G = (U, V, E) a G^′ = (U^′, V^′, E^′) a matice A a A^′ spŊďajčce

predpoklady vety. DokăŚeme najprv prvč Ğas§, potom druhč Ğas§ vety.

Prvă Ğas§ dŞkazu. Nech A^′ je vybranou podmaticou matice A a nech ϕ_r : Z_n′ → Z_n

a ϕ_s : Z_m′ → Z_m sč zobrazenia z de˛nącie vybranej podmatice (t.j. ϕ_r dăva pre kaŚdŸ riadok matice A^′ zodpovedajčci riadok matice A a podobne ϕ_s pre stŊpce). DokăŚeme, Śe G^′ je bipartitne indukovanŸm podgrafom grafu G.

Zostrojąme zobrazenia ϕ_U : U^′ → U a ϕ_V : V^′ → V a dokăŚeme, Śe sč injektąvne a Śe pre ne platą vz§ah (∀u ∈ U^′)(∀v ∈ V^′)((u, v) ∈ E^′ ⇐⇒ (ϕ_U (u), ϕ_V (v)) ∈ E). (2.4) To ale znamenă, Śe tieto zobrazenia spŊďajč vĺetky podmienky z de˛nącie bipartitne indukovanĆho podgrafu a teda G^′ je bipartitne indukovanŸm podgrafom grafu G.

Pre kaŚdŸ vrchol u ∈ U^′ zvoląme i ∈ Z_n′ takĆ, Śe u = [i]_{r,A}′ a poloŚąme

ϕ_U (u) = [ϕ_r(i)]_{r,A}

Analogicky pre v ∈ V^′, zvoląme j ∈ Z_m′ takĆ, Śe v = [j]_{s,A}′ a poloŚąme ϕ_V (v) = [ϕ_s(j)]_{s,A}.

Najprv treba dokăza§, Śe zostrojenĆ zobrazenia sč injektąvne. To dokăŚeme iba pre ϕ_U , pre ϕ_V je dŞkaz analogickŸ. Pre ŇubovoŇnĆ navzăjom rŞzne u a v z mnoŚiny U^′ dokăŚeme, Śe platą, Śe ϕ_U (u) ≠ ϕ_U (v). Nech sme pri konĺtrukcii ϕ_U (u) zvolili i spomedzi hodnŞt, pre ktorĆ u = [i]_{r,A}′ , a podobne nech j je hodnota zvolenă pre v. KeČŚe u ≠ v, platą, Śe [i]_{r,A}′ ≠ [j]_{r,A}′ a teda riadky i a j matice A^′ sč rŞzne. Potom ale aj riadky ϕ_r(i) a ϕ_r(j), ktorĆ riadkom i a j zodpovedajč v matici A, sč navzăjom rŞzne. Preto [ϕ_r(i)]_{r,A} ≠ [ϕ_r(j)]_{r,A}, Ğo je poŚadovanĆ tvrdenie, lebo ϕ_U (u) = [ϕ_r(i)]_{r,A} a ϕ_U (v) = [ϕ_r(j)]_{r,A}.

Nakoniec dokăŚeme, Śe platą vz§ah (2.4). ZvoŇme ŇubovoŇnĆ u ∈ U^′ a v ∈ V^′. Ěalej nech pri konĺtrukcii ϕ_U (u) sme zvolili hodnotu i ∈ Z_n′ a pri konĺtrukcii ϕ_V (v) nech sme zvolili hodnotu j ∈ Z_m′ . Vrcholy u a v sč v grafe G^′ spojenĆ hranou prăve vtedy, keČ A^′(i, j) = 1. Z de˛nącie vybranej podmatice măme A^′(i, j) = A(ϕ_r(i), ϕ_s(j)). Na dokonĞenie dŞkazu poznamenajme, Śe A(ϕ_r(i), ϕ_s(j)) = 1 ⇐⇒ ([ϕ_r(i)]_{r,A}, [ϕ_s(j)]_{s,A}) ∈ E, priĞom platą, Śe ([ϕ_r(i)]_{r,A}, [ϕ_s(j)]_{s,A}) = (ϕ_U (u), ϕ_V (v)).

Druhă Ğas§ dŞkazu. Nech G^′ je bipartitne indukovanŸm podgrafom grafu G a nech

A^′ je redukovană. Nech ϕ_U : U^′ → U a ϕ_V : V^′ → V sč zobrazenia z de˛nącie bipartitne indukovanĆho podgrafu. DokăŚeme, Śe A^′ je podmaticou A.

2.4. Charakterizăcia simultănnej zloŚitosti 62

V tejto Ğasti dŞkazu budeme postupova§ podobne ako v predchădzajčcej { zostrojąme zobrazenia ϕ_r : Z_n′ → Z_n a ϕ_s : Z_m′ → Z_m a dokăŚeme, Śe sč injektąvne a Śe pre ne platą vz§ah (∀i ∈ Z_n′ )(∀j ∈ Z_m′ )(A^′(i, j) = A(ϕ_r(i), ϕ_s(j))). (2.5) Dostaneme teda, Śe zostrojenĆ zobrazenia spŊďajč podmienky z de˛nącie vybranej podmatice a teda A^′ je vybranou podmaticou matice G.

Majme teda i^′ ∈ Z_n′ . Nech u ∈ U je vrchol grafu G zodpovedajčci vrcholu [i^′]_{r,A}′ grafu G^′, t.j. u = ϕ_U ([i^′]_{r,A}′ ).

Ako ϕ_r(i^′) zvoląme niektorč hodnotu i ∈ Z_n, pre ktorč platą u = [i]_{r,A}. Analogicky pre stŊpce: pre j^′ ∈ Z_m′ nech v = ϕ_V ([j^′]_{s,A}′ ) a ako ϕ_s(j^′) zvoląme niektorĆ j ∈ Z_m, pre ktorĆ platą v = [j]_{s,A}.

DokăŚme teraz injektąvnos§ ϕ_r (dŞkaz pre ϕ_s je analogickŸ). Nech i^′, j^′ ∈ Z_n′ sč navzăjom rŞzne, dokăŚeme, Śe ϕ_r(i^′) ≠ ϕ_r(j^′). KeČŚe A^′ je redukovană, vĺetky jej riadky sč navzăjom rŞzne a teda [i^′]_{r,A}′ = {i^′} ≠ {j^′} = [j^′]_{r,A}′ . Z injektąvnosti zobrazenia ϕ_U măme, Śe ϕ_U ([i^′]_{r,A}′ ) ≠ ϕ_U ([j^′]_{r,A}′ ). Prvky ϕ_U ([i^′]_{r,A}′ ) a ϕ_U ([j^′]_{r,A}′ ) sč vĺak triedami ekvivalencie [i]_{r,A} a [j]_{r,A} pre nejakĆ i, j ∈ Z_n. NakoŇko sč tieto triedy navzăjom rŞzne, znamenă to, Śe sč disjunktnĆ. Hodnoty ϕ_r(i^′) a ϕ_r(j^′) boli zvolenĆ ako prvky tŸchto tried ekvivalencie a musia by§ teda navzăjom rŞzne.

Zostăva dokăza§ jedine vz§ah (2.5). Majme teda i^′ ∈ Z_n′ a j^′ ∈ Z_m′ . A^′(i^′, j^′) = 1 prăve vtedy, keČ dvojica ([i^′]_{r,A}′ , [j^′]_{s,A}′ ) je hranou grafu G^′. Z de˛nącie indukovanĆho podgrafu vĺak măme, Śe tăto dvojica je hranou prăve vtedy, keČ dvojica (ϕ_U ([i^′]_{r,A}′ ), ϕ_V ([j^′]_{s,A}′ )) je hranou grafu G. KeČŚe graf G je priradenŸ k A, pre ŇubovoŇnĆ i ∈ ϕ_U ([i^′]_{r,A}′ ) a pre ŇubovoŇnĆ j ∈ ϕ_V ([j^′]_{s,A}′ ) platą, Śe uvedenă dvojica je hranou prăve vtedy, keČ A(i, j) = 1. Platą to teda aj pre i a j zvolenĆ pri konĺtrukcii zobrazeną ϕ_r a ϕ_s. Z uvedenŸch ekvivalencią dostăvame poŚadovanŸ vz§ah. 2

Lema 2.48 Nech A je binărna matica typu n × m a A^′ nech je binărna matica typu

n^′ × m^′. Ěalej nech G je bipartitnŸ graf priradenŸ k A a G^′ nech je priradenŸ k A^′.

Potom ak A^′ je redukciou matice A, tak G je bipartitne indukovanŸ podgraf grafu G^′.

DŞkaz: Nech G = (U, V, E) a nech G^′ = (U^′, V^′, E^′). Ěalej nech ψ_r : {[i]_{r,A}| i ∈

Z_n} → Z_n′ a ψ_s : {[i]_{s,A}| i ∈ Z_m} → Z_m′ je dvojica zobrazeną z de˛nącie redukcie matice, ktorĆ pre triedu ekvivalencie ∼_r resp. ∼_s matice A vrătia prąsluĺnŸ riadok resp. stŊpec matice A^′.

Teraz pre grafy G a G^′ zostrojąme zobrazenia ϕ_U : U → U^′ a ϕ_V : V → V^′ z de˛nącie bipartitne indukovanĆho podgrafu.

Vezmime teda vrchol u ∈ U a hŇadajme hodnotu ϕ_U (u). VzhŇadom na to, Śe G je graf priradenŸ k matici A, vrchol u je triedou ekvivalencie ∼_r pre maticu A. Vrchol u teda moŚno zobrazi§ zobrazenąm ψ_r na nejakŸ riadok i matice A^′. Matica A^′ je redukovană, takŚe trieda [i]_{r,A}′ je jednoprvkovă (obsahuje iba i). MnoŚina {i} je ale

2.4. Charakterizăcia simultănnej zloŚitosti 63

sčĞasne vrcholom z mnoŚiny U^′, bude teda vŸslednou hodnotou. Zobrazenia ϕ_U a ϕ_V teda de˛nujeme takto:

ϕ_U (u) = {ψ_r(u)} ϕ_V (v) = {ψ_s(v)}

NakoŇko zobrazenia ψ_r aj ψ_s sč injektąvne, nie je §aŚkĆ vidie§, Śe aj ϕ_U a ϕ_V sč injektąvne. Zostăva dokăza§, Śe pre vĺetky u ∈ U a v ∈ V platą, Śe dvojica (u, v) je hranou v G prăve vtedy, keČ dvojica (ϕ_U (u), ϕ_V (v)) je hranou v G^′. Avĺak z vlastnostą pouŚitŸch funkcią a z predchădzajčcich čvah vyplŸva: (u, v) ∈ E ⇐⇒ (∀i ∈ u)(∀j ∈ v)(A(i, j) = 1) ⇐⇒ A^′(ψ_r(u), ψ_s(v)) = 1 ⇐⇒ ⇐⇒ ({ψ_r(u)}, {ψ_s(v)}) ∈ E^′ ⇐⇒ ⇐⇒ (ϕ_U (u), ϕ_V (v)) ∈ E^′. 2 Charakterizăcia pomocou matąc I.

Vră§me sa teraz spĎ§ k charakterizăcii sprăvovej zloŚitosti funkcią. Vo vete 2.41 sme k funkcii f ∈ F_{p,n} zostrojili relăciu R, ktoră mă rovnakč sprăvovč zloŚitos§. Teraz ukă- Śeme ako moŚno charakterizova§ simultănnu sprăvovč zloŚitos§ relăcie R. Myĺlienku tejto charakterizăcie popąĺeme najprv neformălne, potom uvedieme vetu s podrobnŸm dŞkazom.

UvaŚujme nejakč podmnoŚinu g relăcie R, ktoră by bola funkciou, t.j. pre kaŚdč ĺtvoricu (x, y, z_1, z_2) by existovalo prăve jedno i takĆ, Śe (x, y, z_1, z_2, i) ∈ g. Sprăvovč zloŚitos§ takejto funkcie moŚno pomerne jednoducho charakterizova§. Zostrojme k funkcii g maticu takč, Śe jej riadky budč zodpoveda§ dvojiciam vstupov prvĆho hrăĞa, stŊpce dvojiciam vstupov druhĆho hrăĞa a jednotlivĆ prvky matice budč funkĞnĆ hodnoty. Ak pre nejakĆ dve dvojice vstupov hrăĞa 1 sč zodpovedajčce riadky matice navzăjom rŞzne, hrăĞ 1 musą posla§ pre tieto dvojice navzăjom rŞzne sprăvy. Podobne hrăĞ 2 musą rozląĺi§ rŞznymi sprăvami takĆ dvojice vstupov, pre ktorĆ sč zodpovedajčce stŊpce rŞzne. Optimălny protokol pre g teda pouŚije ⌈log a⌉ + ⌈log b⌉ bitov, kde a resp. b je poĞet rŞznych riadkov resp. stŊpcov uvaŚovanej matice.

ĲubovoŇnŸ simultănny protokol poĞątajčci relăciu R vĺak poĞąta aj nejakč funkciu g ⊆ R, pretoŚe pre kaŚdč ĺtvoricu vstupov dă protokol jednoznaĞnč odpoveČ (protokol je deterministickŸ) | tăto odpoveČ bude funkĞnou hodnotou funkcie g pre danč ĺtvoricu vstupov. Simultănnu komunikaĞnč zloŚitos§ relăcie R je teda moŚno charakterizova§ ako minimum zo simultănnych komunikaĞnŸch zloŚitostą funkcią, ktorĆ sč podmnoŚinami relăcie R.

OznaĞenie 2.49 Nech f ∈ F_{p,n}. OznaĞme M_f mnoŚinu binărnych matąc A typu

pn × pn takŸch, Śe pre kaŚdĆ i, j ∈ Z_p a k ∈ Z_n platą A(kp + j, kp + i) = f(i, j, k). Matice v M_f sč teda matice zodpovedajčce funkciăm, ktorĆ sč podmnoŚinou relăcie R.

2.4. Charakterizăcia simultănnej zloŚitosti 64

Veta 2.50 Nech f ∈ F_{p,n}. Potom

M_{εS}(f) = min_{A∈Mf} {max{⌈log b⌉ , ⌈log c⌉}| b je poĞet rŞznych riadkov v A, c je poĞet rŞznych stŊpcov v A}.

DŞkaz: DokăŚeme najprv, Śe uvedenŸ vŸraz je hornŸm ohraniĞenąm zčŚenej simul-

tănnej sprăvovej zloŚitosti funkcie f. Vezmime maticu A, na ktorej sa dosahuje minimum. Nech mă tăto matica b rŞznych riadkov a c rŞznych stŊpcov. Zostrojąme protokol, v ktorom rŞznym riadkom v A (t.j. rŞznym triedam ekvivalencie [i]_{r,A}) priradąme rŞzne sprăvy dŊŚky ⌈log b⌉ a rŞznym stŊpcom v A priradąme rŞzne sprăvy dŊŚky ⌈log c⌉. Pripomeďme, Śe riadkom resp. stŊpcom zodpovedajč vstupy (y, z) resp. (x, z). HrăĞ 1, ak dostane vstup (y, z), poĺle sprăvu, ktoră zodpovedă triede ekvivalencie [pz + y]_{r,A} a podobne hrăĞ 2 pre vstup (x, z) poĺle sprăvu prislčchajčcu k triede ekvivalencie [pz + x]_{s,A}. HrăĞ 4 po prijatą trojice sprăv (v_1, v_2, ε) năjde riadok i a stŊpec j, takĆ, Śe ich triedam ekvivalencie zodpovedajč sprăvy v_1 a v_2 a ako vŸsledok oznămi hodnotu A(i, j).

Takto zostrojenŸ protokol mă poŚadovanč sprăvovč zloŚitos§ max{⌈log b⌉ , ⌈log c⌉}. Zostăva si uvedomi§, Śe naozaj vŚdy vrăti sprăvny vŸsledok. To dokăŚeme sporom { predpokladajme, Śe pre nejakč trojicu vstupov (x, y, z) protokol vrăti nesprăvny vŸsledok. To ale znamenă, Śe pri zostavovaną funkcie m_4 sme pouŚili hodnotu, ktoră nie je na prieseĞnąku riadku i = pz + y a stŊpca j = pz + x, ale hodnotu, ktoră je na prieseĞnąku riadku i^′ a j^′, priĞom ale i^′ ∈ [i]_{r,A} a tieŚ j^′ ∈ [j]_{s,A}. Teda s vyuŚitąm lemy 2.42 dostăvame f(x, y, z) = a_{i,j} = a_i′_{,j}′ ≠ f(x, z, y), Ğo je spor, takŚe protokol naozaj poĞąta funkciu f.

Vezmime teraz zčŚenŸ simultănny protokol P = (m_1, m_2, m_3, m_4) poĞątajčci f so simultănnou sprăvovou zloŚitos§ou M_{εS}. K tomuto protokolu zostrojąme maticu A ∈ M_f , ktoră bude ma§ najviac b = |H(m_1)| rŞznych riadkov a najviac c = |H(m_2)| rŞznych stŊpcov (kde H(m_i) je mnoŚina vĺetkŸch sprăv posielanŸch hrăĞom i). KeČŚe M_{εS}(f) = M_{εS}(P ) ≥ max{⌈log b⌉ , ⌈log c⌉}, je vŸraz uvedenŸ vo vete aj dolnŸm odhadom miery M_{εS}(f).

Zostrojme maticu A: nech i, j ∈ Z_{pn}. Potom i moŚno zapąsa§ ako pz_1 + y (y = i mod p a z_1 = ⌊i/p⌋) a podobne j moŚno zapąsa§ ako pz_2 + x. Nech teraz v_1 = m_1(y, z_1) a v_2 = m_2(x, z_2). Ak je funkcia m_4 pre vstup (v_1, v_2, ε) de˛novană, potom A(i, j) bude rovnĆ m_4(v_1, v_2, ε), v opaĞnom prąpade poloŚąme A(i, j) = 0.

O takto zostrojenej matici A najprv ukăŚeme, Śe skutoĞne patrą do mnoŚiny M_f . Vezmime teda x, y ∈ Z_p a z ∈ Z_n ŇubovoŇnĆ. Dostăvame A(zp + y, zp + x) = m_4(m_1(y, z), m_2(x, z)) = f(x, y, z) (druhă rovnos§ vyplŸva z korektnosti protokolu P ).

Zostăva ukăza§, Śe poĞet rŞznych riadkov matice je najviac b a poĞet rŞznych stŊpcov je najviac c. Uvedomme si, Śe ak pre nejakĆ dve dvojice vstupov (y_1, z_1) a (y_2, z_2) hrăĞ 1 poĺle rovnakč sprăvu v_1, tak zodpovedajčce riadky (pz_1 + y_1 a pz_2 + y_2) budč rovnakĆ (hodnota A(i, j) zăvisą iba od v_1 a v_2, priĞom v_2 zăvisą iba od Ğąsla stŊpca, nie od riadku). PoĞet rŞznych riadkov v matici A teda nepresiahne poĞet rŞznych sprăv posielanŸch hrăĞom 1 v protokole P , Ğo je presne hodnota b. Symetricky moŚno

2.4. Charakterizăcia simultănnej zloŚitosti 65

dokăza§, Śe poĞet rŞznych stŊpcov v A nepresiahne hodnotu c. 2

Neformălne si charakterizăciu uvedenč v predchădzajčcej vete mŞŚeme predstavi§ tak, Śe zostrojąme maticu typu pn × pn, ktoră bude ma§ hodnoty 0, 1 a nede˛novanĆ. Hodnoty 0 a 1 budč na tŸch miestach, ktorĆ zodpovedajč funkĞnŸm hodnotăm funkcie f (t.j. prvky tvaru A(pk + i, pk + j) pre k ∈ Z_n a i, j ∈ Z_p). Na ostatnŸch miestach budč nede˛novanĆ hodnoty. De˛novanĆ hodnoty teda tvoria n podmatąc typu p × p umiestnenŸch okolo hlavnej uhloprieĞky matice. M_f je mnoŚina vĺetkŸch matąc, ktorĆ dostaneme nahradenąm nede˛novanŸch hodnŞt hodnotami 0 a 1. Ůlohu minimalizova§ poĞet sprăv posielanŸch jednotlivŸmi hrăĞmi sme teda previedli na člohu doplni§ 0 a 1 do takejto nedoplnenej matice tak, aby sme minimalizovali poĞet rŞznych riadkov a stŊpcov.

Prąklad: Ako prąklad uvedieme maticu zodpovedajčcu funkcii shift^p(x, y, z) = z((x+

y) mod p) (pozri oznaĞenie 2.16), kde z predstavuje p-bitovŸ re§azec, z(i) je jeho i-ty bit a x a y sč Ğąsla zo Z_p.

VŇavo vidąme hodnoty nedoplnenej matice. VoŇnĆ miesta zodpovedajč nede˛novanŸm hodnotăm. Vpravo je jedna z matąc z Mshift^p . V celej matici existujč dva rŞzne riadky a dva rŞzne stŊpce, t.j. pre p = 2 mŞŚeme funkciu poĞąta§ protokolom, v ktorom kaŚdŸ poĺle iba jeden bit.

0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1

0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1

Charakterizăcia pomocou bipartitnŸch grafov

V predchădzajčcej Ğasti sme charakterizovali sprăvovč zloŚitos§ pomocou poĞtu rŞznych riadkov a stŊpcov urĞitŸch matąc. V tejto Ğasti budeme v čvahăch pokraĞova§ a prevedieme tčto charakterizăciu do tećrie grafov.

OznaĞenie 2.51 Nech f ∈ F_{p,n} a nech k ∈ Z_n. OznaĞme X_{f,k} binărnu maticu typu

p × p, pre ktorč platą X_{f,k}(i, j) = f(j, i, k). Ěalej oznaĞme G_{f,k} = (U_{f,k}, V_{f,k}, E_{f,k}) bipartitnŸ graf priradenŸ matici X_{f,k}.

Prąklad: UvaŚujme opĎ§ funkciu f = shift^p z mnoŚiny F_{p,2}p, t.j. pre funkciu f platą

f(x, y, z) = z((x + y) mod p), kde parameter z budeme chăpa§ ako binărny zăpis Ğąsla zo Z_2p . Nasledujčca tabuŇka pre p = 2 obsahuje pre kaŚdĆ z ∈ Z_2p v druhom riadku maticu X_{f,k} a v tre§om riadku graf G_{f,z}. V grafoch G_{f,z} je vŚdy hornă partącia U_{f,z} a dolnă V_{f,z}. Vrcholy grafu G_{f,z} sč triedy ekvivalencie ∼_r a ∼_s pre maticu X_{f,z}. Na

2.4. Charakterizăcia simultănnej zloŚitosti 66

obrăzku sč jednotlivĆ vrcholy oznaĞenĆ zoznamom prvkov prąsluĺnej triedy ekvivalencie. V grafoch G_{f,00} a G_{f,11} sč oba riadky aj oba stŊpce rovnakĆ, takŚe prąsluĺnă trieda ekvivalencie je dvojprvkovă, ostatnĆ triedy ekvivalencie sč jednoprvkovĆ.

Binărny zăpis z 00 01 10 11

Matica X_{f,z} ( 0 0 0 0 ) ( 0 1 1 0 ) ( 1 0 0 1 ) ( 1 1 1 1 )

Graf G_{f,z} ff 0,1 0,1 fi0 1^{0 1} fl0 1^{0 1} ffi0,1^{0,1}

OznaĞenie 2.52 Nech f ∈ F_{p,n}. OznaĞme G_f mnoŚinu bipartitnŸch grafov G =

(U, V, E) takŸch, Śe pre kaŚdĆ z ∈ Z_n je graf G_{f,z} bipartitne indukovanŸm podgrafom grafu G.

Veta 2.53 Nech f ∈ F_{p,n}. Potom M_{εS}(f) = min {max{⌈log |U|⌉, ⌈log |V |⌉} | ∃G = (U, V, E) ∈ G_f } . DŞkaz: V dŞkaze vyuŚijeme vetu 2.50. V prvej Ğasti dŞkazu pre kaŚdč maticu

A ∈ M_f zostrojąme bipartitnŸ graf G = (U, V, E) ∈ G_f takŸ, Śe veŇkos§ mnoŚiny U bude rovnakă ako poĞet rŞznych riadkov v A a veŇkos§ mnoŚiny V bude rovnakă ako poĞet rŞznych stŊpcov v A.

V druhej Ğasti dŞkazu naopak k ŇubovoŇnĆmu grafu G = (U, V, E) ∈ G_f zostrojąme maticu A ∈ M_f s najviac |U| rŞznymi riadkami a najviac |V | rŞznymi stŊpcami.

Takto odvodąme rovnos§:

min{max{⌈log b⌉ , ⌈log c⌉}| (∃A ∈ M_f )(b je poĞet rŞznych riadkov v A a c je poĞet rŞznych stŊpcov v A)} = = min{max{⌈log |U|⌉, ⌈log |V |⌉}| ∃G = (U, V, E) ∈ G_f } Z tejto rovnosti uŚ podŇa vety 2.50 dostăvame poŚadovanĆ tvrdenie.

Prvă Ğas§ dŞkazu. Majme maticu A ∈ M_f . HŇadanŸm grafom G = (U, V, E)

bude bipartitnŸ graf priradenŸ k matici A. Vrcholy z partącie U teda zodpovedajč navzăjom rŞznym riadkom matice A a podobne vrcholy z partącie B zodpovedajč navzăjom rŞznym stŊpcom matice A. MnoŚiny U a V majč teda poŚadovanĆ poĞty prvkov.

Treba eĺte ukăza§, Śe graf G patrą do mnoŚiny G_f , t.j. pre kaŚdĆ z ∈ Z_n je graf G_{f,z} = (U_{f,z}, V_{f,z}, E_{f,z}) jeho bipartitne indukovanŸm podgrafom.

ZvoŇme z ∈ Z_n. Pre maticu X_{f,z} z de˛nącie platą X_{f,z}(i, j) = f(j, i, z) = A(pz + i, pz + j), je teda vybranou podmaticou matice A. Ěalej podŇa de˛nącie je graf G_{f,z} grafom priradenŸm matici X_{f,z}. Z lemy 2.47 teda dostăvame, Śe graf G_{f,z} je bipartitne indukovanŸm podgrafom grafu G.

Druhă Ğas§ dŞkazu. Majme bipartitnŸ graf G = (U, V, E) ∈ G_f . Zostrojąme k nemu

maticu A ∈ M_f typu pn × pn, ktoră bude ma§ najviac |U| rŞznych riadkov a najviac

2.4. Charakterizăcia simultănnej zloŚitosti 67

|V | rŞznych stŊpcov. Maticu A budeme konĺtruova§ takto: zostrojąme zobrazenie ψ_r : Z_{pn} → U, ktorĆ kaŚdĆmu riadku priradą vrchol z partącie U a zobrazenie ψ_s : Z_{pn} → V , ktorĆ kaŚdĆmu stŊpcu priradą vrchol z partącie V . Potom hodnota A(j, l) bude 1, ak sč vrcholy ψ_r(j) a ψ_s(l) spojenĆ hranou a 0 v opaĞnom prąpade.

Pre m-tŸ riadok (resp. stŊpec) matice A, kde m = kp + i, (k ∈ Z_n, i ∈ Z_p), urĞąme hodnoty ψ_r(m) (resp. ψ_s(m)) takto. Nech G_{f,k} = (U_{f,k}, V_{f,k}, E_{f,k}) je bipartitne indukovanŸ podgraf grafu G, ktorŸ je priradenŸ matici X_{f,k}. Pripomeďme, Śe vrcholy z U_{f,k} (z V_{f,k}) sč triedy ekvivalencie riadkov (stŊpcov) matice X_{f,k}. Nech ϕ_U a ϕ_V sč injektąvne zobrazenia z de˛nącie bipartitne indukovanĆho podgrafu, t.j. nech pre ne platą (∀u ∈ U_{f,k})(∀v ∈ V_{f,k})((u, v) ∈ E_{f,k} ⇐⇒ (ϕ_U (u), ϕ_V (v)) ∈ E). (2.6) Hodnoty ψ_r(kp + i) a ψ_s(kp + i) zostrojąme takto: ψ_r(kp + i) = ϕ_U ([i]_{r,Xf,k} ) ψ_s(kp + i) = ϕ_V ([i]_{s,Xf,k} ) Hodnotu ψ_r(kp + i) teda dostaneme takto: vezmeme maticu X_{f,k} (ktoră obsahuje hodnoty funkcie f, ak je tretąm vstupom k) a vyberieme z nej i-ty riadok. Graf G_{f,k} je bipartitnŸ graf priradenŸ k X_{f,k}, t.j. prvky partącie U_{f,k} zodpovedajč navzăjom rŞznym riadkom matice X_{f,k}. Vezmime vrchol v ∈ U_{f,k}, ktorŸ zodpovedă riadku i matice X_{f,k} (v = [i]_{r,Xf,k} ). K riadku matice A sme teda najprv naĺli riadok matice X_{f,k} a potom k nemu prislčchajčci vrchol v grafu G_{f,k}. Nakoniec vyuŚijeme vz§ah grafu G_{f,k} ku grafu G urĞenŸ zobrazenąm ϕ_U a poloŚąme ψ_r(kp + i) rovnĆ ϕ_U (v).

Treba eĺte ukăza§, Śe takto de˛novanĆ zobrazenia spŊďajč naĺe poŚiadavky, t.j. Śe pomocou nich skonĺtruovană matica A patrą do mnoŚiny M_f a Śe mă najviac |U| riadkov a |V | stŊpcov.

Druhă z podmienok sa dokăŚe veŇmi jednoducho. Ĳahko totiŚ moŚno nahliadnu§, Śe ak pre nejakĆ i a j platą ψ_r(i) = ψ_r(j), potom sa i-ty a j-ty riadok matice A rovnajč. Zobrazenie ψ_r vĺak nadobčda najviac |U| rŞznych hodnŞt, preto je v matici A najviac |U| navzăjom rŞznych riadkov. Podobne moŚno postupova§ pre stŊpce.

DokăŚme teda, Śe A ∈ M_f . Znamenă to dokăza§, Śe pre vĺetky k ∈ Z_n a pre vĺetky i, j ∈ Z_p platą A(kp + i, kp + j) = f(j, i, k). Nech X^∗ = X_{f,k} a nech ϕ_U a ϕ_V sč zobrazenia spŊďajčce vz§ah (2.6).

Hodnota A(kp+i, kp+j) je rovnă jednej prăve vtedy, keČ (ψ_r(kp+i), ψ_s(kp+j)) ∈ E. Vieme vĺak, Śe ψ_r(kp + i) = ϕ_U ([i]_{r,X}∗) a ψ_s(kp + j) = ϕ_V ([j]_{s,X}∗). Z tohoto faktu a zo vz§ahu (2.6) măme, Śe (ψ_r(kp + i), ψ_s(kp + j)) ∈ E ⇐⇒ ([i]_{r,X}∗, [j]_{s,X}∗) ∈ E_{f,k}. NakoŇko G_{f,k} je bipartitnŸ graf priradenŸ matici X^∗, platą ([i]_{r,X}∗, [j]_{s,X}∗) ∈ E_{f,k} ⇐⇒ X^∗(i, j) = 1. Nakoniec dodajme, Śe X^∗(i, j) = f(j, i, k) a teda măme A(kp + i, kp + j) = 1 ⇐⇒ f(j, i, k) = 1,

2.4. Charakterizăcia simultănnej zloŚitosti 68

takŚe A ∈ M_f . 2

Prąklad: Tento prąklad nadvĎzuje na prąklad zo strany 65. Vtedy sme pre funkciu

f = shift^p ukăzali jednotlivĆ grafy G_{f,k} a matice X_{f,k} Teraz pre tčto funkciu ukăŚeme graf G ∈ G_f a k tomuto grafu zostrojąme maticu A tak, ako je to popąsanĆ v druhej Ğasti dŞkazu predchădzajčcej vety.

fflc d^{a b}_{Graf G}^{Na obrăzku vidąme graf G = (U, V, E), priĞom U = {a, b} a V =}

{c, d}. Dole v tabuŇke je pre kaŚdĆ k znăzornenă matica X_{f,k}, bipartitnŸ graf G_{f,k} aj zobrazenia ϕ_U a ϕ_V , ktorĆ dokumentujč, Śe prąsluĺnŸ graf G_{f,k} je bipartitne indukovanŸm podgrafom grafu G.

Binărny zăpis z 00 01 10 11

Matica X_{f,z} ( 0 0 0 0 ) ( 0 1 1 0 ) ( 1 0 0 1 ) ( 1 1 1 1 )

Graf G_{f,z} ı 0,1 0,1 ȷ0 1^{0 1} `0 1^{0 1} ´0,1^{0,1}

Zobrazenie ϕ_U ϕ_U (0, 1) = a ϕ^U (0) = a,

ϕ_U (1) = b ϕ_U (0) = a, ϕ_U (1) = b ϕ_U (0, 1) = a

Zobrazenie ϕ_V ϕ_V (0, 1) = d ϕ^V (0) = d

ϕ_V (1) = c ϕ_V (0) = c ϕ_V (1) = d ϕ_V (0, 1) = c

V konĺtrukcii matice A najprv potrebujeme zostroji§ zobrazenia ψ_r a ψ_s. Tie zostavąme jednoducho podŇa predchădzajčcej tabuŇky - hodnotu ϕ_r(zp + i) ząskame tak, Śe v tabuŇke vezmeme stŊpec zodpovedajčci z, v tomto stŊpci năjdeme vrchol grafu, ktorŸ zodpovedă i-temu riadku matice X a vŸsledkom bude hodnota ϕ_U pre tento vrchol:

z 0 1 2 3 i 0 1 0 1 0 1 0 1 x = zp + i 0 1 2 3 4 5 6 7 ψ_r(x) a a a b a b a a ψ_r(x) d d d c c d c c

2.4. Charakterizăcia simultănnej zloŚitosti 69

Teraz uŚ poloŚąme m_{i,j} rovnĆ 1 prăve vtedy, keČ v grafe G sč vrcholy ψ_r(i) a ψ_s(j) spojenĆ hranou. Dostăvame maticu A uvedenč vpravo. Hodnoty 1 sč v tejto matici na prieseĞnąkoch riadkov oznaĞenŸch a a stŊpcov oznaĞenŸch c a tieŚ na prieseĞnąkoch b a d. Ako vidąme, je to naozaj matica z M_f a mă dva rŞzne riadky a dva rŞzne stŊpce.

d d d c c d c c a 0 0 0 1 1 0 1 1 a 0 0 0 1 1 0 1 1

a 0 0 0 1 1 0 1 1 b 1 1 1 0 0 1 0 0 a 0 0 0 1 1 0 1 1 b 1 1 1 0 0 1 0 0 a 0 0 0 1 1 0 1 1 a 0 0 0 1 1 0 1 1

Charakterizăcia pomocou matąc II.

Doteraz sme mieru M_{εS}(f) charakterizovali pomocou matąc a bipartitnŸch grafov. V tejto Ğasti sa vrătime spĎ§ k maticiam, priĞom poskytneme inč charakterizăciu. V predchădzajčcej charakterizăcii pomocou matąc sme hŇadali maticu, v ktorej boli matice X_{f,k} podmaticami na vopred danŸch ĺtvorcovŸch vŸsekoch. PoĞet rŞznych sprăv v protokole potom zodpovedal poĞtu navzăjom rŞznych riadkov a stŊpcov v takto zostrojenej matici. Teraz budeme postupova§ inak: namiesto matąc X_{f,k} budeme uvaŚova§ ich redukcie a sprăvovč zloŚitos§ funkcie budeme charakterizova§ pomocou mnoŚiny matąc, pre ktorĆ sč vĺetky redukcie matąc X_{f,k} vybranŸmi podmaticami.

Uvedomme si eĺte, Śe ak je niektoră redukcia matice A vybranou podmaticou matice B, tak kaŚdă redukcia matice A je vybranou podmaticou matice B (jednotlivĆ redukcie sa ląĺia len poradąm riadkov a stŊpcov).

OznaĞenie 2.54 Nech f ∈ F_{p,n}. OznaĞme M^′_f mnoŚinu vĺetkŸch binărnych matąc

A takŸch, Śe pre kaŚdĆ k ∈ Z_n je redukcia matice X_{f,k} vybranou podmaticou matice A. Veta 2.55 Nech f ∈ F_{p,n}. Potom M_{εS}(f) = min_{A∈M′f} {max{⌈log b⌉ , ⌈log c⌉}| A je typu b × c}. DŞkaz: DŞkaz rozdeląme na dve Ğasti. V prvej Ğasti dokăŚeme, Śe vŸraz na pravej

strane je hornŸm ohraniĞenąm M_{εS}(f) a druhej Ğasti, Śe je aj dolnŸm ohraniĞenąm.

Prvă Ğas§ dŞkazu. V tejto Ğasti vyuŚijeme vetu 2.53. Majme A ∈ M^′_f typu b × c a

zostrojąme bipartitnŸ graf G = (U, V, E) ∈ G_f takŸ, Śe |U| ≤ b a |V | ≤ c. PodŇa vety 2.53 existuje protokol so sprăvovou zloŚitos§ou najviac max{⌈log |U|⌉ , ⌈log |V |⌉}, z Ğoho vyplŸva, Śe tento protokol mă zloŚitos§ max{⌈log b⌉ , ⌈log c⌉}.

HŇadanŸ graf G bude bipartitnŸ graf priradenŸ k matici A. MnoŚina U teda obsahuje triedy ekvivalencie [i]_{r,A}, tŸch je vĺak najviac b. Podobne mnoŚina V mă najviac c prvkov. O grafe G staĞą dokăza§ uŚ iba to, Śe patrą do mnoŚiny G_f , t.j. Śe kaŚdŸ z grafov G_{f,k} je bipartitne indukovanŸm podgrafom grafu G.

Vezmime teda k ∈ Z_n. Nech matica X je redukciou matice X_{f,k} a H nech je bipartitnŸ graf priradenŸ k X. KeČŚe A ∈ M^′_f , matica X musą by§ vybranou podmaticou

2.4. Charakterizăcia simultănnej zloŚitosti 70

matice A. PodŇa lemy 2.47 dostăvame, Śe H je bipartitne indukovanŸm podgrafom grafu G.

Măme teda maticu X_{f,k} a jej redukciu X, Čalej graf G_{f,k} priradenŸ k matici X_{f,k} a graf H priradenŸ k X. Z lemy 2.48 dostăvame, Śe graf G_{f,k} je bipartitne indukovanŸm podgrafom grafu H.

Dokăzali sme teda, Śe graf G_{f,k} je bipartitne indukovanŸm podgrafom grafu H a H je bipartitne indukovanŸm podgrafom grafu G. Z tranzitąvnosti relăcie \by§ bipartitne indukovanŸm podgrafom" dostăvame, Śe G_{f,k} je bipartitne indukovanŸm podgrafom grafu G.

Druhă Ğas§ dŞkazu. PodŇa vety 2.50 vieme, Śe

M_{εS}(f) = min_{A∈Mf} {max{⌈log b⌉ , ⌈log c⌉}| b je poĞet rŞznych riadkov v A, c je poĞet rŞznych stŊpcov v A}.

StaĞą teda pre ŇubovoŇnč maticu A ∈ M_f năjs§ maticu A^′ ∈ M^′_f takč, Śe ak A mă b rŞznych riadkov a c rŞznych stŊpcov, tak A^′ mă b riadkov a c stŊpcov.

HŇadană matica A^′ je redukcia matice A. Pre kaŚdĆ k ∈ Z_n je X_{f,k} vybranou podmaticou matice A. Ĳahko sa nahliadne, Śe keČŚe A^′ je redukciou A, tak redukcia X_{f,k} bude vybranou podmaticou A^′. Teda A^′ ∈ M^′_f . 2

Prąklad: Aj v tomto prąklade budeme uvaŚova§ funkciu f = shift^2. OznaĞme A^′

maticu A^′ = ( 0 1 1 0 )

Overąme, Śe matica A^′ je naozaj z M^′_f . TabuŇka niŚĺie zobrazuje redukcie jednotlivŸch matąc X_{f,k} a ich redukcie.

Binărny zăpis z 00 01 10 11

Redukcia X_{f,z}^( 0^) ( 0 1 1 0 ) ( 1 0 0 1 ) ( 1 )

Ĳahko vidno, Śe vĺetky matice uvedenĆ v tabuŇke sč naozaj vybranŸmi podmaticami matice A^′. Matica A^′ je pritom redukciou matice A ∈ M_f uvedenej v prąklade na strane 68. Naopak, graf G ∈ G_f uvedenŸ v tom istom prąklade je (po vhodnom preznaĞeną vrcholov) bipartitnŸm grafom priradenŸm k A^′.

2.4.3 Zhrnutie

Ukăzali sme charakterizăciu dvoch obmien zăkladnĆho modelu simultănnej komunikaĞnej zloŚitosti pomocou pojmov z tećrie grafov, resp. pomocou matąc. Nepodarilo sa năm, ŚiaŇ, tčto charakterizăciu vyuŚi§ na năjdenie metćdy dolnĆho odhadu simultănnej zloŚitosti, takŚe tăto otăzka zostăva otvorenă.

Chceli by sme eĺte upozorni§ na jednu zăvaŚnč vlastnos§ uvedenŸch charakterizăcią. V diskusii k vete 2.13 sme uviedli, Śe jednŸm zo spŞsobov, ako ukăza§, Śe funkcia

2.4. Charakterizăcia simultănnej zloŚitosti 71

Shift^n sa nedă poĞąta§ obvodom veŇkosti O(n) a hŊbky O(log n) je dokăza§, Śe ak mă hrăĞ 1 posla§ iba O(n/ log log n) bitov, tak hrăĞ 2 musą posla§ aspoď ˙(n^ε) bitov pre niektorĆ kladnĆ ε. Znamenă to zavies§ zloŚitos§ protokolu ako dvojicu (i, j), kde i je dŊŚka najdlhĺej sprăvy hrăĞa 1 a j je dŊŚka najdlhĺej sprăvy hrăĞa 2 a skčma§, ktorĆ dvojice (i, j) sč moŚnŸmi zloŚitos§ami protokolu pre vŸpoĞet skčmanej funkcie f.

Vety v Ğasti 2.4.2 sące vĺetky charakterizujč sprăvovč zloŚitos§ funkcie, z ich dŞkazov sa vĺak Ňahko nahliadne, Śe nimi moŚno charakterizova§ zloŚitos§ funkcie aj ako dvojicu (napr. (⌈log b⌉ , ⌈log c⌉), kde b je poĞet riadkov a c je poĞet stŊpcov nejakej matice z M^′_f .

Naĺe charakterizăcie teda neposkytujč iba metćdy na vŸpoĞet sprăvovej simultănnej zloŚitosti, ale aj na charakterizăciu zloŚitosti funkcie pomocou dvojice, a teda moŚno ich pouŚi§ aj na Čalĺie skčmanie otvorenĆho problĆmu, Ği sa dă Shift^n poĞąta§ booleovskŸm obvodom veŇkosti O(n) a hŊbky O(log n).

Zăver

V prăci sme sa zaoberali amortizovanou komunikaĞnou zloŚitos§ou a simultănnou zloŚitos§ou. V obidvoch oblastiach sme uviedli de˛nąciu modelu, prehŇad znămych vŸsledkov ako i vlastnĆ ĞiastkovĆ vŸsledky.

V oblasti amortizovanej komunikaĞnej zloŚitosti sme ukăzali, Śe pre vĎĞĺinu funkcią sa amortizovană komunikaĞnă zloŚitos§ prąliĺ neląĺi od komunikaĞnej zloŚitosti. TaktieŚ sme zostrojili funkciu, ktorej amortizovană zloŚitos§ je presne rovnă komunikaĞnej zloŚitosti.

V oblasti simultănnej komunikaĞnej zloŚitosti sme ukăzali odhady zloŚitosti pomocou zăkladnŸch parametrov a ich optimălnos§ a tieŚ kombinatoricko-grafovč charakterizăciu simultănnej komunikaĞnej zloŚitosti.

Aj keČ uvedenĆ vŸsledky nerieĺia hlavnĆ otvorenĆ problĆmy v skčmanŸch oblastiach, prinăĺajč novĆ poznatky o skčmanŸch modeloch sčvisiace s tŸmito problĆmami. Kombinatorickă charakterizăcia simultănnej zloŚitosti by moŚno mohla by§ pomŞckou pri hŇadaną metćd dolnŸch odhadov pre simultănny model.

Literatčra

[1] Alfred V. Aho, Je¸rey D. Ullman, and Mihalis Yannakakis. On notions of information transfer in VLSI circuits. In Proceedings of the Fifteenth Annual ACM Symposium on Theory of Computing, s. 133{139, Boston, Massachusetts, 25.{27. aprąl 1983.

[2] Andris Ambainis. Upper bounds on multiparty communication complexity of shifts. In 13th Annual Symposium on Theoretical Aspects of Computer Science, vol. 1046 of Lecture Notes in Computer Science, s. 631{642, Grenoble, France, 22.{24. februăr 1996. Springer Verlag.

[3] L«aszl«o Babai, Peter G. Kimmel, and Satyanarayana V. Lokam. Simultaneous messages vs. communication. In 12th Annual Symposium on Theoretical Aspects of Computer Science, vol. 900 of Lecture Notes in Computer Science, s. 361{372, Munich, Germany, 2.{4. marec 1995. Springer Verlag.

[4] Je¸ Edmonds, Steven Rudich, Russell Impagliazzo, and Ji»r«“ Sgall. Communication complexity towards lower bounds on circuit depth. In 32nd Annual Symposium on Foundations of Computer Science, s. 249{257, San Juan, Puerto Rico, 1.{4. oktćber 1991. IEEE.

[5] Tom„as Feder, Eyal Kushilevitz, Moni Naor, and Noam Nisan. Amortized communication complexity. SIAM Journal on Computing, 24(4):736{750, august 1995.

[6] Juraj Hromkovi»c. Communication Complexity and Parallel Computing. Springer Verlag, 1997.

[7] Russell Impagliazzo, Ran Raz, and Avi Wigderson. A direct product theorem.

In Proceedings of the Ninth Annual Structure in Complexity Theory Conference, s. 88{96, Amsterdam, The Netherlands, 28. jčn{1. jčl 1994. IEEE Computer Society Press.

[8] Mauricio Karchmer, Eyal Kushilevitz, and Noam Nisan. Fractional covers and communication complexity (extended abstract). In Proceedings of the Seventh Annual Structure in Complexity Theory Conference, s. 262{274, Boston, Massachusetts, 22.{25. jčn 1992. IEEE Computer Society Press,.

Literatčra 74

[9] Mauricio Karchmer, Ran Raz, and Avi Wigderson. Super-logarithmic depth lower bounds via the direct sum in communication complexity. Computational Complexity, 5(3/4):191{204, 1995.

[10] Eyal Kushilevitz and Noam Nisan. Communication Complexity. Cambridge University Press, 1997.

[11] Satyanarayana V. Lokam. Algebraic Methods in Computational Complexity:

Arithmetic Circuits, Communication Complexity, and Interactive Proof Systems. PhD thesis, University of Chicago, 1996.

[12] Kurt Mehlhorn and Erik M. Schmidt. Las Vegas is better than determinism in VLSI and distributed computing (extended abstract). In Proceedings of the Fourteenth Annual ACM Symposium on Theory of Computing, s. 330{337, San Francisco, California, 5.{7. măj 1982.

[13] Noam Nisan and Avi Wigderson. Rounds in communication complexity revisited.

SIAM Journal on Computing, 22(1):211{219, februăr 1993.

[14] A. Orlitsky and A. El Gamal. Communication complexity. In Yaser S. Abu- Mostafa, Complexity in Information Theory, s. 16{61. Springer-Verlag, 1988.

[15] Pavel Pudl«ak, Vojt»ech R-odl, and Ji»r«“ Sgall. Boolean circuits, tensor ranks, and communication complexity. SIAM Journal on Computing, 26(3):605{633, jčn 1997.

[16] Leslie G. Valiant. Graph-theoretic arguments in low-level complexity. In J. Gruska, editor, Mathematical Foundations of Computer Science, 6th Symposium, vol. 53 of Lecture Notes in Computer Science, s. 162{176, Tatransk«a Lomnica, 5.{9. september 1977. Springer-Verlag.

[17] Andrew C.-C. Yao. Some complexity questions related to distributive computing.

In Conference Record of the Eleventh Annual ACM Symposium on Theory of Computing, s. 209{213, Atlanta, Georgia, 30. aprąl{2. măj 1979.