Skryté Markovove modely
Hidden Markov models (HMMSs)

Retazec: {a,c, g,t}*
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tatttagcgtcttctatcatccaatcactgcactttacacact at aaat agagcagct ca
t gggcgt attt gcget agt gt t gggt gtt ccget gt gect gttt tt ccgt cat gget cgea
ct aagcaaact gct cggaagt ct act ggt ggcaaggcgccacgcaaacagtt ggccact a

HMM definuje P(X, S) pre retazce X a postupnosti stavov S:

P(X,S) = P(s1)P(x1ls1)P(s1 — s2)P(x2[s2) - -

P(sn—1 — sn)P(Xnlsn)



Pouzitie HMM

e Modelovanie sekvencnych dat:

casove rady pozorovani, text, zvukové signaly, biologické sekvencie

e Zvycajne retazec X znamy,

postupnost stavov S skryty faktor (chceme zistit)

e Model zostavime tak, aby realistické dvojice (X, S) mali vysoku

pravdepodobnost



Priklad pouzitia HMM: hlfadanie génov v DNA
Vstup: DNA sekvencia X = X1,...,Xn

tatttagcgtcttctatcatccaatcactgcactttaocacact at aaat agagcagct ca
t gggcgt attt gcget agt gt t gggt gt t ccget gt get gttt tt cecgt cat ggct cgeca
ct aagcaaact gct cggaagt ct act ggt ggcaaggcgccacgcaaacagt t ggccact a

Vystup: poloha géenov (Usekov kddujucich proteiny)

Alebo: oznackuj kazdy znak ako kddujuci/nekddujuci

Postupnost znaciek S = s1,82,...,Sn

tatttagcgtcttctatcat ccaatcactgcactttacacact at aaat agagcagct ca

t gggcgt attt gcget agt gt t gggt gt t ccget gt gect gt tttt ccgt cat gget cgea
ct aagcaaact gct cggaagt ct act ggt ggcaaggcgccacgcaaacagt t ggccact a



Vypo Ctovy problém

Vstup: retazec X = X1,...,Xn a HMM o.gg&)/z,\ff?@o.g
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tattt agcgt cttctatcatccaatcact gcact ttacacact at aaat agagcagct ca
t gggcgt attt gcgcet agt gt t gggt gt t ccget gt gect gttt tt ccgt cat ggect cgeca
ct aagcaaact gct cggaagt ct act ggt ggcaaggcgccacgcaaacagt t ggccact a
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Najdi najpravdepodobnejSiu postupnost’ stavov S=s1,...,8n
s maximalnou P (X, S): Viterbiho algoritmus
tatttagcgtcttctatcatccaatcactgcactttacacact at aaat agagcagct ca

t gggcgt attt gcget agt gt t gggt gtt ccget gt gect gttt tt ccgt cat gget cgea
ct aagcaaact gct cggaagt ct act ggt ggcaaggcgccacgcaaacagtt ggccact a



Viterbiho algoritmus

Dynamické programovanie:

e Ali, v| — pravdepodobnost najlep3ej postupnosti stavov, ktora

vygeneruje X1, ..., Xi a skonci v stave v
e Ali,v] = max, Ali—1,ul - P(u— v) - P(xv)

e Pre kazdé A[i, v] si pamatame najlepsi predchadzajlci stav 1
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Viterbiho algoritmus

Dynamické programovanie:

e Ali, v| — pravdepodobnost najlep3ej postupnosti stavov, ktora

vygeneruje X1, ..., Xi a skonci v stave v
e Ali,v] = max, Ali—1,ul - P(u— v) - P(xv)

e Pre kazdé A[i, v] si pamatame najlepsi predchadzajlci stav 1

C a C g a C
A 0.2 | 0.06 |1 0.01 | 3e-3|6e-4]| 1e-4

SORRTTTRIN]
BRI

al o | o ™01 Nee-5 Me-5 Ne-3 |
o o \\‘ \/ \ \

N N
0 \Qe.{é e-6 [Nie-6

O
[ Yl
[ =l




Zlozitost' Viterbiho algoritmu

Cas O(nm?), pamat O(nm)

n = dizka sekvencie, m = pod&et stavov modelu

Priklad: hladanie genov na 250 MB sekvencii

so 100-stavovym HMM = 25 GB pamate



Zlozitost' Viterbiho algoritmu

Cas O(nm?), pamat O(nm)

n = dizka sekvencie, m = pod&et stavov modelu

Priklad: hladanie genov na 250 MB sekvencii
so 100-stavovym HMM = 25 GB pamate

Pristupy s menej pamate

e Nasekame X na kratSie kusy

Problémy na hraniciach, suboptimalne rieSenie celku

e Check pointing [Grice et al. 1997]
Pamat O(n + m{/n), L-nasobné spomalenie

e Nas pristup: on-line algoritmus

Velkost paméate sa dynamicky meni, vacSinou mala
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On-line Viterbiho algoritmus

a t & ¢ ¢ & ¢ t & ¢ t a

O o W X

e Efektivna detekcia sutoku
e \ypiS cestu nalfavo od sutoku
® Zmaz data nalavo od sutoku

Sucasne s nami podobny algoritmus aj [Keibler, Arumugam, Brent 2007]



Efektivhna detekcia sutoku

Udrzuj komprimovany Al e<—o<—o<—o
strom spatnych liniek B e

Cle| e

D e | o | @

V kazdom kroku pridaj Al eo<o<—o0<—o
nové spatné linky. . . o
Cle| e
D e | o | @ ¢

...Vymaz nepouzité vetvy, A o< o< o
skontrahuj cesty Bl *
Cle | o
Spomalenie: ~ 5% D e oo °
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ZIé spravy

5
-8

Uvazujme vstupy 1{1,2}"2{1,2 3}

Kazdy algoritmus potrebuje v najhorsom pripade () (n) pamét.
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Na skuto cnych datach ale m6zeme pamat usetrit

e 256-stavovy HMM na hladanie genov

e 20 MB sekvencie (ludskad DNA)

40K
30K
le) ]
g :
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g20K—E
§ _ e Priemerna pamat: =~ 11000
10K - o )
] / e Maximalna pamat: ~ 222 000
oMWW TT Wil T | e Priemernd maximalna pamat:

15.2M 15.3M 15.4M 15.5M
Cast chromozomu 1 ~ ] 00000

12



Analyza priemerného pripadu

Odhadujeme strednu hodnotu maximalnej pamate pre nahodny retazec
e Rozdelenie retazcov rovnomerne (i.i.d. znaky) alebo z HMM
e Nahodny retazec X = X1,...,Xn
e Nech m(X) je (maximéalna) paméat nas algoritmus potrebuje pre X

e Odhadujeme E(m/(X)) ako funkciu n

— Ludsky genom (35)
— Generovane z HMM (100)
— Generovanei.i.d. (35)

Priemer na pamat

0 5M 1M  15M  20M
Dlzka sekvencie
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Dalie zIé spravy
‘\_8/78

Pre rovnomerné rozdelenie priemerna paméat O(1)

Pre retazce z tohto HMM pamat ©(n)
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Dalie zIé spravy
EORC

Periodicky model: pre lubovolny retazec ©(n) paméat
Tri postupnosti stavov s roznym zacCiatkom:
ABCABC..., BCABCA..., CABCAB...
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Dalie zIé spravy
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Ekvivalentné stavy: pre lubovolny retazec ©(n) pamat
Dve postupnosti stavov s rovhakou pravdepodobnostou:
AAA..., BBB...
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Dobré spravy
Pre vela HMM priemerna maximalna pamat O (logn) pre i.i.d. retazce.
e Rozdelme X na bloky : novy blok ak stitokom klesne pamat pod ¢

e Pamat v bloku dizky £ najviac ¢ + £ = O({)
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Dobré spravy

Pre vela HMM priemerna maximalna pamat O (logn) pre i.i.d. retazce.

Rozdelme X na bloky : novy blok ak stitokom klesne paméat pod ¢
Pamat v bloku dizky { najviac ¢ + { = O({)

Ciel: ohraniéime pravdepodobnost vyskytu bloku dizky £

exponencialne klesajucou funkciou a - bt

Celkova pamat: dizka najdlhsieho bloku

t.j. stredn& hodnota maxima z najviac n dizok

O(logn)

Podobny problém: najdlhSi Usek jedniCiek v i.i.d. retazci

[Guibas, Odlyzko 1980; Gordon, Schilling, Waterman 1986]
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Analyza pre 2-stavoveé symetrické HMM
1-t 1-t

Mozné konfiguracie smernikov:

Ti—1 X Ti—1 X LTi—1 X Li—1 T
Al e<—e A <0 Al e A -><
B| e<—e Bl e B| e<«—e B| o

Ktora konfiguracia?
Zalezi na pomere A[i—1,AlaAli—1,Bl:

logAli—1,A] —logA[i— 1, B]
log(1 —e) —loge

Ai1 =
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Konfiguracie smernikov

_ __log A[i—1,A]—log A[i—1,B] | log(1—t)—log t
A1_1 o log(1—e)—log e L= { —‘

—L<A;i_1<L Ai_1>L A1 <-—-L
Tio1 T Tio1 Tio1 T
Al e<—e A —e Al e
B| e<—e B R B -</o
A=A 1=E1, sutok sttok
+1 akx; =0, A;i=L+1 A =—L+1
—Tlakxy =1 podla X; podla X

e Premenna A je nahodna prechadzka na intervale (—L, L)

e Odhadujeme Cas, kym narazi na kraj intervalu
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Aké dlhé su bloky?

1-t 1-t
S ",

0:1-e O e

1: e 1:1-e

e Dobre Studovany problém nahodnych prechadzok [Feller 1968]

e Stredna hodnotad izky: {lesgg(q:g::ggz—‘ — 1

e Rozdelenie d Izky ohrani ¢ené exponencialnou funkciou:

Ry: pravdepodobnost dizky 2{ + 1 alebo 2{ + 2

b-o?t <P(Ry) < c-a?| prenejaké b,c >0, < 1

e Dostavame priemerna pamét priblizne  (2L%/7t%) Inn.
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Zovseobecnenia

Nesymetrické dvojstavové HMM
O(logn) odhad plati pre takmer v3etky 2-stavové HMM
aj pre retazce generované HMM

(okrem roéznych symetrii a nulovych pravdepodobnosti)

Viacstavové HMM
Postacujica podmienka na O (log n): synchronizujlci retazec o
e Vyskyt 0 vzdy sp6sobi koniec bloku

e Rozdelenie dizky medzi vyskytmi o exponencialne ohraniéené
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Specialny pripad synchronizujiceho retazca

Pre retazec & zostrojme graf G(o):
vrcholy = stavy modelu

cena hrany (u, v) = log prob. najlep3ej postupnosti stavov generujlcej o

Lema: Ak G( ) je silne suvisly a existuje v iom slu¢ka s cenou ostro
vacsou ako priemerna cena kazdého iného cyklu, ok je synchronizujuci

retazec pre dost velké k.

e Sledy dizky k v G(«): postupnosti stavov pre &*

e Pre dost velké k najdrah$ia cesta krizi okolo najdrah3ej slucky

e Dojde k sutoku najlepsich ciest pre r6zne koncovée vrcholy
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Specialny pripad synchronizujiceho retazca
Lema: Ak G( ) je silne suvisly a existuje v iom slu¢ka s cenou ostro
vacsou ako priemerna cena kazdého iného cyklu, ok je synchronizujuci

retazec pre dost velké k.

Da sa pre dané « a model algoritmicky testovat'.
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Pamat pre hfada € génoy, i.i.d. retfazce

pamat / In"*3(n)

e Je pamat O(logn)?

pamat / In"*2(n)

~— ® \Vieme najst synchronizujuci retazec?

1500

1400 ; .

1300 e Alebo je paméat w(logm)?
1200

pamat / In(n)

25000
20000

15000
" 5000000 10000000 15000000
pamat
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Zhrnutie
e Viterbiho algoritmus je pre dihé retazce pamatovo naroCny
e On-line Viterbiho algoritmus pouziva pamat premenlivej velkosti
e Pri jednoduchom hladaci génov 200-nasobna uspora
e Mnohé HMM potrebuijt v priemernom pripade paméat ©(logn)
e Najhorsi pripad ©@(n)
Otvorené problemy
e Je naSa podmienka iba postaCujuca? Da sa zvSeobecnit'?
e Je nejaky odhad na dizku o, ktoré potrebujeme uvaZovat?

e Maju nejaké modely paméat inti ako ©(1), O(logn ), @(n)?
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