Domaca tloha ¢. 2

2-AIN-205, Leto 2022
Termin: 12.4.2022, 12:00

Skor ako sa pustite do rieSenia domacej tlohy, oboznamte sa so v8eobecnymi pokynmi, ktoré su priloZzené na konci
tohto dokumentu. RieSenia, ktoré odovzdate, musia byt vase vlastné. Neopisujte a nesnazte sa najst rieSenia v literatire
alebo na internete!

1. [20 bodov] Super hra. Mame dany orientovany acyklicky graf, priom vrcholy st o¢islované od 1 po n tak, Ze hrana
vedie vzdy od mensieho ¢isla k vi¢siemu. Dalej mame danych k parov vrcholov {uy,v1}, {ua,va}, ..., {ug, vk}

V pocitacovej hre Startujeme z vrcholu 1 a vyberame si cestu, ktora nas privedie do vrcholu n. Ak prejdeme na tejto
ceste oba vrcholy u; a v;, tak vyZerieme i-tu 100 bodova prémiu a prémia zmizne z hry. Chceme najst cestu, ktora
vyzerie najvacsi mozny pocet bodov.

a) Tento problém je NP-tazky. Navrhnite, ako ttto ilohu riesit pomocou celo¢iselného linearneho programovania.
Riesenim je navod, ako pre l'ubovolny vstup zostavit prislusny celo¢iselny linedrny program.

b) Predstavte si, Zze namiesto k dvojvrcholovych prémii mame danych k jednovrcholovych prémii wq,wa, ..., wg.
Vizdy ked prejdeme niektorym z tychto vrcholov, tak dostaneme 100 bodova prémiu a tlohou je opét zozbierat
najvacsi mozny pocet bodov. Najdite ¢o najefektivnejsi algoritmus, ktory riesi takyto zjednoduSeny problém.
(D4 sa to v polynomialnom ¢ase.)

c) Bonus 10 bodov: Predstavte si, Ze namiesto jedného pokusu méame m pokusov. V kazdom pokuse modZzeme
zvolit int cestu, no vyzraté (dvojvrcholové) prémie sa pri dalsich pokusoch uz znovu neobjavuji. Kazda prémia
sa teda cez vSetky pokusy rata len raz. Ako by ste riesili takto zmodifikovany problém?

2. [20 bodov] Vrcholové pokrytie, nezavisla mnozina a klika. Nech G = (V| E) je neorientovany graf. Spomeiite
si, ze vrcholové pokrytie grafu je takda mmnozina vrcholov, v ktorej ma kazdéa hrana aspon jeden koniec, Ze nezdvisld
mnoZina je takd mnozina vrcholov, Zze ziadne dva z nich nie si spojené hranou a naopak klika v grafe je taka
podmnozina vrcholov, z ktorych kazdé dva st spojené hranou.

MnoZina vrholov U C V je nezavisla mnoZzina prave vtedy, ked V — U je vrcholové pokrytie grafu. U je tieZ nezavisla
mnozina v grafe G prave vtedy, ked U je klika v doplnku grafu G.

Predpokladajme, Ze by sme poznali polynomiélny algoritmus A na najdenie najvicSej nezavislej mnoziny. V nasle-
dujucich prikladoch bud dokaZte tvrdenie profesora Premudrelého alebo najdite kontrapriklad.

a) Najvacsiu kliku v grafe G by sme mohli hl'adat tak, Ze jednoducho spustime algoritmus A na doplnku grafu G.
Vysledna mnozina vrcholov bude sti¢asne najvacésou klikou v grafe G. Profesor Premudrely tvrdi, Ze presne tymto
istym sposobom moZeme z polynomidlneho algoritmu s konStantnym aproximaénym faktorom pre hladanie
najvicsej nezavislej mnoziny vyrobit algoritmus s konstantnym aproximaénym faktorom pre hl'adanie najvéicse;
kliky.

b) Najmensie vrcholové pokrytie grafu G by sme mohli hladat tak, Ze jednoducho spustime na tom istom grafe
G algoritmus A, ktory nam vrati mnoZinu vrcholov U ako najvaésiu nezavisli mnozinu, a potom najmensie
vrcholové pokrytie bude jednoducho mnozina vrcholov V' — U. Profesor Premudrely tvrdi, Ze tak ako v pripade
a), aj tu by sme mohli rovnakym spésobom vytvorit z polynomialneho algoritmu s konstantnym aproximaénym
faktorom pre hladanie najvacSej nezavislej mnoziny algoritmus s konStantnym aproximacénym faktorom pre
hl'adanie najmensieho vrcholového pokrytia.

3. [20 bodov| Programatorska tloha (vid vSeobecné pokyny). Na vstupe mate ohodnoteny orientovany kompletny
graf s n vrcholmi. VaSou ulohou je v fiom najst najlacnej$iu Hamiltonovska cestu (t.j. cestu, ktora kazdy vrchol
navstivi prave raz a nemusi skondit tam, kde za¢ina). Tato tlohu budeme riesit pomocou celo¢iselného linearneho



programovania. VaSou tlohou bude napisat program, ktory dostane na vstupe graf a na vystup vypiSe celociselny
linearny program vo formate LP (tak ako na cviceniach).

Od linearneho programu pozadujeme, aby obsahoval premenné x1 1,21 2,...,21 n,z2 1,...,2n_n,kdexi j =
1 prave vtedy, ked v Hamiltonovskej ceste je hrana z vrchola ¢ do vrchola j. Iné premenné mozete pouzivat ako

sa vam zachce. NavySe musi obsahovat maximalne 1000 premennych a 1000 podmienok a musi sa dat vyriesit za
maximéalne 5 sekind.

Format vstupu: V prvom riadku vstupu je pocéet vrcholov n. V d'algich n riadkoch sa nachadza matica susednosti,
t.j. v kazdom riadku je n ¢isel, kde j-te ¢islo v i-tom riadku je ¢;;: cena hrany, ktoréd ide z vrchola 4 do vrchola j.

Format vystupu: Vid: http://1lpsolve.sourceforge.net/5.0/CPLEX-format.htm.

Obmedzenia a bodovanie: Na zisk plného po¢tu bodov je potrebné, aby vas program dal korektny vysledok pre
vstupy, kde n < 20.

Priklad vstupu: Priklad vystupu:
3 Minimize
014 obj: 1 x1_2 +4 x1_3 +1 x2_1 +1 x2_3 +4 x3_1 +1 x3_2
101 Subject To
410 cil: x1_2 + x1_3<=1
ci2: x2_1 + x2_.3 <=1
ci3: x3_1 + x3_2 <=1
col: x2_1 + x3_1 <=1
co2: x1_2 + x3_2<=1
co3: x1_3 + x2_.3 <=1
cxl: x1_2 + x1_3 + x2_1 + x3_1 >=1
cx2: x2_1 + x2_3 + x1_2 + x3_2 >=1
cx3: x3_2 + x2_3 + x3_1 + x1_3 >=1
Binary
x1_2 x1_3 x2_1 x2_3 x3_1 x3_2
End


http://lpsolve.sourceforge.net/5.0/CPLEX-format.htm

General Instructions

Theoretical tasks. The answer to theoretical tasks submite handwritten or printed on a paper under the door of the
office M-163. No late submission are allowed. Do not forget to write your full name legibly on each sheet and also staple
your solutions.

Write your solutions so that they contain all information necessary to easily understand them, but at the same time
try to aim for brevity. Prove all claims, including in the cases when it is not explicitly written in the problem statement.

If the task is about solving an algorithmic problem, submmit the best algorithm you can design. The first criterion is
that the algorithm is correct, the second criterion is the running time and memory complexity. Correct and slow algorithm
is worth more points than fast incorrect algorithm. Inefficient but correct algorithms will always receive at least 50% of
points. In your solution, you should:

e Describe the main idea of the algorithm.
e Write a pseudocode for your algorithm.
e Prove the correctness of your algorithm.

e Analyse its running time and memory complexity.

Programming tasks. You need to submit a functional program, no written part is required. Submit the solution
through the web interface https://testovac.ksp.sk/tasks/. Your solutions will be evaluated immediately on several
inputs and you will learn number of points (there are several sets of inputs and you only gain points if you solve correctly
all inputs in a particular set). You can submit a solution several times, we will only take into account the last submitted
solution before the deadline. You need to register before you can submit solutions (see the panel on the left side of the
web page). The details about how to write and submit your programs (including supported programming languages) are
in the section "Co odovzdavat?".


https://testovac.ksp.sk/tasks/

