Typy pravdepodobnostnych algoritmov

e Las Vegas algoritmy:
vzdy spravny vystup
Cas zavisi od ndhodne generovanych bitov
strednd hodnota casu dobra pre kazdy vstup

e Monte Carlo algoritmy:
aj v najhorSom pripade dobry cas
obcas méze dat nespravnu odpoved
vysoka pravdepodobnost spravnej odpovede



Z Las Vegas do Monte Carlo

Majme Las Vegas algoritmus pre riesenie rozhodovacieho problému.
ELV(n): strednd hodnota poctu krokov

e Spusti K krokov Las Vegas algoritmu

e Ak Las Vegas algoritmus dovtedy skoncil, vrat jeho vysledok
(garantovana spravna odpoved)

e V opacnom pripade vrat false
(ak je spravna odpoved true, tak sme urobili chybu)

Ako nastavit pocet krokov K aby bola pravdepodobnost chyby
nizka? = Monte Carlo algoritmus



Markovova nerovnost

Veta: Nech X je ndhodna premenna, X >0

Ak E[X] = u potom Pr(X > cu) < 1.

Dékaz:

p=FEX|=) =zPr(X =z
> neen 0-Pr(X =2) + > 5, cp. Pr(X =z)
= CU D pse, PT(X =) = cpuPr(X > cp)

Pr(X >cu) < £ =1

— — cu c

Zvolime K = 2- ELV(n) = pravdepodobnost chyby < 1



SAT: Splnitel'nost logickej formuly

Dana formula v konjunktivnom normalnom tvare:
(.1'1 V I V 1‘3) N\ (2131 V _IZCQ) A\ (_1331 V L9 V _11'3)

Najdite priradenie pravdivostnych hodnét tak, aby formula bola
splnena.

3-SAT: vsetky klauzuly maja 3 literaly
2-SAT: vsetky klauzuly maja 2 literaly

3-SAT:

. 2-SAT:
NP-tazky problém

roblém je v P
trivialne: O(2"poly(n, m)) P )

jiednoduchy O(n + m) algoritmus
da sa zlepsit na O(n!459) . y O ) alg



RANDOMIZED-SAT-PAPADIMITRIOU (F):
A := TubovoIné ohodnotenie premennych
repeat t times:
if A splha F return true
C := Tubovolnd nesplnend klauzula
a := nadhodny literdl v klauzule C
zmenh v A hodnotu a

return false

Ako zvolit pocet opakovani ¢?



Uvazujme 2-SAT:
Nech S je ohodnotenie splhajice F
t je pocet zhodnych ohodnoteniv A a S

tzv. nahodna prechadzka

Oznacme e; strednii hodnotu poctu krokov, za ktory sa v ndhodnej
prechadzke dostaneme z hodnoty ¢ na hodnotu n.

e, =0
€ — 1—|—€1
1 1
e; =1+ 35e1+35€e11

Potrebujeme vyriesit rekurenciul!



Oznacme: dz = €5 — €441
=14+ Lle. 1.,

€; — + 261—1 + zez—i—l

2e; =2+ €1+ €41

ei —€ir1 =2+€_1 —€
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~~

Zl; di—1
d0:€0—€1:1
Vratme sa ku e;:
ei=¢€i+1+d; e, =0

n—1 n—1 . . n—1 .
:>€z':Zj:z' deZj:i (1+23):(n_z)+22j:i J
=n—i+nn-—1)—i(i—1) =n?—i?

Stredna hodnota poctu krokov je zhora ohranicena n?



RANDOMIZED-SAT-PAPADIMITRIOU (F):
A := TubovoIné ohodnotenie premennych
repeat t times:
if A splha F return true
C := Tubovolnd nesplnend klauzula
a := nadhodny literdl v klauzule C
zmenh v A hodnotu a

return false

Ako zvolit pocet opakovani ¢?

e; < n’: nech t = 2n?

z Markovovej nerovnosti: pravdepodobnost, Ze by ndhodna pochddzka
trvala viac ako t krokov < %

= Monte Carlo algoritmus s jednostrannou chybou

Ako postupovat, ak chceme mensiu chybu?



RANDOMIZED-SAT-SCHONING (F):

* repeat s times:

* A := ndhodné ohodnotenie premennych

repeat t times:

if A splha F return true
C := Tubovolnad nesplnend klauzula
a := ndhodny literdl v klauzule C
zmen v A hodnotu a

return false



Analyza pre 3-SAT

e, =0

eo =1+ e

e; =14+ 2e,_1+ 3e;41

Nahodna prechiddzka tohto typu by mala ocakavany pocet krokov
€ ~ 2™
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RANDOMIZED-SAT-SCHONING (F):

* repeat s times:

* A := ndhodné ohodnotenie premennych

repeat t times:

if A splha F return true
C := Tubovolnad nesplnend klauzula
a := ndhodny literdl v klauzule C
zmen v A hodnotu a

return false

Ak vnatorny cyklus ma pravdepodobnost Gspechu p
vonkajsi cyklus ma pravdepodobnost chyby (1 — p)® < e™P*
(ak chceme pravdepodobnost chyby < 1%, tak staci s > 5/p)

Zvolme radsej mensie t = 3n.
Aka je pravdepodobnost p aspechu vnatorného cyklu?
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Aka je pravdepodobnost p aspechu vnatorného cyklu?

Zacneme vo vzdialenosti u od splhajuceho priradenia
(v ndhodnej prechadzke: zaciname na n — u, chceme dojst na n)

Uvazujme 3u krokov, ak sa pohneme 2u krat doprava a u krat dolava,
urCite sa do pozicie n dostaneme.

u 2u U U 2u U
Pr(OK|n—u) > (5;) (5) (5)" = (W) (3) (3)
~ _1 3% v :L(ly
- \/5_')’),22u 33u \/5_n 2

Ako d'aleko zaéneme zavisi od ndhodnej volby priradenia:
Pr(OK) =", () 5= Pr(OK|n — u)

> W ve () = e 2u () (3)°
= w4+ == 1)"

Pravdepodobnost aspechu vniatorného cyklu je p = \/% (%)n

Potrebujeme ho bezat s = 5v/5n (1) krat
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Zhrnutie

e Ukazali sme si Markovovu nerovnost, ktord ndm umoznuje
jednoducho prerabat Las Vegas algoritmy na Monte Carlo
algoritmy

e Pojem nahodnej pochddzky; ocakavany pocet krokov, kym sa

dostaneme v symetrickej ndhodnej pochédzke z 0 na n je n?

e Monte Carlo algoritmus s jednostrannou chybou mézeme bezat
viac krat, ¢im znizujeme pravdepodobnost chyby (exponencialne s

poctom behov)

e Monte Carlo algoritmus na rieSenie problému 3-SAT v Case
O ((3)" poly(m,n))
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